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V\\  KF  AZIONE. 


/  principi  i  di  ragione  sii  de  quali  poggia  una  gran 
parie  del  sapere  umano  si  appalesano  alla  mente  di  ognuno 
sempre  forniti  della  stessa  identica  certezza  ed  evidenza, 
e  quindi  riescono  per  chicchessia  egualmente  convincenti  e 
persuasivi .  A  ben  sguardare  per  entro  alla  natura  de  me¬ 
desimi  noi  li  troviamo  semplici ,  indecomponibili,  e  perciò 
non  susceltivì  di  dimostrazione .  Essi  sono  corredali  di  un 
tale  splendore  di  vero,  che  non  possiamo  a  meno  di  dar 
loro  un  pieno  assentimento .  Quali  verità  prime  non  ac¬ 
cattano  da  vermi  altra  cognizione  antecedente  la  certezza 
e  l* evidenza  da  cui  sono  accompagnale ,  ma  le  contengono 
in  loro  medesime  ,  e  le  vanno  anzi  ad  ogni  conoscenza 


dedotta  che  da  loro  dipende  comunicando.  Tali  prìncipi i 
non  hannosi  a  tenere  il  patrimonio  esclusivo  di  una  qual¬ 
che  scienza  particolare ,  ma  sibbene  il  retaggio  cocaine  di 
ogni  ramo  razionale  del  sapere  umano.  Sà  de'  medesimi 
troviamo  stabilite  non  solo  le  più  elevate  parti  della  filo - 
sofìa  speculativa,  ma  anche  tutto  l’ edifìcio  delle  mateyna - 
licite  pure .  hi  forza  quindi  di  una  si  falla  identità  di  base, 
la  scienza  del  geometra  può  per  tal  capo  esser  tradotta 
nel  campo  della  fdosofia  razionale ,  e  con  questa  venire 
unizzata.  Onde  pertanto  determinare  il  grado  di  certezza 
e  di  evidenza  inerenti  alle  verità  matematiche ,  le  quali 
poggiano  sopra  basi  razionali  od  ipotetiche  ,  hannosi  ad 
usare  quelle  stesse  identiche  norme  che  si  impiegano  nelle 
metafisiche  discipline.  Volendo  noi  quindi  trattare  delle 
dottrine  malemaliche  a  fine  dì  ben  determinare  l’esattezza 
più  o  men  rigorosa  che  presentano  i  diversi  melodi  sino  ad 
ora  impiegati  nell’  esporre  le  varie  parti  delle  medesime  , 
quasi  a  pietra  di  paragone  ci  atterremo  alla  scorta  dei 
pr incipit  razionali ,  per  lo  che  abbiamo  intitolato  questo 
scritto  Filosofia  delle  Matcmaliehe. 

/  Greci  e  gii  antichi  Italiani  coltivarono  con  amore 
V  aritmetica  e  la  geometria ,  e  se  non  ne  furono  in  tutto 
gli  inventori ,  contribuirono  in  modo  eminente  all' incremento 
di  esse.  Dopo  i  secoli  di  barbarie ,  in  un  con  lo  studio  delle 
altre  scienze  si  riprese  anco  quello  delle  matematiche  di¬ 
scipline.  Appresso  fu  inventala  l’algebra  la  quale  essendo 
in  breve^tempo  pervenuta  a  grande  perfezione,  venne  util¬ 
mente  impiegata  nella  dimostrazione  di  molti  antichi  geo- 


metrici  trovali  rendendoli  e  precisi  e  meglio  universali.  Fi¬ 
nalmente  la  scoperta  dell' analisi  sublime,  o  del  calcolo  in¬ 
finitesimale  allargò  per  modo  il  campo  delle  matematiche , 
che  i  veri  dell* antica  geometria ,  e  quelli  altresì  rinvenuti 
coir  analisi  finita  apparvero  ben  poca  cosa  in  par  aggio  dei 
trovali  cui  si  pervenne  colle  nuove  dottrine.  Newton  c  Leib- 
nilz  ai  quali  comunalmente  si  devolve  l'onore  di  una  tale 
scoperta ,  fondarono  V  analisi  infinitesimale  sopra  il  prin¬ 
cipio  :  che ,  due  grandezze  le  quali  non  d ineriscono  Ira  se 
elesse  die  per  una  quantità  infinitamente  piccola,  sono  fra 
loro  eguali.  Ma  il  fatto  stà  che  l'onore  dell' invenzione  di 
un  tale  principio  non  compete  nè  all'uno  nè  all'altro  dei 
due  prefati  e  grandi  geometri ,  ma  sibbene  al  nostro  Ga - 
lei,  e  prima  di  Ncivlon  e  di  Leibnitz  era  di  già  stato  van¬ 
taggiosamente  usato  da  Kcj)leros  da  Wallìs ,  da  Fermai ,  da 
Barrano  e  da  altri. 

L' esattezza  di  un  tale  principio ,  sin  dal  momento  in 
cui  si  incominciò  ad  usarlo  nell' analisi  infinitesimale,  venne 
però  richiamala  in  dubbio  da  valentissimi  ingegni,  e  molti 
di  essi  accamparono  anche  gravissime  difficoltà  contro 
dello  stesso.  A  fine  di  evitare  tali  obbiezioni  Alembert, 
Fulcro  e  Lagrangia,  ebbero  ricorso  ad  altre  dottrine. 

Il  primo  di  questi,  al  prefato  principio,  sostituiva  il 
metodo  dei  limiti,  già  inventato  ed  adoperato  da  Archimede. 
Il  secondo  di  essi  allo  invece  trasmutava  le  grandezze 
ideali  infinitamente  piccole  di  Newton  c  di  Leibnitz  in* 
grandezze  ideali  evanescenti ,  trovale  ed  impiegale  esse  pure 
dal  prelodato  geometra  di  Siracusa,  fi  terzo  per  ultimo 


bandiva  le  quantità  infinitamente  piccole ,  ed  in  vece  di 
(fucsie  si  faceva  ad  usare  delle  sole  grandezze  finite . 

All'appoggio  dell* autorità  di  si  gran  nomi  i  matema¬ 
tici  appigliaronsi  in  seguito  all'uno  od  all'altro  ai  sì  fatti 
melodi  differenti,  ritenendosi  da  taluni  più  esalto  inno ,  e 
da  altri  l'altro  secondo  che  meglio  ad  essi  talentava. 

In  mezzo  a  tanta  discrepanza  di  opinioni  concernenti 
ta  parie  principale  delle  scienze  esatte ,  nessun  matema¬ 
tico  si  è  assunto  l'incarico  dì  porgere  un  esalta  analisi  dei 
principi i  antichi  c  recenti  sì t  de  (piali  vennero  sino  ad  ora 
basate ,  e  di  confrontarli  infra  di  loro  per  quello  concerne 
il  grado  di  rigore  e  di  esattezza  ad  essi  inerente .  A  dir 
vero  il  polacco  Wronski  nella  sua  opera  impressa  a  Pa¬ 
rigi  nel  1814  col  titolo:  Philosophic  de  l*infiui, s'accinse  a 
dare  un  ragguaglio  dei  varii  principìi  ammessi  dai  mate¬ 
matici  e  dei  melodi  da  questi  impiegati  nel  trattare  la  loro 
scienza;  ma  senza  pericolo  dì  andar  errati  possiamo  as¬ 
serire,  che  per  più  capi  il  suo  lavoro  non  solo  è  manche¬ 
vole  ma  difettoso  ed  erroneo  ;  per  lo  che  devesi  ritenere 
manchi  tuttora  un'opera  in  cui  si  dia  un'analisi  ragionala 
c  completa  delle  diverse  basi ,  c  dei  differenti  modi  di  trat¬ 
tare  le  scienze  esatte.  A  tal  vuoto  noi  ci  siamo  studiati 
di  supplire  con  questo  scritto.  Avremo  poi  pienamente 
raggiunta  la  meta  che  in  proposito  ci  siamo  prefissa?  Se 
parlando  delle  cose  proprie  fosse  lecito  accedere  a  quanto 
l'intimo  convincimento  suggerisce ,  diremmo  di  sì.  Ma  già 
sappiamo  che  un  sì  fatto  giudizio  spella  nò  a  noi  nò  al 
volgo  dei  matematici ,  ma  sibbene  a  que  pochi  che  nella 


scienza  sono  profondamente  versati ,  giusta  il  detto:  la  scienza 
fu  sempre  paucis  contenta  judicibus.  Per  lo  che  passeremo 
senz*altro  a  dar  ragione  del  metodo  che  ci  siam  proposti 
in  questo  lavoro. 

Noi  abbiamo  iniziato  le  nostre  ricerche  dall'  esame 
dei  prìncipii  usati  da  Euclide  e  da  Archimede  nelle 
loro  discussioni  geometriche  ,  e  riteniamo  d ’  aver  a  pieno 
messo  in  chiaro s  che  le  basi  da  essi  impiegate  rispetto  alle 
dottrine  concernenti  le  linee  curve ,  sono  ben  lontane  dal 
contenere  quella  piena  certezza  cd  evidenza  che  general¬ 
mente  si  crede.  In  tale  esame  ci  siamo  pure  intcrlenuli  nel 
far  conoscere ,  che  la  così  detta  prova  ricavala  dall’ assurdo 
alla  quale  i  geometri  tanto  dì  frequente  ebbero  ricorso  , 
nelle  dottrine  relative  alle  curve  c  nel  modo  da  essi  im¬ 
piegato ,  non  presenta  valore  ninno. 

Ma  l'oggetto  più  principale  di  queste  nostre  filoso  fiche 
investigazioni  ebbe  per  iscopo  l'esame  di  tutte  le  teoriche 
escogitale  dai  matematici  intorno  al  calcolo  sublime  ;  cd 
incominciando  dagli  inventori  di  questo  e  venendo  insino 
allo  stato  odierno  della  scienza  abbiamo  curato  porre  in 
chiaro  lutti  ì  pregi  ed  anco  tutte  te  mende  contenuti  nelle 
relative  loro  dottrine.  Nelle  indagini  scientifiche  vuoisi  al - 
fin  lutto  dar  bando  al  pregiudizio  dell' autorità.  Ove  quindi 
si  trattò  di  esporre  imparzialmente  il  vero ,  non  guardammo 
punto  alla  fama  deli  autore,  ma  sibbene  unicamente  al  me¬ 
rito  del  .swo  dettalo.  Dalia  lettura  di  questo  scrìtto  per  al¬ 
tro  potrà  ognuno  molto  bene  comprendere ,  che  abbinino  pro¬ 
ceduto  non  solo  in  modo  contegnoso,  ma  tale  da  fare  ap- 


pieno  comprendere  l'alta  estimazione  in  cui  leniamo  il  me¬ 
rito  di  quei  sommi  geometri  il  di  cui  nome  starà  ognora 
a  caratteri  indelebili  scolpito  nel  tempio  dell' immortalità. 

Questo  nostro  scritto  contiene  non  solo  lo  sviluppo  dei 
pensamenti  da  altri  posti  innanzi  in  proposilo ,  ma  molle 
riflessioni  che  non  ci  fa  dato  di  leggere  nelle  opere  altrui; 
per  lo  che  ne  giova  sperare,  che  abbia  a  riescire  gradito 
ai  cultori  delle  scienze  esatte .  Esso  poi  certamente  tornerà 
utile  alla  gioventù  che  si  dedica  allo  studio  delle  mate¬ 
matiche,  giacche  troverà  in  esso  fedelmente  esposti  e  di¬ 
scussi  i  principii  della  scienza  dal  suo  nascere  insino  a 
noi ,  in  un  coll'analisi  dei  varii  sistemi  escogitati  dai  prin¬ 
cipali  geometri ,  e  di  quello  che  in  proposito  vuol  essere 
uccellato  per  vero,  oppure  rejetto  come  erroneo  ;  per  lo  che 
essa  potrà  rilevare  a  colpo  d*  occhio  ciò  che  nelle  mate¬ 
matiche  discipline  merita  lode  o  biasimo. 

Tate  fu  lo  scopo  che  ci  siamo  prefisso  nell' intrapren¬ 
dere  questo  nostro  lavoro.  Ben  lontani  dal  credere  che 
esso  sia  nelle  nostre  mani  riuscito  al  tutto  esente  da 
mende,  saremo  quindi  disposti  ad  accettare  in  proposito  quelle 
osservazioni  di  coloro  che,  veramente  dotti  nella  scienza 
accennarono  di  buona  fede  ciò  che  in  esso  trovasi  o  no 
consenziente  al  vero.  Ma  rispetto  a  quelli  che  o  nuovi  Ar- 
dellioni  nella  scienza  o  predominati  del  pregiudizio  del - 
i autorità  calcolano  il  marito  delle  dottrine,  dal  nome  dello 
scrittore  e  non  dalla  sostanza  dell’  opera ,  ed  estimano 
temerità  nel  rivocare  in  dubbio  V  esattezza  di  un  dettato 
per  questo  solo  che  n  è  autore  un  celebre  se  ri  tiare,  ossivc- 


rOf  ali  uso  degli  inscienti  gazzettieri 3  nel  dar  ragguaglio 
delle  opere  che  vengono  alla  luce  si  limitano  a  lode  od, 
a  biasimo  puramente  generali  senza  venire  al  particolare > 
dichiariamo  sin  d'ora  di  non  curarcene  punto  c  ci  guar¬ 
deremo  mai  sempre  dal  prendere  la  penna  in  mano  per 
fare  ad  essi  anco  la  benché  minima  risposta. 


CAPITOLO  PKlIilO 


1.  Ugni  filosofia  clic  l'uomo  può  rinvenire  nelle  mate¬ 
matiche  tutta  si  fonda  e  per  intiero  sta  riposta  nei  prin- 
cipii  che  i  geometri  ammettono  ed  assumono  per  fonda¬ 
mento  della  loro  scienza.  Ogni  aperta  evidenza ,  ed  ogni 
perfetta  certezza  provengono  dal  principio  evidente  di  nostra 
ragione,  detto  anche  principio  di  identità  s  o  di  contra¬ 
dizione  (4).  Questo  principio  *  come  ognun  sa ,  consiste 
nell'  essere  evidentemente  impossibile  ,  che  una  cosa  qua¬ 
lunque  sia  c  non  sia  nel  medesimo  tempo.  Tale  principio 
non  è  scienza,  ma  lume  evidente  dell' animose  perciò  fon¬ 
damento  e  base  di  ogni  scienza  evidente  e  dimostrativa.  E 
perchè  questo  lume  dell’  animo  risplcnde  in  lutti  della  più 
perfetta  luce  di  evidenza  che  esister  possa  per  l'uomo,  così 
i  geometri  sono  ricorsi  e  si  sono  sempre  unicamente  ap- 


(1)  Qui  s’intende  quella  certezza  evidente  della  quale  ne  ripugna  la 
possibilità  dell’ opposto,  detta  anco  certezza  immediata,  vedi  Teorica 
e  Pratica  del  Probabile ,  tipi  Rusconi,  Milano  1827,  e  T.  1,  2.a  ediz.  tipi 
Natali,  Bergamo  1810. 
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poggiali  a  questo  lume  ogni  qualvolta  nelle  loro  dimostra¬ 
zioni  vollero  riuscire  appieno  persuasivi  e  rigorosi.  Essi 
però  compresero,  che  l'evidenza  del  ricordalo  principio  ac¬ 
compagnava  anco  tulle  le  loro  posizioni  mentali,  quali  essi 
credettero  di  preporre  a  tulli  i  loro  ragionamenti  ;  osser¬ 
vando,  che  tali  loro  posizioni  benché  ideali  o  ipotetiche,  ri¬ 
tenute  però  inalterabilmente  quali  le  ponevano,  a  queste  si 
poteva  c  veniva  apertamente  applicalo  il  surriferito  principio, 
perchè  anco  per  tali  posizioni  ripugnava  che  esse  fossero  c 
non  fossero  quali  si  erano  immaginale  e  poste. 

2.  I  principii  sopra  dei  quali  i  geometri  fondarono  il  gran¬ 
dioso  edificio  delle  matematiche  sono  i  seguenti,  considerali 
quali  prime  c  semplicissime  derivazioni  del  suddetto  prin¬ 
cipio.  i.°  Quelle  cose  che  sono  uguali  ad  una  medesima 
cosa  sono  ancora  uguali  fra  loro.  2.°  Se  alle  cose  uguali 
si  aggiungono  cose  uguali ,  i  tulli  sono  uguali  fra  loro. 
5.°  Se  dalle  cose  uguali  si  traggono  cose  uguali ,  le  rima¬ 
nenti  sono  uguali  fra  loro.  4.°  Se  alle  cose  disuguali  si  ag¬ 
giungono  cose  uguali,  i  tulli  sono  disuguali.  5.°  Se  dalle 
cose  disuguali  si  traggono  cose  uguali,  le  rimanenti  sono 
disuguali .  C.°  Le  cose  che  sono  doppie  di  una  medesima, 
sono  fra  loro  uguali.  7.°  Le  cose  che  sono  la  metà  eli  una 
medesima,  sono  fra  loro  uguali.  8.°  Quelle  cose  che  con¬ 
vengono  e  si  adattano  beile  insieme  sono  uguali.  9.°  Il 
tutto  è  maggiore  della  sua  parte.  d0.°  Due  linee  rette  non 
comprendono  spazio.  Questi  sono  i  principali  principii  che 
slanuo  avanti  agli  elementi  geometrici  antichi  che  noi  ab¬ 
biamo  e  quali  furono  raccolti  ed  ordinati  dal  grande  geo¬ 
metra  Euclide.  In  seguilo  ne  ricorderemo  anche  degli  altri. 
Portando  frattanto  attenta  riflessione  sopra  i  ricordali  prin¬ 
cipii  si  comprende  chiaramente,  clic  i  primi  sette  ed  il  nono, 
sono  prime  cd  immediate  induzioni  del  principio  d'identità, 
già  ricordalo  nel  numero  precedente,  quindi  ciliari,  semplici 


ed  evidenti.  L'ottavo  ed  il  decimo  sono  assiomi  o  principii 
non  appieno  evidenti,  e  che  perciò  immediatamente  non  de¬ 
rivano  dal  suddetto  principio  di  identità,  ma  airinvecesono 
concetti  non  mollo  chiari,  e  dei  quali  si  terrà  ragionamento 
in  progresso.  I  su  citali  assiomi  o  principii  premessi  dal 
grande  geometra  Euclide  ai  suoi  elementi  di  matematica, 
sono  qui  da  noi  riportati  quali  li  traduce  il  celebre  mate¬ 
matico  Comandino  il  quale  ha  voltato  nella  nostra  lingua  il 
lesto  del  greco  filosofo  con  universale  approvazione  dei 
dotti. 

3.  Euclide  fa  precedere  ai  suoi  clementi,  oltre  i  riferiti 
principii,  delle  definizioni ,  dei  postulali ,  c  delle  dimande. 
Trattandosi  di  un  libro  che  trovasi  a  mano  di  tutti  ba¬ 
sterà  in  seguito  citare  quelle  sole  di  tulle  le  sue  posizioni 
che  meritano  particolare  esame. 

4.  Accenneremo  ancora,  ed  in  via  incidentale,  che  i  modi 
di  dimostrazione  usali  dagli  antichi  geometri  sono  di  due 
maniere.  Uno  quando  il  ragionamento  parte  dai  primi  evi¬ 
denti  principii  e  direttamente  procede  innanzi  sempre  ac¬ 
compagnalo  dalla  loro  evidenza.  1/  altro  quando  Y  assunto 
posto,  distrugge  i  principii  evidenti  ammessi  e  ritenuti.  Que¬ 
st’ ultimo  modo  fu  detto  argomentare  dall’assurdo.  Gli  anti¬ 
chi  esprimevano  generalmente  quest'ultimo  genere  di  argo¬ 
mentazione  con  le  seguenti  espressioni  :  est  enim  deducilo 
ad  impossibile3  assumplio  cjus ,  quod  quccsilo  conir adicit , 
tamquam  concesso3  per  consequentia  ad  id  quod  vero  con¬ 
cesso  opponilur . 

5.  Ma  incominciamo  dall'osservare  cosa  siano  gli  assiomi, 
i  postulali,  le  definizioni,  ecc. 

Gli  assiomi  sono  verità  evidenti  per  sè  stesse,  o  prime 
e  spontanee  illazioni  del  principio  d' identità ,  fonte  d'  ogni 
evidenza.  I  pQSlulali  o  le  dimande,  sono  concetti  o  nozioni 
chiare  c  facili ,  che  il  geometra  esige  gli  siano  concessi , 


—  4  — 

quasi  fossero  altrettanti  principii  chiari  ed  evidenti;  c  ciò 
tanto  se  contengano  qualche  massima,  quanto  se  esprimano 
qualche  facilissima  operazione  da  eseguirsi. 

Le  definizioni  sono  alcuni  concetti  semplici  o  nozioni 
elementari  prime,  che  il  geometra  considera  quali  basi  o 
posizioni  fondamentali;  e  circa  queste  non  occorre  altro 
se  non  di  osservare,  che  siano  chiare,  precise  ed  inalte¬ 
rabili. 

6.  Accennalo  succintamente  il  significalo  di  queste  no¬ 
zioni  preposte  alla  geometria  elementare  e  sopra  delle  quali 
si  appoggia  e  fonda  la  filosofia  di  essa,  portiamo  la  nostra 
riflessione  sopra  alcune  di  tali  nozioni  a  fine  di  compren¬ 
dere,  se  queste  abbiano  le  qualità  volute  e  richieste  per 
servire  di  principii  razionali  ed  ipotetici  ad  una  scienza 
esatta  e  rigorosissima,  qual*  è  la  matematica;  cioè  vediamo 
se  queste  nozioni  siano  appieno  evidenti,  facili,  aperte,  chiare, 
come  vogliono  e  debbon'essere  tutte  le  basi  ed  i  fondamenti 
di  una  scienza  veracemente  rigorosa. 

7.  Euclide  neirottavo  assioma  pone  come  cosa  apertissima 
ed  evidentissima  che  :  quelle  cose  che  convengono  e  si  ad - 
datlanobene  insieme  sono  uguali ;  come  si  esprime  la  tra¬ 
duzione  del  sullodato  Comandino.  Campano,  altro  rinomato 
traduttore  delle  opere  di  Euclide  riferisce  lo  stesso  assioma 
in  quest'altra  sentenza  :  si  aliqua  res  alicui  superponalur, 
appliceturque  ei,  nec  excedat  alleva  alteravi,  ilice  sibi  in - 
vicem  erunt  ccquales.  Legendre,  chiaro  geometra  francese,  es¬ 
pone  questo  assioma  come  segue:  Deux  grancleurs,  tigne ,  sur- 
face ,  ou  solide  ,  soni  cgales  lorsque  élant  placces  l’un  sur 
Vanire  clles  coyncident  dans  loule  leur  étendue.  Questo  prin¬ 
cipio  però  benché  comunemente  ammesso  come  evidente , 
tuttavia  presentandosi  esso  in  molti  casi  quasi  un  miscuglio 
di  ragione  pura  e  di  operazione  pratica  o  empirica,  non  si 
può  avere  per  un  principio  puro  cd  evidente  ;  onde  appare 


clic  per  queslo  non  meritasse  (preso  in  tutta  la  latitudine 
del  significato)  di  essere  collocato  tra  gli  assiomi  più  evi¬ 
denti  ed  aperti.  In  falli,  o  la  soprapposizione  delle  due  gran¬ 
dezze  accenna  a  caso  pratico  dipendente  da  nostra  volon¬ 
taria  fattura,  ed  in  allora  veste  l'aspetto ,  anzi  diviene  una 
verificazione  reale  avente  tutta  la  qualità  di  un  fatto,  il  quale 
per  sua  natura  è  bensì  irrefragabile,  ma  non  mai  dimo¬ 
strabile  ed  appieno  evidente  (  Teorica  e  Pratica  del  Proba-  \ 
bile  lom.  2,  cap.  17);  ola  soprapposizione  è  ipotetica  e  ra¬ 
zionale,  ed  allora  si  risolve  in  una  petizion  di  principio,  in 
quanto  che  si  viene  a  dire,  che  tutto  è  uguale  ove  niuna  diffe¬ 
renza  esiste  nelle  grandezze  che  si  mettono  in  comparazione. 

8.  È  bensì  vero  v.  g.  che  una  linea  la  quale  sia  col¬ 
locala  mentalmente  sopra  di  un'  altra,  quando  la  prima  ri¬ 
copra  puutualmenle  la  seconda,  cioè  non  riesca  nè  più  lunga 
nè  più  corta  di  questa,  la  linea  soprapposla  è  uguale  a  quella 
altra,  sopra  della  quale  è  collocala;  ma  questa  eguaglianza 
o  identità  di  lunghezza  che  si  manifesta  a  noi  in  forza  di 
questa  soprapposizione  toglie  appunto  all'assioma  quella  na¬ 
turale  sua  intrinseca  e  spontanea  evidenza,  che  deve  esso 
avere  quale  principio  primo,  indipendentemente  da  ogni  ve¬ 
rificazione,  sia  poi  essa  reale,  mentale  o  ideale. 

9.  Queste  poche  osservazioni  pare  che  comprovino,  aver 
Euclide  usato  di  qualche  larghezza  di  ragionamento  nell’a- 
ver  collocalo  questo  principio  di  soprapposizione  fra  gli  as¬ 
siomi  più  evidenti,  e  tanto  più  si  appalesa  questa  sua  lar¬ 
ghezza  ,  in  quanto  che  in  ogni  concreto  caso  reale  ovvero 
razionale  la  soprapposizione  veste  sempre  l'aspetto  e  la  forma, 
anzi  porla  seco  come  l' impronta  d'  identità  verificaia  ;  il 
che  è  ben  luU’allra  cosa  che  carattere  e  spiegata  proprietà 
di  un'assioma,  il  quale  ultimo  per  sua  natura  deve  sempre  ri¬ 
spondere  di  luce  intellelliva  evidente,  e  ciò  indipendentemente 
da  ogni  pratica  o  razionale  operazione. 
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IO.  L'assioma  decimo  consiste  in  questa  sentenza: —  Due 
linee  rette  non  comprendono  spazio  alcuno.  —  Esso  può 
riescire  chiaro  ed  evidente  a  quelli  che  sono  versali  ne¬ 
gli  elementi  delle  matematiche ,  e  che  sanno  dare  a  que¬ 
sto  concetto  qualche  chiara  significazione  *  ma  tale  non 
si  prestala  a  quelli  che  al  tutto  ne  sono  digiuni.  Infatti  la 
definizione  della  linea  retta  essendo  quella  di  sola  lunghezza, 
quella  cioè  che,  come  dicono,  si  distende  egualmente  fra 
suoi  punti ,  ovvero  quella  che  segna  la  distanza  più  breve 
che  esiste  tra  due  punti,  ben  si  vede  che  la  nozione  della 
linea  rolla  è  affatto  estranea  allo  spazio  ;  il  che  vuol  dire, 
che  avvisando  di  far  conoscere  come  una  linea  possa  con¬ 
terminare  o  rinchiudere  dentro  di  sè  stessa  uno  spazio,  esigesi 
che  la  mente  nostra  si  occupi  del  modo  c  delle  richieste 
relazioni  e  condizioni  necessarie  e  volute  per  la  chiusura 
dello  spazio. 

Più,  la  nozione  islcssa  che  noi  abbiamo  dello  spazio  è 
varia  secondo  il  diverso  modo  di  vedere  degli  uomini  ed 
è  perciò  mollo  indeterminala  e  di  difficile  rappresentazione. 
Anzi  i  filosofi  non  sono  ancor  d'accordo  nel  dichiarare,  se 
positiva  o  negativa  sia  la  nozione  che  l'uomo  ha  dello  spa¬ 
zio.  Male  a  proposito  adunque  si  accinge  Euclide  ad  intro¬ 
durre  in  un’assioma  un  concetto  costitutivo  dello  spazio,  men¬ 
tre  è  vago,  indeterminalo  ed  oscuro,  ed  insieme  nulla  ha  di 
comune  con  le  linee  rette. 

Inoltre  la  chiusura  dello  spazio,  che  qui  si  riliene  non 
potersi  fare  dalle  linee  rette,  non  può  essere  inlesa  se  non 
di  quello  spazio  che  si  considera  disteso  o  collocato  in  un 
piano  ideale  o  reale,  e  questa  condizione  è  lanlo  necessaria 
c  presupposta  in  questo  assioma,  che  questa  venendo  meno, 
la  sentenza  o  Y  assioma  diviene  una  proposizione  senza  si¬ 
gnificalo.  Ora  quesla  necessaria  condizione,  che  limita  co- 
tanlo  Io  spazio,  anzi  lo  riduce  ad  una  semplice  e  sola  rap- 


prcsenlanza  superficiale  o  parziale  di  esso,  non  essendo 
stala  dichiarata  nè  tampoco  motivala  da  Euclide  nel  suo 
assioma,  lascia  che  esso  rimanga  una  sentenza  oscura  ed 
indeterminala.  In  falli,  ognuno  deve  convenire,  che  trattandosi 
dello  spazio  considerato  secondo  tutte  le  sue  possibili  di¬ 
mensioni  ,  nè  due  ,  nè  Ire,  nè  qualsivoglia  numero  di  lince 
rette  possono  chiuderlo. 

41.  L'assioma  decimo  adunque  è  di  lai  natura,  che  per 
dargli  un  preciso  significato  o,  come  suol  dirsi,  per  renderlo 
chiaro  ed  evidente  conviene  restringerlo,  conviene  rendersi  fa¬ 
migliare,  precisa  e  ben  determinata  la  nozione  dello  spazio;  più 
conviene  non  considerare  clic  quella  parte  di  spazio  che  si  im¬ 
magina  distesa  e  formante  un  piano,  o  una  superficie,  e  super¬ 
ficie  rettilinea,  le  quali  cose  tulle  quanto  difiìcilmente  possano 
adempiersi  per  le  esposte  ragioni,  ognuno  lo  intende.  Pare 
adunque  che  si  possa  conchiudere  e  con  sicurezza,  clic  l'as- 
sioma  di  cui  parliamo  non  sia  semplice,  nò  pienamente  evi¬ 
dente  al  paro  degli  altri;  c  che  per  questo  non  sia  giusta¬ 
mente  ben  collocato  nel  novero  degli  assiomi  evidenti  c 
certissimi. 

Il  sullodalo  geometra  Campano  traduttore  delle  opere  di 
Euclide,  indotto  forse  dalle  ragioni  che  siam  venuti  espo¬ 
nendo,  ha  credulo  bene  di  spogliare  questo  assioma  decimo 
dell'onorifica  veste  della  quale  Euclide  l’aveva  fregiato,  per 
indossargli  quella  più  dimessa  di  semplice  postulalo  o  pe¬ 
tizione  ,  giudicando  quest'  ultima  denominazione  come  più 
confacente  e  propria  alla  natura  e  qualità  di  sì  falla  pro¬ 
posizione. 

42.  Meno  evidente,  e  manco  chiaro  pare  che  sia  il  po¬ 
stulato  che  Euclide  ha  pure  voluto  premettere  al  primo  libro 
de'suoi  elementi,  il  quale  postulato  consiste  in  questa  memo¬ 
rabile  proposizione:  =  Se  sopra  due  rette  linee  cadendo  una 
terza  farà  gli  angoli  interiori  e  da  una  medesima  parte  mi- 
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nori  di  due  retti,  quelle  linee  prolungate  in  infinito  congitin- 
gersi  insieme  da  quella  parte  dove  sono  gli  angoli  minori 
di  due  retti.  —  Questa  traduzione  del  postulato  euclideo  è 
del  celebre  Comandino. 

45.  Campano  riferisce  questo  stesso  postulato  con  le  se¬ 
guenti  espressioni  concepito:  zz  Se  in  due  linee  rette,  una  linea 
retta  abbattendosi  faccia  dalla  medesima  parte  due  angoli  in¬ 
terni  minori  di  due  retti,  è  necessità  che  quelle  due  rette  in¬ 
contrale  dalla  terza  prolungate  all'  infinito  si  incontrino.  — 

44.  Questo  postulato  si  presenta,  come  ognuno  vede,  più 
presto  un  difficile  teorema,  anzi  che  una  semplice  dimanda 
chiara  ed  elementare.  In  fatti  esso  si  fonda  sopra  concetti  i 
più  elevati  delibammo  nostro;  e  concetti  tali  che  vincono  c 
superano  persino  la  nostra  intelligenza  istessa.  E  in  vero 
chi  può  comprendere,  anco  speculando  intentamente  quanto 
si  vuole,  la  intrinseca  natura  di  tale  dimanda?  Chi  può 
dire  a  sè  stesso  cosa  sia ,  e  quanto  valga  un  prolunga¬ 
mento  infinito  delle  linee  rette?  Arrogi,  che  in  questo  po¬ 
stulato  Euclide  generaleggiando  in  espressioni ,  lascia  inde¬ 
terminata  al  tutto  la  minoranza  che  i  mentovati  due  angoli 
interni  aver  possano  in  comparazione  di  due  angoli  retti,  e 
questa  differenza  o  minoranza  (elemento  integrale  del  po¬ 
stulato)  restando  appieno  indeterminata  nella  maniera  con  cui 
annuncia  il  postulato,  fa  che  non  si  possa  aver  diritto  a  ri¬ 
cavarne  veruna  precisa  illazione  procedente  dalla  su  citala 
minoranza.  Anzi  considerando  ben  bene  più  addentro  la 
cosa ,  si  vede,  che  questa  minoranza  annunciata  con  tutta 
la  più  larga  ampiezza  di  espressioni ,  deve  perciò  accomo¬ 
darsi  a  lutti  i  casi  possibili  ed  escogitabili,  acciò  sia  general¬ 
mente  vero  il  postulalo;  imperciocché  se  anco  in  un  solo  caso 
di  valor  determinato  ed  attribuito  a  questa  minoranza  non  sod¬ 
disfacesse  pienamente  il  postulato,  rendendolo  sempre  vero 
e  precisamente  vero,  in  allora  il  postulato  mancherebbe  a 
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verità,  e  mentirebbe  sè  stesso.  Ora  ognuno  di  leggieri 
comprende,  che  fra  lutti  i  valori  escogitabili  e  possibili.,  anco 
solo  nel  campo  di  un  prolungamento  finito  delle  linee,  i  valori 
diversi  che  possono  attribuirsi  a  questa  minoranza  sono  inde¬ 
finiti  nel  numero,  e  tutti  di  valor  diverso;  e  intanto  niuno 
di  tutti  questi  indefiniti,  o  infiniti  valori  e  tutti  diversi  tra  loro, 
niuno,  dico,  esige  che  il  prolungamento  delle  due  linee  debba 
procedere  sino  all'  infinito  o  ad  infinita  distanza  perchè  si 
tocchino  o  si  congiungano  ;  anzi  è  chiara  cosa  che  tutti  questi 
varii  ed  indefiniti  valori  possibili  nel  campo  di  protrazione 
finita  assolutamente  non  solo  esigono  prolraimento  all’ infinito, 
ma  anzi  evidentemente  lo  escludono. 

Un  solo  ed  unico  è  il  valore  il  quale  attribuito  a  questa 
minoranza  rende  verificato  pienamente  il  postulalo.  E  questo 
valore  che  attribuito,  o  meglio  sostituito  in  questa  minoranza, 
verifica  pienamente  il  postulato  è  il  valore  infinitamente  piccolo, 
quello  cioè  che  renda  la  minoranza  o  la  differenza  infinitamente 
piccola.  Ogni  altro  valore  finito  che  si  attribuisca  al  postulalo 
non  può  avverare  puntualmente  il  prolungamento  delle  linee 
all’infinito. 

Più,  se  (  come  sarà  fatto  chiaro  nel  progresso  di  questa 
filosofia),  la  differenza  che  passa  tra  il  valore  dei  due  angoli 
interni  delle  linee  incontrate  dalla  terza  ed  il  valore  dei  due 
angoli  retti,  fosse  infinitamente  piccola,  non  di  primo  ordine, 
ma  infinitamente  piccola  di  secondo  ordine  (cioè  infinitamente 
piccola  in  confronto  o  in  comparazione  alla  differenza  che  si 
è  di  già  supposta  infinitamente  piccola,  comparala  alle  quantità 
finite)  ben  si  comprende  ed  apertamente  si  conosce,  come  con 
tale  valore  attribuito  alla  suddetta  differenza,  le  due  lineerette 
incontrate  dalla  terza ,  non  possano  incontrarsi  nè  poco  nè 
molto,  anco  prolungate  sino  alPinfinito,  giacché  un  tal  valore 
esige  anzi  un  prolungamento  due  volle  infinitamente  infinito. 
E  quando  si  vogliano  prendere  in  considerazione  i  valori  inli- 
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nitamenle  piccoli  degli  ordini  superiori,  come  di  terzo,  di 
quarto,  cce,  tanto  più  c  più  sempre  ci  scostiamo  dalla  veri¬ 
ficazione  del  postulato,  perchè  sempre  più  conosciamo  che 
nè  anco  dopo  molti  infiniti  prolungamenti  le  linee  non  possono, 
toccarsi  (*). 

45.  Per  queste  osservazioni  innegabili  si  appalesa  la  poca, 
anzi  la  nessuna  semplicità  e  la  non  aperta  evidenza  di  questo 
principio;  e  perchè  conduce  l’animo  e  il  nostro  pensiero  sulle 
vie  dell'infinito  impervie  ed  inaccssibili  alla  nostra  speculativa 
intelligenza;  e  perchè  non  avverandosi  il  principio  o  postulalo 
di  cui  trattasi  che  in  un  solo  caso,  e  questo  pure  fuori  alPin 
lutto  dell’ordine  delle  grandezze  finite,  cioè  nel  solo  caso  che 
la  minoranza  degli  angoli  interni  sia  infinitamente  poco  diversa 
dal  valore  di  due  retti,  si  ha  tutta  ragione  di  conchiudere, 
che  il  postulato,  quale  viene  annuncialo  da  Euclide,  ed  in 
maniera  generica  ed  appieno  indeterminata,  il  postulato,  dico, 
non  sia  nò  evidente,  nè  tampoco  vero,  ma  anzi  in  una  in¬ 
finità  di  casi  al  tutto  manchevole  e  falso,  e  segnatamente 
sempre  nell'ordine  delle  quantità  finite,  quali  sono  appunto 
tutte  le  grandezze  geometriche  prese  in  considerazione  dal 
greco  geometra. 

4G.  Comandino  fa  osservare,  che  Proclo  riteneva  che  al 
lutto  il  suddetto  postulato  si  dovesse  lór  via  dei  postulati , 
che  è  il  quinto,  essendo  un  teorema  e  teorema  il  quale  lascia 

(*)  Forse  alcuno  dirà,  clic  con  questo  modo  di  parlare  Euclide  ha 
voluto  significare  che  nel  caso  anco  più  sfavorevole,  prolungate  le  due 
linee  in  infinito  conviene  che  si  tocchino,  perchè  questa  minoranza  ne¬ 
gli  angoli  interni  è  chiaro  indizio  che  le  linee  incontrate  sono  tra  di 
loro  inclinate  e  disposte  a  toccarsi  da  quella  parte  ove  gli  angoli  in¬ 
terni  fatti  dalla  terza  sono  minori  di  due  retti. 

Ma  questa  maniera  di  intendere  il  postulato  euclideo,  benché  vero¬ 
similmente  contenga  il  verace  pensiero  di  questo  grande  geometra,  non 
c  per  verun  conto  propria,  nè  acconcia  a  rendere  evidente  il  postulato, 
per  le  ragioni  suddette. 
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mollo  dubitazioni,  le  quali  però  Tolomeo  in  un  suo  libro 
propose  di  sciogliere.  In  falli  questo  teorema  per  esser  reso 
evidente  con  dimostrazione  ha  bisogno  di  molle  definizioni 
e  di  molli  altri  teoremi,  ed  Euclide,  soggiunge  Comandino, 
ne  dimostra  il  converso  nella  prop.  49,  lib.  \. 

47.  Ma  basii  questo  molto  intorno  alla  natura  dei  po¬ 
stulali.  Invece  portiamo  il  nostro  pensiero  sopra  il  seguenle 
oggetto;  cioè  che  tanto  Euclide,  quanto  gli  altri  antichi 
geometri  anteriori  ad  esso  e  suoi  contemporanei  ammette¬ 
vano  la  nozione  suprema  dell'infinito,  e  la  trattavano  come 
fosse  nozione  elementare,  semplice  e  chiara. 

48.  Notato  in  via  incidentale  questo  fatto,  proseguiamo 
ad  osservare ,  che  nella  terza  petizione  o  dimanda  messa 
avanti  da  Euclide  al  libro  settimo  de*  suoi  elementi,  egli 
dice:  —  il  numero  infinitamente  si  accresce,  ma  non  infi¬ 
nitamente  si  scema  zr  ;  questa  dimanda  sicuramente  non  è 
chiara,  e  quello  che  più  importa  è  anco  poco  vera.  Prima¬ 
mente,  perchè  Paccrescimcnlo  di  un  numero  all'  infinito  è 
cosa  riè  possibile,  e  manco  fattibile,  almeno  ogni  qualvolta 
s’intenda  ciò  potersi  operare  nelle  vie  note  ed  ordinarie, 
per  le  quali  un  numero  aumenta  e  si  fa  maggiore  real¬ 
mente  o  razionalmente;  imperciocché  qualsivoglia  dato  o 
proposto  numero  finito  (come  finito  è  sempre  ogni  assegnalo 
o  numero  di  unita),  con  ogni  aumento  finito  che  venga  pra¬ 
ticalo  allo  stesso,  non  può  mai  diventare  infinito. 

49.  Arrogi  che  anco  presupposta  la  inamissibile  ipotesi 
che  il  numero  cioè  potesse  divenire  infinito  in  forza  di  suc¬ 
cessivi  aumenti  (il  che  ripugna  alla  natura  del  numero,  la 
quale  vuole  che  possa  sempre  essere  accrescilo),  non  esi¬ 
ste  alcuna  ragione  perchè  retrocedendo  e  riscendendo  per 
tulli  li  gradi  che  han  servito  di  aumento  non  possa  essere 
infinitamente  diminuito.  Ed  assoggettando  qualsivoglia  nu¬ 
mero  a  delle  diminuzioni  determinale  e  fisse,  non  possa  es- 


sere  infinitamente  diminuito,  e  ciò  anche  in  forza  di  dimi¬ 
nuzioni  e  di  leggi  ammesse  e  riconosciute  per  vere  dallo 
stesso  Euclide  come  vedrassi  n.  59,  40,  42,  46. 

Per  dare  però  a  questa  sentenza  di  Euclide  qualche 
probabile  esplicazione,  diremo,  che  quel  grande  siasi  indotto 
ad  ammettere,  che  il  numero  non  può  infinitamente  scemare 
o  diminuire,  pensando  che  tra  il  numero  finito  e  V  infinito 
esistendo  un  campo  infinitamente  grande,  l’animo  ravvisa 
possibile  questo  infinito  accrescimento  nel  numero;  laddove 
tra  il  numero  finito  e  lo  zero  il  campo  non  apparendo  che 
finito  (f  animo  nostro  procedendo  un  poco  alla  buona),  gli 
pare,  che  questo  campo  non  ammetta  che  pochi  passi  e  questi 
pure  di  non  molla  lunghezza  e  durata.  Ma  questo  modo 
troppo  grossolano  di  pensare  non  corrisponde  a  verità,  come 
sarà  palese  per  le  dottrine  esposte  nel  capo  secondo  di  que¬ 
sta  filosofia.  Ma  questo  cenno  basti  per  ciò  che  concerne  la 
poca  esattezza  di  questa  opinione  di  Euclide. 

20.  Portiamo  il  nostro  dire  sopra  le  seguenti  posizioni 
geometriche,  li  punto  geometrico  è  quello  che  non  ha  gran¬ 
dezza  alcuna ,  ovvero  quello  al  quale  non  appartiene  parte 
alcuna.  Altrimenti,  signum  cujus  pars  nulla.  Comandino 
dopo  aver  dato  la  prima  definizione  del  punto  geometrico 
tolta  fedelmente  dal  testo  di  Euclide,  fa  osservare:  ~  che 
per  la  negazione  delle  parti  ci  ha  dimostrato  quale  sia  il 
punto,  che  è  principio  di  tutta  la  materia  proposta;  perciò 
che  essendo  che  li  principii  siano  differenti  da  quelle  cose 
delle  quali  essi  sono  li  principii ,  ed  essendo  che  le  loro 
negazioni  dimostrino  in  un  certo  modo  la  natura  di  quelli, 
non  senza  cagione  hanno  ritrovalo  le  nozioni  negative  con¬ 
venire  ad  essi  principii;  il  che  afferma  Proclo  con  l’auto¬ 
rità  di  Parmenide.  zz 

21.  Il  punto  aduuque  senza  parte,  senza  alcuna  grandezza 
lo  si  adopera  c  lo  si  impiega  per  designare  un  silo ,  un 
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luogo  qualunque  delle  grandezze;  ma  intanto  si  vede  che 
la  natura  negativa  del  punto  pare  che  mal  si  presti  e  con¬ 
venga  alTuffìcio  al  quale  lo  si  impiega.  La  ragione  arrecata 
nel  numero  precedente  dal  Comandino  è  più  presto  una  il¬ 
lusione  che  una  verità;  in  fatti, sei  principii  delle  cose  sono 
e  debbono  essere  sì  stranamente  diversi  dalle  cose  istesse, 
quali  si  presentano  in  questo  caso ,  di  essere  cioè  al  lutto 
negativi,  come  mai  si  possono  ritenere  ed  appellare  prin¬ 
cipii,  elementi,  o  costitutivi  primi  delle  cose  reali  o  ideali? 
Non  è  egli  cosa  aperta  che  questa  maniera  di  pensare  del 
Comandino  non  regge  a  veruu  rigore? 

La  lìnea  è  ima  lunghezza  senza  larghezza  e  senza 
profondità. 

I  fini  della  linea  sono  punti. 

La  linea  retta  è  quella  che  si  distende  egualmente 
fra  lì  suoi  punti. 

La  superficie  è  quella  che  solamente  ha  lunghezza  e 
larghezza. 

La  superficie  piana  è  quella  che  giace  egualmente  fra 
le  sue  linee. 

II  solido  è  quello  che  ha  lunghezza,  larghezza  e  pro¬ 
fondità. 

La  più  semplice  riflessione  basta  a  farci  comprendere, 
che  punto,  linea3  superficie ,  ecc. ,  sono  nostre  ideali  posi¬ 
zioni  ,  o  concetti  astratti  e  soggettivi  del  pensiero  ;  sono 
enti  intellettuali  arbilrarii  astrattissimi,  perchè  nulla  di  real¬ 
mente  sussistente  può  dirsi  punto  geometrico,  linea ,  ecc. 

22.  Tuttavia  non  fu  senza  molta  avvedutezza  e  fino  ac- 
corgimenlo  che  i  geometri  idearono  e  posero  queste  no¬ 
zioni  di  tanta  e  si  difficile  astrazione;  perchè  il  punto  v.  g. 
come  ente  negativo  apparisce  adottatissimo  ad  indicare  il 
principio  ed  il  fine  di  una  linea  o  il  principio  ed  il  fine  di 
qualsivoglia  lunghezza,  in  modo  da  non  lasciare  neiranimo 
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veruna  dubitazione  intorno  alla  precisa  lunghezza  della  linea 
medesima;  imperciocché  se  esso  punto  avuto  avesse  qualche 
spessore,  la  mente  sarebbe  stata  costretta  a  ricercare  in 
esso  il  vero  e  preciso  confine  della  estremila  della  lun¬ 
ghezza  cui  veniva  apposto;  e  questo  confine  sarebbe  perciò 
rimasto  dentro  lo  spessore  del  punto,  e  quindi  non  preci¬ 
samente  determinalo. 

23.  Ammessa  e  ritenuta  la  definizione  del  punto,  cioè  di 
cosa  ideale  soggettiva  senza  parli ,  tuttavia  non  si  consi¬ 
derava  in  geometria  privo  di  una  specie  di  veste  o  di  forma 
che  dir  si  voglia  di  entità,  e  ciò  a  fine  gli  fosse  applicalo 
pienamente  il  principio  di  tutta  evidenza,  che  supposto  il 
punto  v.  g.  indicare  I'  estrema  destra  di  una  linea,  ripu¬ 
gnasse  che  esso  non  lo  rappresentasse. 

Quando  però  ci  sforziamo  con  la  nostra  immaginativa 
di  comprendere  l'intrinseca  forza  del  suddetto  principio  ap¬ 
plicato  al  punto  geometrico  veracemente  privo  di  ogni  en¬ 
tità,  ci  ritroviamo  in  una  veramente  imbarazzante  oscurità. 

Altrettanto  interviene  all'animo  nostro  allor  che  il  punto 
ideale  geometrico  viene  adoperalo  ad  indicare  il  principio, 
il  fine,  il  mezzo  di  una  linea  o  lunghezza,  perchè  appunto 
esso  manca  di  ogni  sentore  di  lunghezza. 

Pure  in  onta  di  tutte  queste  oscure  nozioni,  e  prima 
e  dopo  Euclide  si  è  sempre  ritenuto,  che  i  fini  della  lun¬ 
ghezza  siano  punti ,  e  che  la  linea  retta  sia  quella  che  si 
distende  egualmente  fra  li  suoi  punti.  Le  quali  cose  tulle, 
come  ognun  vede,  si  ammettono  e  si  ritengono  in  via  me¬ 
ramente  ipotetica  e  non  dimostrativa,  perchè  non  si  pre¬ 
sentano  altrimenti  quali  nozioni  chiare  c  facili  al  nostro  in¬ 
tendimento,  ogni  qual  volta  le  vuole  ben  addentro  minuta¬ 
mente  considerare. 

24.  Parimenti  la  nostra  facoltà  ragionatrice  non  trova 
rispondere  al  pieno  rigor  di  ragione  il  pensamento  di  alcuni 


geometri,  i  quali  vaghi  di  spiegare  la  genesi  della  linea,  la 
considerano  come  ingenerata  dal  movimento  o  dal  flusso  del 
punto  geometrico.  E  ciò,  perchè  la  mente  non  arriva  a  com¬ 
prendere  come  un  punto,  o  un  ente,  se  può  dirsi  così,  al- 
Tin  tutto  negativo,  possa  esser  suscettivo  di  movimento;  giac¬ 
che  ogni  idea  o  nozione  che  noi  abbiamo  e  ci  formiamo 
tanto  del  molo  reale  quanto  deir  ideale  è  sempre  una  no¬ 
zione  di  entità  positiva,  o  di  ente  sussistente ,  ma  tale  che 
non  può  mai  esser  separato  dalla  nozione  de!  mobile  nel 
quale  sussiste.  Questa  nozione  del  moto  adunque  di  sua  na¬ 
tura  sempre  positiva,  è  però  nozione  più  tosto  di  modo,  clic 
di  verace  entità  sussistente  in  sè  stessa;  per  la  qual  cosa 
la  nostra  mente  non  sa  come  indossarla,  al  punto  che  non 
differisce  in  niente  dallo  zero  o  dal  nulla.  Di  più  la  nostra 
imaginaliva,  che  non  dispiega  mai  la  sua  attività  se  non  si 
appoggia  alla  considerazione  o  rappresentazione  di  qualche 
cosa  reale  o  ideale,  difficilmente  può  idearsi  Torma  o  il 
solco  che  dovrebbe  lasciarsi  indietro  il  punto  geometrico 
col  suo  progressivo  movimento,  mentre  questo  solco  avrebbe 
c  non  avrebbe  dimensione,  come  non  ne  ha  alcuna  il  mo¬ 
bile  supposto  generatore  del  solco. 

25.  E  giacché  qui  teniamo  discorso  delle  applicazioni  clic 
i  geometri  fanno  del  loro  punto,  diremo  anco  una  parola 
intorno  alla  universale  convenzione  di  denominare  ed  appel¬ 
lare  col  nome  di  punti  gli  estremi  o  i  fini  della  linea,  come 
ogni  altro  silo  o  luogo  della  stessa.  Difatti  mal  si  comprende 
come  lo  zero  dimensione,  qual'è  il  punto,  possa  indicare  o 
segnare  gli  estremi  od  altri  luoghi  della  linea,  ente  di  lun¬ 
ghezza;  tanto  più  che  dicono  tutti  i  geometri,  che  tolti  col 
pensiero  c  levali  via  questi  punti,  la  lunghezza  o  la  linea 
rimane  la  stessa  nè  più  nè  meno,  e  nulla,  rigorosamente 
parlando ,  perde  della  sua  entità.  Eppure  appare  cosa  fa¬ 
cile  ad  ammettersi,  che  se  i  punti  indicavano  veramente  gli 
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estremi  di  una  linea  e  non  erano  fuori  della  stessa,  appare, 
dico,  clie  coi  punti  sottratti,  anco  le  indicale  estremità  ven¬ 
gano  insiememenle  sottratte. 

Più  la  dottrina  universalmente  su  questo  oggetto  è, 
che  ogni  sito  della  linea  è  un  punto;  e  intanto  nè  anco 
infiniti  punti  possono  costituire  e  formare  una  qualsivoglia 
linea  ! 

E  poiché  cade  il  ragionare  della  linea  e  de'suoi  punti; 
osserviamo  ancora,  che  anco  la  vantala  e  definita  distensione 
della  linea  fra  li  suoi  punti  è  un  enigma  inconcepibile;  di 
fatto  tutti  questi  punti  conviene  che  siano  tutti  separali 
fra  di  loro,  e  tutti  fra  di  loro  discosti,  per  avere  la  possi¬ 
bilità  di  considerarli  distesi  lungo  la  linea  istessa.  Questo  è 
necessario,  perchè  ove  questi  punti  si  toccassero ,  lutti  si 
costiperebbero  in  uno  solo  e  si  confonderebbero.  Ora  que¬ 
sta  ipotesi  di  separazione  dei  punti  tra  i  quali  si  distende 
la  linea,  o  la  si  imagina  distesa,  contiene  di  necessità  la  po¬ 
sizione  di  una  infinità  di  punti  geometrici,  e  di  una  infinità 
di  vacui  interposti  ai  punti  medesimi;  perchè  supposti  al  con¬ 
tatto  fra  di  loro  si  costipano  come  è  detto  in  un  solo  punto, 
ed  allora  torna  impossibile  la  definizione  data  della  linea; 
considerandoli  poi  separati  da  altrettanti  interposti  vacui,  si 
ammettono  per  necessità  infiniti  punti  ed  infiniti  vacui.  Ma 
questi  vacui  esser  debbono  tutti  occupati  dalla  linea  distesa, 
e  non  segnala  dai  punti;  la  qualcosa  quanto  sia  difficilmente 
conciliabile  coll’  universale  opinione,  la  quale  asserisce,  che 
ogni  silo  della  linea  è  segnato  e  indicato  da  un  punto , 
ognuno  lo  intende.  Queste  e  varie  altre  osservazioni,  che 
si  potrebbero  notare  su  questo  oggetto,  provano  che  affatto 
ipotetico  è  il  concetto  della  definizione  della  linea  c  de'suoi 
punti,  e  che  ipotetica  ed  oscura  ne  riesce  la  destinazione 
dei  punti  ad  indicare  ogni  suo  silo  c  le  sue  estremità. 

26.  Queste  riflessioni,  come  tulli  se  ne  possono  accorgere. 
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traducono  la  nostra  facoltà  intelligente  in  un  campo  vasto 
e  senza  confine,  e  quello  che  anco  più  importa,  ripieno  di 
altissime  e  difficilissime  investigazioni.  Queste  riflessioni  però 
i  geometri  percorrono  e  sorpassano  col  solo  sussidio  di 
mere  ipotesi;  ma  gli  altri  filosofi  con  le  loro  razionali  spe¬ 
culazioni  non  possono  nè  appieno  comprendere  nè  ammet¬ 
tere.  E  questa  diversa  maniera  di  vedere  intorno  a  tali  og¬ 
getti,  appalesa  apertamente  il  diverso  procedere  dei  geome¬ 
tri  e  degli  altri  filosofi.  Tutto  è  difficile  al  filosofo  clic  vuol 
comprendere  ogni  cosa  con  chiarezza  c  con  scrupolosa  ana¬ 
lisi,  c  perciò  in  su  la  via  che  esso  percorre  non  vuole  che 
insorgano  nubi  od  oscurità  ad  offuscare  la  evidente  chia¬ 
rezza  c  semplicità;  perciò  egli  non  avanza  mai  passo  se  non 
vale  a  superare  tulli  gli  ostacoli  che  rinviene  e  tutte  le  diffi¬ 
coltà  che  gli  si  presentano  in  sul  cammino;  all'invece  pel  geo¬ 
metra,  che  dove  non  comprende  e  non  vede  aperto,  si  con¬ 
tenta  di  supporre ,  c  dove  sono  oscurità  o  difficoltà ,  non 
cura  rischiararle  e  risolverle,  tutto  è  facile  o  almeno  niente 
lo  arresta  in  sul  cammino.  Di  qui  viene,  clic  il  primo  non 
può  progredire  ove  non  sia  scorto  dal  vero  rigorosamente 
comprovalo  ;  il  secondo  progredisce  a  volo  ovunque  gli  piace 
sull'appoggio  delle  sue  ipotesi. 

27.  Ma  ritornando  in  sul  diredi  queste  prime  fondamentali 
posizioni  geometriche,  e  non  curando  le  oscurità  da  noi  accen¬ 
nale  ai  numeri  24  c25,  egli  è  però  vero,  che  avendo  am¬ 
messo  il  punto  geometrico  senza  parte  veruna,  od  avendolo 
ritenuto  come  senza  alcuna  grandezza,  c  lutto  ciò  in  via  pura¬ 
mente  ipotetica;  più  avendolo  consideralo  come  allo  a  rappre¬ 
sentare  gli  estremi  cd  ogni  altro  silo  delle  lince,  delle  super¬ 
fìcie,  ecc.,  egli  è,  dico,  vero,  che  giova  mirabilmente  a  deter¬ 
minare  ogni  silo  c  luogo  escogitabile  della  grandezza  lineare, 
superficiale  ecc,  e  che  nulla  si  saprebbe  escogitare  di  piu 
adatto  cd  approprialo.  In  fatti  qualunque  dimensione  o  spes¬ 
ai 


sezza  clic  si  Tosse  attribuita  al  punto,  per  quanto  tenue  o 
minima  ella  fosse  slata,  la  nostra  facoltà  pcrcipientc  e  pen¬ 
sante  avrebbe  saputo  ravvisare  nel  punto  il  medio,  i  lati  estremi, 
la  cima,  il  fondo,  ecc.  Laddove  nel  punto  avente  zero  dimen¬ 
sioni  altrettanto  non  si  può  rinvenire,  nè  anco  speculando;  onde 
sotto  tale  nsguardo  manifesta  ed  aperta  si  rende  1  utilità  della 
geometrica  nozione  del  punto.  Così  la  lunghezza  della  linea 
(quale  poi  ne  sia  la  incomprcnsibilc  di  lei  natura  e  generazione) 
viene  considerata  come  precisamente  determinala  ne'  suoi 
estremi  e  nei  sili  di  essa  dai  punti  geometrici  segnali  ;  si 
rinvengono  adunque  in  questa  soggettiva  nozione  del  punto 
geometrico  utilissimi  sussidii  per  la  scienza  matematica. 

28.  I  geometri  clic  hanno  ideali  c  definiti  i  principi  della 
scienza  geometrica,  ricordali  al  num.  21,  hanno  ancora 
concordemente  attribuito  ad  essi  c  a  tulle  le  grandezze  una 
mirabile,  c  per  così  dire,  trascendente  proprietà,  quella  cioè 
del  continuo .  Questa  è  come  il  perno  principale  sopra  del 
quale  si  fonda  c  si  aggira  la  filosofia  delle  matematiche. 

Noi  terremo  apposito  ragionamento  di  questa  proprietà 
del  continuo ,  della  quale,  si  considerano  rivestile  anzi  intima¬ 
mente  costituite  tulle  le  grandezze  ideali  geometriche,  meno 
il  punto;  per  ora  osserveremo,  clic  tanto  i  geometri,  clic  con¬ 
siderano  la  linea  come  la  fosse  una  serie  continuala  di  punti, 
quanto  quelli  clic  la  riguardano  come  ingenerala  dal  movi¬ 
mento  del  punto  geometrico,  c  perciò  così  distesa  su  la  traccia 
da  quel  punto  segnala ,  come  ancora  queglino  clic  credono 
la  superficie  essere  prodotta  ed  originala  dalla  linea  moven- 
lesi  paralellamenlc  a  sè  stessa  ,  come  parimenti  que'  che  lian 
dello,  il  solido  esser  formato  dal  movimento  del  piano  o  della 
superficie,  tulli  questi  geometri  lian  tentalo  di  assegnare  l'ori¬ 
gine  della  lunghezza,  della  superficie  del  solido;  ma  tulle  queste 
loro  ipotesi  tendenti  a  manifestare  altrettante  genesi  di  lun¬ 
ghezza,  di  larghezza,  di  solidità,  ccc.  sono  manchevoli  in  faccia 
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alla  vera  filosofia.  In  falli  l’ingegno  umano  non  sarà  mai  capace 
di  spiegare,  clic  al  punto  geometrico  possa  convenire  cd  ap¬ 
plicarsi  il  molo  ,  e  privo  come  esso  e  di  ogni  seniore  di  lun¬ 
ghezza,  possa  dar  origine  alla  linea.  La  ragione  umana  non 
saprà  mai  appieno  comprendere,  come  il  movimento  della 
linea  in  senso  paralello  a  sè  stessa,  possa  dar  vita  alla  su¬ 
perficie,  e  finalmente  come  il  movimento  di  quest’ ultima 
dia  esistenza  al  solido. 

29.  Non  proseguendo  per  ora  più  oltre  queste  osservazioni 
intorno  alla  natura  ed  origine  dei  principi  della  geometria, 
fermiamoci  per  poco  a  ragionare  dei  due  capitali  oggetti  della 
scienza  geometrica,  vale  a  dire,  in  primo  luogo  leniamo 
ragionamento  del  continuo ,  conosciuto  anche  sotto  il  nome 
di  legge  di  continuità ,  in  secondo  luogo  dell  'infinito  mate¬ 
matico  c  sua  natura. 

Senza  un  filosofico  esame  di  queste  due  nozioni,  o  meglio, 
posizioni  geometriche,  le  quali  si  porgono  scambievolmente  la 
mano,  riesce  impossibile  il  dare  al  nostro  ragionamento  quella 
precisione  ed  esattezza,  che  gli  si  può  dare  maggiore,  onde 
giungere  con  le  nostre  indagini  a  risullamenli  evidenti  o  al¬ 
meno  assai  persuasivi,  secondo  porla  la  natura  delle  diverse 
parti  delle  matematiche. 
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CAPO  SECONDO 


Natura  e  proprietà  del  continuo. 

50.  Non  è  fallibile  il  poter  dare  una  vera  e  chiara  defi¬ 
nizione  del  continuo.  Tuttavia  per  approssimarsi  il  meglio  che 
si  può  a  quest’  alta  soggettiva  nozione  del  continuo,  diremo 
che  esso  consiste  in  una  nostra  forma  mentale  al  tutto  sog¬ 
gettiva  ;  e  questa  forma  soggettiva  avente  aspetto  di  entità 
geometrica ,  e  ritenuta  quasi  sia  una  proprietà  sostanziale 
attribuita  alle  grandezze  geometriche,  per  la  quale,  esse  gran¬ 
dezze  vengono  in  certo  modo  elevate  ad  uno  stato  al  tutto 
eminentemente  soggettivo.  Per  questa  forma,  o  meglio,  per 
questo  nostro  modo  di  considerare  le  grandezze  geometriche 
come  veramente  informate  della  proprietà  del  continuo,  deriva, 
che  queste  grandezze^  divengano  infinitamente  divisibili.  Pare 
che  si  possa  anco  dire,  che  questa  forma  del  continuo  non 
consista  in  altro,  che  nella  nostra  soggettiva  rappresentazione 
delle  quantità  geometriche,  in  forza  della  quale  si  ritengono 
c  si  suppongono  di  natura  infinitamente  divisibile.  Ora  come 
può  mai  la  intelligenza  umana  rappresentarsi  con  precisione 
la  natura  di  questa  essenziale  proprietà,  che  mette  piede  e 
radice  neH’infinilo,  e  che  perciò  non  si  può  comprendere? 
Chi  può  mai  render  chiaro  a  sè  stesso  il  fondo  o  la  natura 
di  questo  continuo,  il  quale  pare  abbia  da  esser  così  fitto, 
così  fino,  così  compatto  ed  insieme  così  infinitamente  divi¬ 
sibile?1  Ma  intralasciando  la  ricerca  tendente  a  far  conoscere 
pienamente  la  natura  del  continuo,  accontentiamoci  di  am¬ 
mettere  alla  meglio  che  sappiamo  ideare,  questo  conti¬ 
nuo,  e  riteniamo  positivamente  tutte  le  grandezze  geome- 
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triche  per  essenzialmente  divisibili  all’infinito,  come  sempre 
bau  ritenuto  concordemente  tutti  i  matematici. 

31.  E  per  aggirarci  ancora  per  poco  intorno  alTideale  sup¬ 
posizione,  ovvero  al  concetto  mentale  del  continuo  diremo, 
che  esso  consiste  in  una  supposta  costituzione  o  formazione 
delle  quantità  geometriche  in  forza  della  quale  è  come  se 
esse  derivassero  o  fossero  risultanti  dall'  unione  di  una  in¬ 
finità  di  particelle  infinitamente  piccole  e  quasi  impercettibili. 
Diremo  finalmente,  che  quesla  forma  intellettuale  ed  appieno 
soggettiva  del  continuo,  si  suppone  e  si  considera  di  tale  va¬ 
stità  e  profondità  che  la  nostra  intelligente  attività  non  arriva 
a  comprendere. 

Questa  forma  soggettiva  del  continuo,  introdotta  dalla  no¬ 
stra  mente  come  costitutivo  essenziale  nelle  linee,  nelle  su¬ 
perficie,  nei  solidi,  nei  numeri,  nelle  grandezze  algebriche, 
finite,  cognite,  incognite,  costanti,  variabili,  infinite,  infinite¬ 
sime  e  combinate  in  qualsivoglia  maniera  di  loro  funzioni, 
questa  forma,  dico,  ne  diventa  la  loro  più  importante  e  più 
sublime  essenziale  proprietà.  D'onde  ne  viene,  che  questa  pro¬ 
prietà  rincaccia,  per  così  dire,  a  tanta  e  sì  inarrivabile  distanza 
i  primitivi  e  costitutivi  elementi  delle  grandezze  geometriche 
che  veramente  si  sottraggono  alla  penetrante  nostra  intellet¬ 
tiva  comprensione,  e  tanto  più  poi  si  sottraggono  alla  nostra 
intelligenza ,  quando  facciamo  riflessione ,  che  consideran¬ 
dosi  e  ritenendosi  la  proprietà  del  continuo  come  essenziale 
alle  grandezze  egualmente  che  a  tutte  le  escogitabili  loro 
particelle,  ne  conseguita,  che  anco  li  più  minimi  o  infinite¬ 
simi  loro  ideali  primitivi  elementi ,  sono  ancor  essi  nè  più 
nè  meno  sempre  infinitamente  divisibili,  il  che  vie  maggior¬ 
mente  risospinge  questi  primitivi  elementi  affatto  fuori  della 
nostra  intelligenza  istessa. 

52.  Gli  è  per  questo  che  lutti  i  tentativi  fatti  dai  geo¬ 
metri  onde  ispiegare  la  generazione  delle  grandezze  male- 


maliche  sono  riusciti  inutili;  e  perchè?  perchè  la  cognizione 
dei  relativi  elementi  costitutivi  di  esse  sono  stali  per  que¬ 
sta  proprietà  risospinti  fuori  del  dominio  della  nostra  fa¬ 
coltà  percettiva  ed  intelligente. 

53.  Passando  sopra  di  qucsia  nozione  un  poco  alla  buona, 
molti  geometri  han  credulo  di  rinvenire  nella  proprietà  del 
continuo  una  sublime  generazione  della  grandezza,  conside¬ 
rando  quesl'ullima  come  formata  e  composta  da  una  infinità 
di  elementi  infinitamente  piccoli  ;  ma  si  vede  che  questa  pro¬ 
prietà  sussiste  sempre  c  tutta  intiera,  qiiaraltribulo  essen¬ 
ziale,  anco  in  questi  supremi  infinitissimi  elementi;  il  clic  in¬ 
dusse  necessariamente  a  dover  considerare  anco  questi  ele¬ 
menti  come  essi  pure  infinitamente  composti  ;  c  fece  cono¬ 
scere  perciò,  clic  i  veraci  primi  costitutivi  clementi  delle  gran¬ 
dezze  geometriche  sono  infinitamente  lontani  da  ogni  nostra 
più  ardila  e  perspicace  speculazione.  Per  la  qual  cosa,  tra¬ 
lasciando  di  entrare  in  ulteriori  filosofiche  indagini,  dirette 
a  conoscerete  i  primi  principii  delle  quantità  geometriche 
esser  debbano  semplicissimi,  ovvero  aneli"  essi  infinitamente 
composti,  ci  accontenteremo,  per  ora,  di  osservare,  che  trattan¬ 
dosi  di  grandezze  ideali  soggettive,  quando  di  esse  sogget¬ 
tivamente  se  ne  voglia  conoscere  la  generazione,  dobbiamo 
ricorrere  ai  loro  principii  o  primitivi  generatori,  e  questi  non 
trovandosi  entro  i  limiti  della  nostra  percezione,  conviene 
conchiudere,  che  tutte  queste  belle  e  peregrine  speculazioni 
intorno  alla  verace  generazione  delle  grandezze  geometriche, 
non  possono  essere  che  verosimili  od  ipotetiche.  E  intanto 
la  natura  intima  del  continuo  considerata  qual  costitutivo  es¬ 
senziale  di  queste  geometriche  entità  ci  nasconde  e  cela  ad 
lina  profondità  inaccessibile  la  verace  ed  aperta  generazione 
delle  grandezze  geometriche.  Convien  dunque  in  questa  oscurità 
appigliarsi  ad  ammetterne  una,  soltanto  in  via  ipotetica,  o  me¬ 
glio,  conviene  adattarsi  alcun  poco  alla  buona  a  considerare  la 


grandezza  geometrica  Imita  come  grandezza  risultante  da  in¬ 
definite  minime  parli  o  clementi,  c  questi  in  modo  clic  siano 
sempre  in  piena  armonia  coll’  infinita  divisibilità  di  queste 
grandezze,  qualunque  ne  sia  la  loro  entità. 

54.  Ma  a  clic  cosa  si  riduce  questa  dal  continuo  voluta 
inGnita  divisibilità?  Ecco  un  quesito  cui  si  deve  cercare  una 
soddisfacente  filosofica  soluzione. 

Per  avvicinarsi  quanto  si  può  a  questa  soluzione  dobbiam 
premettere,  clic  per  natura  della  proprietà  del  continuo,  si  ha 
da  ritenere,  che  ogni  escogitabile  maniera  di  divisione  può  es¬ 
sere  applicata  alla  grandezza  geometrica;  c  che  tutte  le  ma¬ 
niere  possibili  si  possono  ridurre  a  due  classi;  una  è  quella 
la  quale  progredisce  con  sparlimeli  di  valori  disuguali,  così 
che  tutte  le  parli  in  cui  rimane  divisa  una  data  grandezza, 
tutte  abbiano  tra  di  loro  valori  diversi.  Clic  poi  una  tale  ma¬ 
niera  di  divisibilità  in  parti  tra  di  loro  disuguali  abbia  o  no 
bisogno  di  una  legge  la  quale  mantenga  ognora  viva  la  pro¬ 
prietà  di  procedere  sempre  all’infinito,  questo  qui  non  occorre 
di  indagare  per  ora.  L’altra  maniera  di  dividere  la  data  gran¬ 
dezza  geometrica  ò  quella  nella  quale  si  tentasse  di  dividerla 
secondo  la  vasta  cd  indefinita  latitudine  di  una  divisibilità  cor¬ 
rispondente  alla  natura  del  continuo,  cioè  si  tentasse  spartirla 
secondo  tutti  gl'infiniti  possibili  od  escogitabili  modi  di  divi¬ 
sione;  e  come  questa  ci  para  innanzi  tulli  gli  escogitabili  modi 
e  leggi  diverse  di  divisibilità,  perciò  torna  impossibile  il  voler 
anco  mentalmente  o  soggettivamente  comprenderne  la  vastità. 

35.  Per  dare  un  poco  più  di  luce  a  quesl'utlima  maniera 
di  divisibilità  delle  grandezze  geometriche,  c  per  meglio  com¬ 
prendere  quanto  sia  infinito  il  campo  della  divisibilità  cor¬ 
rispondente  alla  natura  del  continuo,  osserviamo,  che  in  que¬ 
sta  seconda  maniera  la  divisione,  o  lo  spartimcnto  delle  gran¬ 
dezze  s’intenderebbe  fallo  in  modo,  che  ove  si  trattasse  di 
dividere  una  grandezza  staccandone  i  di  lei  brani  successi- 
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vamenle,  questo  si  dovrebbe  fare  in  maniera  clic  la  divisione 
passasse  per  tulle  le  vie  possibili  di  smembramento,  onde  cor¬ 
rispondere  così  alla  natura  del  continuo  ed  a  tutta  la  sua 
verace  infinita  potenza. 

Ora  ognuno  comprende  che  se,  v.  g.,  fosse  data  una 
linea,  da  dividersi  secondo  questa  seconda  maniera,  e  se 
per  ipotesi  si  ritenesse  questa  linea  composta  di  infinite  parti 
infinitesime,  allorquando  la  divisione  dovesse  adattarsi  al 
poter  del  continuo,  dovrebbe  effettuarsi  in  modo,  che  non  solo 
uno  ad  uno  questi  infiniti  elementi  venissero  separali ,  ma 
di  più  clic  lo  fossero  ancora  secondo  tutte  le  indefinite  com¬ 
binazioni  e  permutazioni  di  lutti  questi  infiniti  elementi ,  il 
clic  trasporta  in  una  divisibilità  più  clic  infinita  ed  in  una  re¬ 
gione  cotanto  superiore  alla  nostra  capacità  clic  non  si  scorge 
alcun  confine  c  veruna  via  di  uscirne. 

3G.  Intanto  chi  saprebbe  asserire  clic  anco  con  altrettanto 
o  con  lutto  questo  si  fosse  poi  pareggiala  o  adequala  la  natura 
del  continuo  ?  Dopo  lanto  c  sì  prodigioso  scompartimento , 
non  venendo  mai  meno  la  proprietà  del  continuo  in  veruna 
minima  parte  in  cui  fosse  divisa  la  linea,  come  si  direbbe 
esaurita  la  vastità  infinita  del  continuo?  Onde  ne  deriva,  che 
la  seconda  maniera  di  divisione  traducendo  l’animo  in  nozioni 
a  lui  impervie  ed  inconcepibili  si  deve  abbandonare  come 
impraticabile  e  come  inducente  in  un  campo  infinito,  anzi 
infinitamente  infinito. 

57.  Una  divisibilità  adunque  procedente  su  la  scala  o  sopra 
la  graduazione  infinita  corrispondente  alla  capacità  del  con¬ 
tinuo  riesce  impossibile  anco  mentalmente,  e  ciò  anche  perchè 
tra  il  più  che  infinito  campo  di  diverse  divisibilità,  tutto  ri¬ 
manendo  indeterminalo,  ninna  ragione  giammai  esiste,  con 
la  quale  si  possa  rispondere  in  qualche  modo,  ad  una  deter¬ 
minata  concreta  divisione,  niuna  che  possa  condurla  a  qualche 
finimento,  niuna  che  possa  nè  anco  per  semplice  approssi- 
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inazione  farla  progredire  verso  la  consunzione  della  divi¬ 
sione  della  grandezza  che  si  considera  divisibile  in  infinito. 

58.  Ogni  qualvolla  adunque  la  nostra  mente  Lenti  fabbri¬ 
carsi  un  metodo  di  divisione  il  quale  adegui  la  sterminala 
proprietà  del  continuo*  si  prefigge  un’impresa  che  giammai 
potrà  condurre  a  buon  fine.  Egli  è  per  questa  difficoltà  che 
il  buon  senso  ha  posto  i  geometri  su  la  via  del  vero*  la  quale 
sola  era  possibile  allhimana  intelligenza  ;  vale  a  dire,  il  buon 
senso  ha  loro  suggerito  di  non  appigliarsi  che  a  quelle  possi¬ 
bili  divisioni  della  grandezza  le  quali  procedessero  per  parli 
discontinue  e  regolate  da  una  legge  determinante  il  loro  reci¬ 
proco  successivo  rapporto* legge  per  altro  di  natura  sempre 
partecipante  ed  avente  piede  o  radice  nella  proprietà  del  con¬ 
tinuo  o  dell'infinito. 

59.  E  qui  cercheremo  di  far  conoscere  che  cosa  si  intenda  per 
divisione  secondo  parli  discontinue*  o  che  cosa  significhi  divi¬ 
sione  procedente  dalla  natura  del  continuo  secondo  una  legge  di 
discontinuità*  o  secondo  una  legge  di  parti  disuguali*  delle  dis- 
conlinue.  Primamente  si  deve  notare  che  per  modo  discontinuo* 
noi  intendiamo  esprimere  quel  modo  che  ha  del  saltuario  nelle 
parli,  e  che  perciò  pone  sempre  tra  queste  parli  discontinue 
delle  differenze  o  ragioni  finite  e  per  lo  più  costanti.  Queste  dif¬ 
ferenze  però  sono  sempre  tali  che  esse  medesime  possono  esser 
trattate  nè  più  nè  meno  di  quello  che  si  traila  la  grandezza 
principale*  della  quale  esse  sono  come  le  membra  tutte  disu¬ 
guali  di  essa  concorrenti  a  formare  la  stessa.  Arrechiamo  qual¬ 
che  esempio  numerico  alto  a  metter  sottocchio  questo  modo 
di  divisione  o  sparlimcnto  discontinuo  delle  grandezze.  E  l’e¬ 
sempio  si  considererà  sotto  Paspelto  generale  indeterminato* 
per  cui  sarà  applicabile  a  qualsivoglia  altra  geometrica  o 
algoritmica  grandezza. 

Sia  adunque  la  unità  numerica  astratta  che  si  voglia  divi¬ 
dere  in  parli  discontinue  indefinite  o  disuguali  tra  di  loro. 


La  seguente  maniera  di  serie,  noia  a  lutti,  ne  presenterà 

A  d  i  i  i 

un  lino:  \  — - 1 - 1 - 1 - 1 - 1-  oc.  cc.; 

2  4  8  4C>  52 

l’altra  qui  unita  ne  presenterà  un'altro: 

2  2  2  2 

\  — - 1 - 1 - 1 - h  ccc.  all’  infinito. 

3  9  27  81 

E  così  dicasi  di  qualsivoglia  altro  escogitabile  modo  di  spar¬ 
limene  della  medesima  unità,  ma  modo  determinato  e  fisso, 
cioè  avente  appoggio  in  una  legge  geometrica  che  ne  regga 
e  governi  l’andamento  dei  termini  o  delle  parti  dell’ unità. 
Ora  nella  prima  serie  la  legge  è  quella  di  pigliare  a  prima 
giunta,  o  di  primo  tratto  la  metà  dell'unità  proposta;  poi  la 
metà  del  residuo,  e  poi  la  metà  del  secondo  residuo  ;  e  così 
di  seguito;  il  che  dà  origine  alla  prima  serie  che  procede  con 
ordine  e  legge  geometrica  decrescente  all'infinilo.  Nella  se¬ 
conda,  la  legge  prescrive  di  pigliare  della  proposta  unità, 
prima  due  terze  parti  di  essa,  poi  due  terze  parti  del  residuo, 
poi  finalmente  due  terze  parli  de!  secondo  residuo,  c  così 
via  via  all’infinito;  il  qual  processo  dà  origine  e  vita  alla 
seconda  serie  procedente  aneli’  essa  con  legge  geometrica 
all'infinito. 

40.  Le  due  serie  siate  riferite  nel  numero  antecedente , 
come  pure  tulle  le  altre  consimili  che  si  potrebbero  porre 
in  campo ,  che  pure  sono  indefinite  nel  numero,  presentano 
due  cose  ben  distinte  da  osservarsi.  Una  è  Tandamento  della 
divisione  il  quale  è  governalo  dalla  legge  di  bipartire  l'unità 
ed  in  seguito  bipartire  i  successivi  residui,  e  cosi  sempre 
all'infinilo.  La  seconda  pone  radice  nel  continuo  da  cui  desu¬ 
me  la  possibilità  di  ogni  divisione,  e  della  divisione  procedente 
airinfinito.  La  divisione  clic  ha  dato  origine  alla  prima  serie, 
porla  clic  il  primo  termine  sia  duplo  del  secondo ,  c  così 
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successivamente  via  via;  l’antecedente  sempre  duplo  del  sus¬ 
seguente  ,  c  così  sempre.  Nella  seconda  serie  il  valor  dei 
termini  è  continuamente  triplo  del  susseguente.  La  differenza 

1 

fra  i  termini  della  prima  serie  è  di  — ;  c  questo  valore 

4 

può  nè  più  nè  meno  dar  origine  alla  seguente  serie,  regolala 

4  14  11 

dalla  stessa  legge: —  —  —  +-  —  -f-  —  -f-  —  ecc. 

4  8  46  32  G4 

La  differenza  dei  termini  di  qucsl’ullima  serie  clic  ha 

4 

origine  dal  rapporto  che  governa  la  prima,  è  di  —  c  que- 

8 

sto  può  esser  espresso  dalla  seguente  serie  ulteriore: 

4  4  1  4 

—  —  —  + - 1 - cc.  ce.  c  così  di  seguito. 

8  46  32  64 

4 

La  differenza  tra  i  termini  delia  seconda  serie  è  — , 

r* 

o 

la  qual  terza  parie  può  esprimersi  in  serie  come  segue: 

4  2  2  2 

—  — - 1 - h  —  ecc.  air infinito;  la  differenza  Ira 

3  9  27  81 

4 

i  termini  di  questa  serie  è  di  — ,  che  posto  in  serie 
4  2  2  9 

dà:  —  — - i - ecc.  all’infinito. 

9  27  84 

41.  Lo  sgarlimenlo  discontinuo  che  presentiamo  delTu- 
nilà  soggettiva  è  applicabile  a  qualsivoglia  grandezza  lineare, 
superficiale,  solidale,  algebrica,  algoritmica,  c  ad  ogni  altra 
grandezza,  espressione,  o  funzione  finita,  infinita,  infinite¬ 
sima  o  mista  e  combinala  in  ogni  possibile  funzione.  Una 
semplice  riflessione  sopra  questa  serie  basta  a  rendere  l’animo 
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pienamente  convinto  di  questa  verità  ;  perciò  non  spende¬ 
remo  ulteriormente  il  tempo  nel  dichiararla. 

42.  Ritornando  adunque  in  su  la  considerazione  della  conti¬ 
nua  infinita  divisibilità  delle  grandezze  si  comprende,  che  i 
geometri  antichi,  i  quali  hanno  immaginata  e  posta  in  campo 
la  proprietà  del  continuo  e  la  infinita  sua  divisibilità,  sono 
stali  poco  consentanei  a  se  stessi  nel  mostrarsi  poi  contenti 
e  paghi  dairammettere  alla  fine  di  un'infinita  divisione  o  dimi¬ 
nuzione,  solamente  una  quantità  piccolissima  da  essi  deno¬ 
minata  minore  di  ogni  assegnabile  grandezza  ;  imperciocché 
una  diminuzione  protratta  all'  infinito  dava  di  capo  in  un 
residuo  supremo  infinitamente  piccolo,  ammessa  che  sia  anco 
solo  in  via  ipotetica  o  razionale,  la  diminuzione  infinita  di 
una  grandezza  finita.  Il  pensiero  adunque  di  qualificare  questa 
suprema  rimanenza,  quale  grandezza  solamente  minore  di 
ogni  assegnabile,  fu  certo  pensamento  poco  filosofico  e  poco 
rigoroso.  Questo  loro  procedere  si  risolveva  in  uno  scambio 
di  illazione,  almeno  per  ciò  che  riguardava  l’ovvio  significato 
di  questa  loro  denominazione;  come  pure  riguardo  al  modo 
ed  ai  termini  con  cui  erano  annunciate  le  premesse. 

45.  Si  noterà  pure  in  seguito,  che  essi  evitando  lo  infi¬ 
nito  e  rinfinilamente  piccolo,  non  si  erano  accorti  di  un'altra 
sconvenienza  di  idee  nel  loro  ragionamento,  quale  è  quella 
di  ammettere  in  forza  della  natura  del  continuo  un'infinito 
maggiore  di  un'altro;  come  pure  non  conobbero  appieno, 
che  una  divisibilità  infinita  inchiudeva  nei  termini  istessi  la 
di  lei  impossibilità,  anco  in  via  ipotetica  di  poterla  esaurire 
o  realmente,  o  idealmente.  In  onta  però  di  tutto  ciò,  essi 
non  mostrarono  di  aver  difficoltà  a  servirsi  delle  illazioni 
qui  sopra  ricordate  e  dipendenti,  anzi  aventi  esistenza  nella 
infinita  divisibilità  come  compiuta,  e  ciò  in  quel  modo  che 
ognuno  fa,  parlando  e  trattando  di  cose  al  tutto  semplici, 
ovvie,  e  per  se  stesse  chiare  pienamente. 
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CAPO  TERZO. 


Dell’infinito  geometrico . 

44.  Parlando  dell'infinito  geometrico,  voglio  clic  sia  avver¬ 
tilo,  che  intendiamo  parlare  di  quel  concetto  mentale  e  pura¬ 
mente  soggettivo ,  quale  si  può  formare  o  ideare  la  nostra 
intelligenza  in  via  al  tutto  razionale  speculativa ,  e  non  già 
intendiamo  trattare  del  concetto  mentale  infinito  che  noi 
abbiamo  dell’Ente  supremo  creatore  di  tutto.  La  cognizione 
di  quest'  ultimo  non  dipende  dalle  speculazioni  geometriche 
che  danno  vita  al  primo ,  e  mollo  meno  risiede  nel  fondo 
del  nostro  idealismo,  come  addiviene  dell'infinito  geometrico. 

45.  La  prima  ricerca  adunque  che  ci  interessa  intorno 
all’infinito  geometrico  è  quella  di  sapere,  se  speculando  noi 
sopra  dati  finiti  che  conosciamo,  tanto  empirici,  che  ideali 
od  astratti,  possiamo  arrivare  ad  acquistare  ed  a  formarci 
un'idea,  o  una  cognizione,  od  una  nozione  dell’infinito?  E 
dando  a  questa  ricerca  una  più  concreta  significazione,  può 
egli  lo  spirito  nostro  acquistare  l'idea  o  la  nozione  di  una 
grandezza  così  grande  la  quale  di  ogni  grandezza  finita  pos¬ 
sibile  sia  maggiore  e  vinca  ogni  limite  di  essa  grandezza, 
c  sia  perciò  infinita?  La  serie  dei  numeri  naturali  1,  2,  o,  4 
e  5  ec.,  ec.,  all’infinito,  può  essa  presentare  e  contenere  un 
termine  che  sia  infinito,  od  abbia  un  valore  infinito  ? 

46.  Prima  di  innollrarsi  in  questo  gineprajo  ricordiamo 
i  pensamenti  dei  geometri  intorno  allo  infinito.  Gli  antichi, 
come  abbiamo  già  dello,  ammisero  la  divisibilità  infinita  delle 
grandezze,  ammisero  il  prolungamento  infinito  delle  linee. 
Quando  noi  diciamo  che  gli  antichi  ammisero  il  concetto  fi¬ 
losofico  dcirinfinilo,  noi  stiamo  in  sulle  forme  generali,  perchè 
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crediamo  che  tanto  Euclide,  quanto  Archimede,  e  probabil¬ 
mente  diversi  altri  avanti  di  loro,  avessero  ammesso  questo 
concetto.  Non  così  pensa  il  signor  Arrago,  fisico  e  geometra 
francese,  il  quale  nel  tomo  22.°  delle  Memorie  dell*  Acca¬ 
demia  delle  Scienze  dell’  Istituto  di  Francia ,  tessendo  la 
biografia  di  L.  N.  Carnot  scrive:  zz  L' infinito  si  manifestò 
per  la  prima  volta  nelle  matematiche  il  giorno  nel  quale  Ar¬ 
chimede  determinò  il  rapporto  approssimalo  del  diametro 
alla  circonferenza,  per  una  assimilazione  del  circolo  al  poli¬ 
gono  circoscritto  e  composto  di  una  infinità  di  lati. zz  Ma 
ognuno  può  conoscere  quanta  poca  filosofia  si  trovi  in  questo 
suo  modo  di  parlare  e  quanto  poco  sia  esso  consono  all'esat¬ 
tezza  storica. 

Primamente  un  rapporto  approssimalo  mal  si  presta  alla 
nozione  deir  infinito,  perchè  l'indeterminato  ed  approssima¬ 
tivo  non  contiene  la  nozione  delTinfinilo.  E  se  crede  che  la 
nozione  dell’  infinito  stia  riposta  nella  supposizione  gratuita 
che  il  poligono  circoscritto  sia  di  un'infinità  di  lati,  questa  non 
è  ragione  sufficiente.  Acciò  che  esso  faccia  qualche  prova , 
conviene  poter  dire  che  questo  concetto  sia  stato  per  la 
prima  volta  veduto  o  pensato  da  Archimede;  il  che  nò  da 
Arrago,  nè  da  alcun  altro  si  può  fare;  perchè  Archimede 
è  coetaneo  di  Euclide  il  geometra.  In  Euclide  il  matematico, 
ritrovasi  per  intero  questa  nozione  e  questo  concetto.  Non 
si  sa  se  Euclide  sia  l'inventore  di  questa  ipotesi,  ovvero  se 
egli  l'abbia  presa  da  altri,  come  sembra  anzi  più  verosimile. 

L'  attribuirla  dunque  ad  Archimede  e  precisamente  ai- 
fi  epoca  nella  quale  egli  si  occupò  del  rapporto  del  circolo 
al  poligono,  questo  è  procedere  troppo  alla  buona,  e  asserire 
largamente  senza  prova,  e  senza  anco  decorosa  verisimiglianza. 
Ma  ritornando  agli  antichi,  essi  dopo  aver  ammesse  linee 
infinite  e  divisioui  infinite,  si  rifiutarono  poi  all’idea  del  vero 
infinito  e  si  arrestarono  alla  minore  di  tulle  le  assegnale;  e  que- 
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sla  immaginata  qualeffcUo  dell'Infinita  loro  divisibilità,  presup¬ 
posta  anco  eseguila;  più  ammisero  la  grandezza  infinitamente 
divisibile,  considerala  intiera,  in  modo  da  essere  in  com¬ 
parazione  del  supremo  di  lei  residuo ,  solamente  maggiore 
di  tulle  le  assegnate.  Quest’  ultima  considerazione  era  però 
ristretta  ad  una  semplice  comparazione,  mentre  il  pensamento 
di  ammettere  in  generale  delle  grandezze  maggiori  di  tulle 
le  date,  e  di  tutte  le  assegnabili  significava  un  concetto  su¬ 
periore  al  lutto  alle  loro  premesse,  c  non  poteva  esser  posto 
clic  in  via  puramente  ipotetica,  come  sarà  palese  in  pro¬ 
gresso  di  quest’opera. 

Ma  un  tale  loro  contegno  restringeva  ed  impiccioliva  non 
poco  la  natura  del  continuo,  che  da  loro  veniva  ammessa 
e  predicata  in  tutta  Y  estensione  del  significato  e  come 
essenziale  costitutivo  delle  loro  grandezze  e  indistintamente 
di  tutte. 

1  melodi  di  Euclide  e  di  Archimede  fondali  pienamente 
sopra  la  natura  del  continuo,  e  da  loro  faniigliarmenle  usati, 
non  si  arrestano  ai  limili  ai  quali  essi  li  contrassero,  ma 
progrediscono  apertamente  all’infinito.  Quindi  e,  che  nei  loro 
ragionamenti  si  appalesa  un  manco  di  rigorosa  logica,  il  quale 
fa  poco  onore  a  quei  sommi;  essi  in  fatti  conducono  e  ri¬ 
chiamano  il  pensiero  su  la  via  che  si  incammina  e  progre¬ 
disce  all’infinito  e  ciò  senza  alcuna  restrizione,  e  senza  far 
cenno  di  alcun  ostacolo,  o  di  alcun  limile  che  possa  arre¬ 
starlo  su  questa  strada  aperta  fino  all'infinito,  e  ciò  fanno 
a  fine  di  guarentire  le  loro  induzioni  che  intendono  dedurre 
dalla  posizione  di  questa  infinita  progressione.  Ora  che  poi 
in  onta  di  tali  posizioni  si  guardino  scrupolosamente  dalfin- 
lìnitamenlc  piccolo,  o  dalfinfìnitesimo,  come  egualmente  si 
aslcnghino  dall’ ammettere  la  consecutiva  grandezza  infinita 
se  non  altro  in  comparazione  della  infinitesima  o  della  minor 
di  ogni  data,  questo  è  mancare  al  pieno  rigore.  Essi  proce- 
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dcndo  alacremente  su  questa  via,  si  arrestano  al  punto  ove 
la  quantità  impicciolita  per  le  successive  diminuzioni  deri¬ 
vanti  dalle  continue  infinite  divisioni,  sia  arrivala,  o  meglio, 
che  considerano  arrivata,  al  punto  da  essere  nella  di  lei 
grandezza  minore  di  ogni  data,  od  anco  di  ogni  assegnabi¬ 
le.  E  per  esattezza  storica  diciamo  ancora,  che  si  acconten¬ 
tarono  che  1‘  impicciolamenlo  avesse  estenuala  la  grandezza 
solamente  sino  al  punto  da  esser  divenuta  minor  di  ogni  altra 
data. 

Pervenuti  a  questo  stato  dello  impicciolimcnto  della 
grandezza ,  ed  appellala  allora  quest*  ultima  come  è  dello 
minor  di  ogni  data,  apparve  loro  che  in  tale  supremo  stalo 
di  picciolezza,  si  potesse  considerare  come  diventala  inca¬ 
pace  ad  accrescere  le  grandezze  finite  omogenee,  quando 
ad  alcuna  di  esse  venisse  aggiunta;  e  parimenti  che  allora 
fosse  in  questo  stato  incapace  di  diminuirle  ogni  qual  volta 
venisse  loro  sottratta.  In  sequela  di  questa  loro  supposizione 
si  indussero  a  considerare  la  grandezza  minor  di  ogni  dala 
come  eguale  allo  zero;  e  perciò  stabilirono  il  grande  e  famoso 
principio  antico:  ~  Due  grandezze  le  quali  non  differiscono 
fra  di  loro,  se  non  che  per  una  differenza  minor  di  ogni  dala 
grandezza  assegnala,  queste  sono  tra  di  loro  rigorosamente 
uguali  — .  Un  siffatto  contegno  ben  addentro  consideralo,  de¬ 
sta,  a  dir  vero,  non  poca  sorpresa,  e  Panimo  nostro  che  lo 
contempla,  trovasi  perciò  costretto  a  farsi  le  seguenti  dimando. 

La  legge  di  diminuzione  cui  si  appoggiano  gli  antichi  per 
ridurre  a  tanta  tenuità  una  differenza  di  grandezza  qualun¬ 
que,  la  quale  in  origine  aveva  un  valor  finito,  fino  al  ridurla 
allo  stalo  di  minore  di  ogni  data,  è  essa  una  legge  oppor¬ 
tuna  ed  acconcia  a  tale  scopo  ?  E  quando  pure  la  legge  fosse 
a  tanto  opportuna  e  potesse  somministrare  la  grandezza 
minor  di  ogni  data,  quale  è  la  ragione  rigorosa  e  perentoria 
che  in  tale  stalo  la  si  possa  ritenere  e  trattare  per  eguale 
s  °n'  /n^T  „ 
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allo  zero?  Ognun  comprende  clic  dalle  risposte  che  si  posson 
fare  a  queste  due  dimande  si  conoscerà  tutta  la  dottrina 
degli  antichi,  e  quale  e  quanta  sia  l'evidenza  delle  dottrine 
loro. 

Tentiamone  adunque  le  risposte;  e  primamente  consi¬ 
deriamo  le  dottrine  conducenti  alla  grandezza  minor  di  ogni 
data.  Le  leggi  delle  diminuzioni  poste  in  campo  da  Euclide 
e  da  Archimede  coincidono  in  quanto  alla  loro  sostanza , 
perciò  quello  che  si  dirà  del  pensamento  del  primo  facilmente 
ed  intieramente  sarà  applicabile  a  quello  del  secondo.  Ma 
si  proverà  tosto,  che  nè  in  via  di  fatto,  nè  in  via  razionale, 
queste  leggi  non  conducono  rigorosamente  alla  grandezza  mi¬ 
nor  di  ogni  data,  e  molto  meno  al  punto  di  ridurla  eguale 
allo  zero;  perciò  sarà  certo  e  manifesto,  che  le  leggi  poste 
in  campo  da  quei  grandi  non  presentano  precisione  filosofica 
rigorosa.  Questo  sarà  un  passo  primo  che  propriamente  ap¬ 
paleserà  lutto  il  valore  della  filosofia  degli  antichi  c  primi 
geometri.  Ma  perchè  si  dice,  che  queste  leggi  non  conducono 
al  ritrovamento  della  grandezza  minor  di  ogni  data?  Perchè, 
diciamo,  procedono  sopra  leggi  geometriche,  le  quali  indu¬ 
cono  bensì  ed  operano  su  la  data  differenza  finita  e  proposta 
di  impiccolire  delle  rapide  c  grandiose  diminuzioni,  ma  in 
onta  di  tutte  queste  diminuzioni  protratte  anco  sin  dove  piaccia, 
rimane  sempre  e  poi  sempre  parie  finita  su  la  quale  conti¬ 
nuare  le  diminuzioni  senza  fine.  Primamente  si  osservi,  che 
il  procedimento ,  o  meglio  la  natura  delle  diminuzioni  pro¬ 
gredienti  secondo  legge  geometrica,  lascia  sempre  intiera  la 
proprietà  essenziale  del  continuo  nella  grandezza  finita  resi¬ 
dua,  e  perciò  questa  per  quanto  si  voglia  impiccolita,  può 
nè  più  nè  meno  della  grandezza  di  maggior  valore  od  entità 
esser  conlinuamciUe  impiccolita.  Ora,  se  tali  appunto  sono 
le  leggi  poste  in  campo  cd  adoperale  dagli  antichi,  dunque 
in  forza  di  queste  leggi  non  si  arriva  mai  ad  una  piccolezza 


della  quale  non  se  nc  possa  assegnare  un' altra  minore,  c 
quindi  non  si  arriva  mai  alla  minore  di  ogni  assegnala ,  e 
mollo  meno  assegnabile.  Entriamo  in  più  minuto  e  partico¬ 
lare  esame.  Cli  antichi  pongono  una  diminuzione  spiala  sino 
all'  infinito.  Ora,  incominciamo  a  chieder  loro:  se  il  vostro 
processo  di  diminuzione  lo  fate  stendere  sino  all  infinito,  (pian¬ 
do  è  che  arriva  alla  grandezza  minor  di  ogni  data  ?  s' in¬ 
contra  esso  processo  in  questa  quantità  minor  di  ogni  data 
prima  di  arrivare  all'infinito,  o  la  ritrova  solamente  là  all'in¬ 
finito?  se  in  questo  processo  o  procedimento  di  diminuzioni 
si  rinviene  prima  di  arrivare  aH’infinilo,  la  differenza  dimi¬ 
nuita  sarà  ancora  evidentemente  dell’ordine  delle  grandezze 
finite,  e  perciò  ancor  più  grande  dello  zero  e  necessaria¬ 
mente  diminuibile;  se  poi  si  ritrova  solamente  là  all'infinito, 
dimandiamo,  e  ella  possibile  una  diminuzione  infinita,  bella 
e  terminala  cd  esaurita  ?  Non  è  anzi  allo  invece  apertamente 
impossibile,  il  finire  la  divisibilità  infinita,  perchè  qualunque 
volta  si  ammettesse  esaurito  l'infinilo,  si  ammetterebbe  niente 
meno  che  tale  divisibilità  fosse,  e  nel  medesimo  tempo  non 
fosse  infinita  ?  Non  si  può  dunque ,  ne  in  via  di  fatto ,  nò 
in  modo  alcuno  razionale  attignere  l'infinito  ;  dunque  la  minor 
di  ogni  data  (clic  in  seguilo  appelleremo  ancora  per  inasse- 
ijnabile  o  minor  di  ogni  assegnabile)  riposta  e  collocala  che 
sia  all'infinito, sarà  collocala  aduna  distanza  cui  non  si  può 
arrivare,  perciò  non  si  potrà  mai  giugnere  ad  ottenerla.  Sarà 
quindi  a  considerarsi  di  impossibile  conseguimento,  e  real¬ 
mente  c  razionalmente.  Dunque  lutto  il  fondamento,  lutto 
l’appoggio,  che  si  può  avere  in  filosofia  per  ammettere  que¬ 
sta  quantità  minor  di  ogni  data ,  cade  da  sè ,  e  seco  trae 
in  un  abisso  anco  la  possibilità  islessa  di  questa  minor  di 
ogni  data.  L'animo  nostro  postosi  sulla  via  delle  diminuzioni 
procedenti  con  legge  geometrica  non  rinviene  in  nessun  luogo 
al  di  quà  dcirinlìuilo  uno  stalo  di  piccolezza  clic  non  possa 
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ancor  esser  diminuito;  l'animo  nostro  non  può  andare  al¬ 
l’infinito,  neanco  speculando,  purché  proceda  su  la  via  di 
queste  diminuzioni;  dunque  qual  è  mai  l’appoggio  dei  geo¬ 
metri  antichi  sul  quale  essi  fondavano  resistenza  reale  od  idea¬ 
le  di  questa  vantala  grandezza  minor  di  ogni  data,  ricavandola 
dalle  loro  leggi  geometriche  di  diminuzioni  poste  in  campo? 

47.  Galilei,  e  dopo  lui  Cavalieri,  poi  Wallis,  Kramer, 
Barrow  e  molli  altri  che  precedettero  la  scoperta  dell’analisi 
infinitesimale,  pensando  su  queste  dottrine  degli  antichi, 
conobbero  che  ci  voleva  questo  punto  o  questo  limite  al 
quale  pervenuti,  almen  speculando  si  potesse  dire,  di  aver 
raggiunto  questa  piccolezza  minor  di  ogni  data,  e  tale  che 
si  potesse  anco  senza  timor  d’inganno  considerare  quasi  zero. 
E  siccome  questo  limile  non  si  presentava  loro  prima  di  ar¬ 
rivare  all'infinito,  essi  supposero  che  esso  fosse  là  all’infi¬ 
nito  e  sorpassando  tutte  le  difficoltà,  anzi  la  stessa  impossi¬ 
bilità  di  raggiungere  lo  infinito,  lo  supposero  nè  più  nè 
meno  collocalo  in  fondo  aH’infinila  diminuzione,  avendo  so¬ 
lamente  in  vista  di  assicurarsi  della  legittimità  delle  conse¬ 
guenze  che  ne  volevano  dedurre.  Il  filosofo  di  Firenze,  con¬ 
siderando  che  questo  metodo  degli  antichi  mirava  e  tendeva 
a  condurre  alla  suprema  risoluzione  dei  primi  elementi,  c 
trovandosi  nel  medesimo  tempo  incapace  di  dimostrare,  come 
dallo  stato  finito  potesse  la  grandezza  passare  allo  stato  di 
minor  di  ogni  data ,  e  non  trovando  neanco  dell’  esattezza 
in  questo  loro  concetto  della  grandezza  minor  di  ogni  data, 
credette  di  considerarla  come  infinitamente  piccola  o  come 
infinitesima  ,  denominazione  clic  gli  pareva  corrispondente 
alla  supposizione  della  divisione  o  diminuzione  protratta  col- 
fi  ipotesi  all’ infinito.  Egli  chiamò  questo  stalo  di  piccolezza 
infinitamente  piccolo,  col  nome  di  indivisibile.  Questo  grande 
filosofo  perù  conobbe  ancor  la  necessità  di  supporre  e  di  dover 
ammettere  pienamente  rinfittito  c  fiinfinitesimo.  Così  per  opera 
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o  meglio  per  pensamento  giusio  del  nostro  fiorentino  filosofo 
vediamo  sostiluilo  al  concetto  vago  di  minor  di  ogni  data,  la 
nozione  ieiY indivisibile,  o  della  grandezza  infinitamente  pic¬ 
cola,  assai  più  precisa  e  propria,  c  vediamo  meglio  supposta, 
anzi  die  provata  resistenza  delTindi visibile,  o  dell'infinitesimo. 
Cavalieri  fece  uso  degli  indivisibili  di  Galilei  ma  presi  e  con¬ 
siderali  in  una  significazione  più  lata  e  manco  rigorosa,  cioè 
considerò  gli  indivisibili  come  parli  indefinitamente  piccole 
c  componenti  le  grandezze  finite.  Wallis  seguitò  ed  ammise 
pienamente  le  dottrine  di  Galilei  nella  sua  aritmetica  del¬ 
l’infinito;  e  Barrow  sostituiva  alla  parola  di  indivisibile  il  suo 
filosofico  significato  attribuitogli  da  Galilei,  e  denominò  fin¬ 
divisibile  grandezza  infinitamente  piccola. 

Secondo  la  filosofia  del  Galilei ,  ogni  grandezza  finita 
era  il  risultalo  o  un  composto  di  infiniti  indivisibili;  e  la 
grandezza  istessa  in  comparazione  di  ognuno  de’ suoi  indi- 
visibili  riusciva  infinitamente  grande.  Questi  indivisibili  costi¬ 
tuivano,  od  erano  come  gli  elementi  generatori  della  gran¬ 
dezza  finita.  E  siccome  ciò  si  riteneva  vero  per  tutte  le  gran¬ 
dezze  finite  delle  quali  alcune  sono  di  un  valore  assai  tenue, 
cd  altre  di  un  valore  grandissimo,  così  quando  con  la  sua 
perspicacissima  penetrazione  conosceva  di  esser  astretto  ad 
ammettere  degli  infiniti  gli  uni  maggiori  degli  altri,  e  per¬ 
sino  indefinitamente  maggiori,  egli  in  certo  modo  faceva  alto 
dinanzi  a  queste  incompresibili  posizioni  o  induzioni ,  e  si 
limitava  a  dire,  clic  tanto  lo  indivisibile,  o  quantità  infini¬ 
tamente  piccola,  quanto  finfinilo,  erano  nozioni  superiori  al¬ 
l’intelligenza  umana,  e  per  essa  incomprensibili. 

Se  con  questa  maniera  però  di  pensare  si  potevano  attu¬ 
tire  alcun  poco  queste  difficoltà,  di  darsi  un'infinito  incom¬ 
parabilmente  maggior  d'  un'  altro,  tuttavia  a  risolverle  non 
valeva  mai,  nè  poteva  far  perciò  in  modo,  clic  un'animo  per¬ 
spicace  uc  potesse  rimanere  soddisfallo  c  convinto. 
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48.  Quando  apparvero  Newton  e  Leihnitz,  l’itifini lo  e  l  in- 
finilamcnle  piccola  quantità  divennero  anco  nozioni  piu  usale 
e  famigliari  nelle  matematiche  ;  ma  siccome  questa  maggior 
famigliarità  non  si  fondava  sopra  dei  nuovi  e  più  chiari 
concetti  di  quelli  di  Galilei,  perciò  all  apparire  della  nuova 
analisi  contenente  dichiaratamente  questi  concetti,  insorsero 
degli  oppositori  che  rinfacciarono  alla  nuova  analisi  le  diffi¬ 
coltà  islesse  che  si  proposero  e  che  furono  promosse  contro 
le  dottrine  di  Galilei.  Nè  Leihnitz,  ne  Newton  seppero  risol¬ 
vere  queste  difficoltà,  ma  invece  si  limitarono  a  far  osser¬ 
vare,  che  i  principii  dei  loro  nuovi  calcoli  e  dottrine  dovevan 
ritenersi  per  veri  perchè  conducevano  a  verità  c  servivano 
a  dimostrare  anco  le  più  patenti  verità  geometriche. 

Questa  maniera  però  di  rispondere  alle  difficoltà  era 
lutt'  affatto  indiretta  e  perciò  non  capace  di  accontentare 
gli  oppositori;  onde  ne  veniva,  che  di  tempo  in  tempo  que¬ 
sti  insorgessero  contro  i  principii  dei  loro  trovati,  e  segna¬ 
tamente  tentassero  screditarne  la  loro  filosofia.  Siccome  però 
gli  autori  di  queste  milantate  difficoltà  erano  lodatori  delle 
antiche  dottrine  di  Euclide  e  di  Archimede,  così  porgevano 
un  salvo  condotto  a  Newton  ed  a  Leihnitz  di  cercare  e  difen- 
fendere  i  loro  principii,  assomigliandoli  (con  poco  onore  di 
questi  grandi  filosofi  e  geometri)  ai  principii  degli  antichi, 
e  procurando  di  far  conoscere,  che  erano  presso  che  le  no¬ 
zioni  istesse  poste  in  campo  sotto  diverse  denominazioni. 

49.  Intanto  notiamo,  come  non  si  trovi  nelle  opere  degli 
antichi  geometri  alcuna  chiara  e  precisa  definizione  o  nozione 
dell’infinito.  E  quei  pochi  cenni  che  rinveniamo  in  essi  sparsi 
qua  c  là,  sebbene  tulli  si  riducano  ad  una  sparuta  e  magra 
nozione  dell*  infinito,  hanno  altresì  il  singolare  carattere  di  di¬ 
versificare  assai  anco  in  quel  poco  di  buono  che  contengono. 
Ed  in  questa  elevata  regione  della  filosofia  della  matematica, 
non  potevano  quei  geometri  esser  sussidiali  dalla  filosofia 
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comune,  poiché  nè  l'idealismo  di  Platone,  nò  le  forme  cd 
astrazioni  sublimi  di  Aristotile,  nè  il  panteismo xgrcco  poste¬ 
riore  a  questi  sommi ,  e  finalmente  nè  anco  la  più  elevata 
idea  che  presentava  dell  infinito  la  scuola  di  Alessandria 
con  tanta  forza  c  pompa  di  sapere  rappresentala  special- 
mente  dalle  speculazioni  profonde  di  Piotino,  porgevano  un 
dato  ad  uno  sgabello  per  salire  alla  inacessibilc  nozione  dcl- 
linfinito  geometrico;  e  ciò  tanto  più,  che  Palla  filosofia  co¬ 
mune  antica  mirava  ad  affissare  nelle  sue  contemplazioni  la 
sola  natura  dclP  infinito  assoluto,  reale,  mentre  la  filosofia 
matematica  accennava  sempre  alla  natura  dell’infinito  relativo 
e  quantitativo  ideale. 

50.  E  perchè  vie  meglio  si  conosca  c  più  ila  vicino  clic 
si  può,  quale  fosse  precisamente  la  maniera  di  considerare 
lo  infinito  adoperata  dagli  antichi,  notiamo  che  Euclide  par¬ 
lando  delle  linee  paralelle  dice:  le  paralelle  esser  quelle  che 
prolungale  all'infinito  non  si  toccano,  mentre  quelle  che  non 
sono  paralelle,  prolungate  che  siano  all’infinito  convien  che 
si  tocchino.  Ponendo  attenzione  a  questo  modo  di  presen¬ 
tare  una  nozione  indiretta  dell’infinito,  parlando  delle  para¬ 
lelle  ,  come  qui  sopra ,  si  vede  che  egli  parla  dell'  infinito , 
e  lo  ricorda,  come  nozione  sussidiaria  e  capace  a  render 
chiara  una  elementare  definizione.  Più  questa  maniera  di 
parlar  dell’infinito  adoprata  da  Euclide,  che  era  poi  quella 
di  tulli  gli  altri  suoi  contemporanei  e  predecessori,  di  con¬ 
siderare  cioè  il  prolungamento  infinito  delle  linee  come  cosa 
assai  semplice  c  chiara,  desta  veramente  la  meraviglia  anco 
a' nostri  dì,  perchè  ancora  al  presente  c  nozione  superiore 
sotto  molli  riguardi  alle  nostre  forze  intellettuali.  Ritorneremo 
in  seguilo  su  di  questo  oggetto  della  nostra  filosofia. 

51.  Intanto  proseguiamo  a  mettere  soll’occliio  come  Io  stesso 
Euclide  ritorni  sul  concetto  dclPinfinilo  anco  nel  primo  teo¬ 
rema  del  libro  decimo  de' suoi  elementi,  ove  dice:  =  Pro- 
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poste  due  grandezze  disuguali,  se  dalla  maggiore  si  iragga 
una  parte  maggiore  della  sua  mela,  e  da  rpiella  clic  rimane  si¬ 
milmente  si  Iragga  una  parte  maggiore  della  metà,  c  ciò  si  fac¬ 
cia  sempre,  alla  (ine  rimarrà  una  certa  grandezza  la  quale  di 
ogni  minor  grandezza  proposta  sarà  minore  Fissando  la 
nostra  attenzione  sopra  questa  celebre  proposizione  euclidea, 
pare  che  questo  geometra  si  proponga  in  questo  luogo  so¬ 
lamente  di  spingere  le  sue  speculazioni  unicamente  al  di  là 
di  qualsivoglia  grandezza  proposta;  ma  poiché  in  ciò  fare  si 
appoggia  pienamente  alla  natura  c  proprietà  del  continuo,  so¬ 
pra  del  quale  è  necessariamente  fondata  la  legge  della  pro¬ 
posta  diminuzione,  come  è  aperto  dalle  espressioni  da  esso 
usate,  e  così  si  faccia  sempre ,  perciò  è  cosa  evidente  che 
con  questo  teorema  ammette  veracemente  l'infinito,  al  quale 
solo  conviene  V  esser  interminabile,  cd  il  poter  corrispon¬ 
dere  alle  parole,  e  così  si  faccia  sempre. 

Di  più  osserveremo,  che  la  minore  delle  due  proposte 
grandezze  non  è  enunciala  in  modo  che  la  di  lei  minoranza 
dall'altra  maggiore  sia  determinala,  o  almeno  ristretta  entro 
dati  limiti  fissi ,  onde  per  questo  la  differenza  Ira  V  una  e 
l’altra  delle  due  proposte  grandezze  rimane  pienamente  in- 
delerminata  nel  di  lei  quantitativo  valore.  Da  ciò  ne  viene, 
che  il  teorema  per  essere  generalmente  vero  deve  abbrac¬ 
ciare  qualsivoglia  valore  clic  aver  possa,  o  che  piaccia  di 
attribuire  a  questa  differenza  quale  può  esistere  tra  le  pro¬ 
poste  due  grandezze. 

Ora  ognun  vede,  che  per  questa  ragione,  il  valore  eli 
qucsla  differenza  può  aggirarsi  in  campo  sì  vasto  che  abbia 
non  solo  dell’indefinito,  ma  anco  dell'Infinito,  il  quale  campo 
appunto  si  addice  a  tulli  i  possibili  valori  che  esister  pos¬ 
sono,  c  lutti  fra  loro  diversi  nella  indefinita  latitudine  della 
differenza. 

32,  Né  si  può  dire,  che  la  legge  di  diminuzione  proposta 


(la  Euclide,  o  clic  egli  slesso  aveva  tolto  dai  pitagorici,  sia 
tale,  che  procedendo  per  salii  col  prender  parli  sempre  di¬ 
suguali  e  discontinue  non  ponga  capo ,  o  non  conduca  al¬ 
l’infinito  ;  perchè  quando  non  ponga  piede  in  questo  concetto 
supremo  della  mente  nostra,  deve  avere,  o  presto  o  tardi, 
un  limite,  ed  ogni  limite  per  quantunque  lontano  se  lo  voglia 
ammettere,  esclude  ed  escluderà  sempre  il  valore  delle  espres¬ 
sioni,  e  così  si  faccia  sempre. 

53.  Siccome  qui  si  tratta  di  una  fondamentale  dottrina, 
rendiamoci  famigliare  più  che  si  può  la  legge  geometrica 
enunciala  e  propostaci  nel  suddetto  teorema  o  principio  (N.51), 
ed  al  quale  Euclide  appoggia  la  verità  del  suo  teorema. 

Supponiamo  adunque  che  la  maggiore  delle  due  pro¬ 
poste  grandezze  sia  una  linea  di  dieci  metri,  che  la  minore 
sia  di  un  metro  di  lunghezza.  Pigliando  dalla  maggiore  la 
metà  e  qualche  cosa  di  più,  si  potrà  prendere  una  linea  o 
lunghezza  di  sei  metri,  o  pure  si  potran  pigliare  sei  decime 
parli  della  maggiore  grandezza,  e  di  ciò  che  residua  o  rimane 
ancor  sei  decime  parti,  e  cosi  si  faccia  sempre ;  onde  espri¬ 
mendo  in  serie  queste  successive  parti  accennano  la  seguente 
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serie  :  —  A  4 - A  4- - A  4- - A  4-  eco., 

40  400  4000  40000 

all’infinito,  indicando  qui  per  A  la  maggiore  delle  due  pro¬ 
poste  grandezze. 

Si  osservi  ancora  che  il  teorema  ricordalo  (N.  51)  abbrac¬ 
cia,  come  si  è  dello  un’infinità  di  valori;  perciò  si  vede, 
che  si  può  incominciare  la  serie  tanto  sopra  due  grandezze 
che  differiscono  di  nove  metri,  (come  è  il  caso  scelto),  come 
sopra  due  grandezze  delle  quali  la  differenza  sia  di  tanti 
milioni  0  bilioni  ecc.  di  unità  che  si  vogliano.  Ma  inerendo 
anco  solo  nella  ipotesi,  0  caso  scelto  da  noi,  osserviamo  che 
si  può,  adempiendo  il  dettalo  di  Euclide  incominciare*  tanto 
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da  sei  metri,  quanto  da  selle,  da  olio  e  da  nove;  di  più 
si  vede,  clic  si  poteva  incominciare  da  metri  cinque  più  nu 

4  4  4 

decimo,  da  5  -[ - ;  da  5  q— - ;  poi  da  5  -i - cc.; 

40  400  1000 

4  4  4 

così  da  G  -h  — ;  da  6  - ;  poi  da  G  -j-  - e  così 

10  400  4000 

prosegui;  o  pure  incominciando  da  qualsivoglia  degli  inde- 
lìniti  o  meglio  infiniti  sparLimenli  di  cui  è  suscettibile  l'unità, 
e  qualsiasi  parte  di  essa.  Nei  quali  tutti  indefiniti ,  anzi 
infiniti  possibili  valori  e  modi  di  principiare  e  continuare  la 
serie  delle  diminuzioni,  la  legge  geometrica  che  ne  governa 
il  di  lei  andamento  esige  sempre  che  rimanga  un  residuo 
finito,  sul  quale  abbiasi  sempre  entità  finita  da  prenderne 
la  metà  e  qualche  cosa  di  più,  secondo  esigono  le  espres¬ 
sioni,  e  cosisi  faccia  sempre •  Ora  se  tale  condizione  è  voluta 
necessariamente  dall’enunciato  del  teorema,  ed  è  voluta  dalla 
legge  che  regola  la  serie  di  cui  parliamo ,  e  che  contiene 
ed  esprime  all’  infinito  tutte  le  successive  diminuzioni ,  le 
quali  tutte  devono  avverare  il  posto  teorema,  come  mai  si 
potrà  dire,  che  in  ognuno  dei  diversi  infiniti  casi,  o  dei  diversi 
infiniti  valori  secondo  i  quali  può  procedere  questa  serie, 
ognuno,  dico,  dei  colanti  e  sì  diversi  valori  debba  condurre, 
nè  più  nè  manco  ciascuno  indistintamente  alla  grandezza 
minore  di  ogni  proposta?  Ognun  comprende  con  quanta  di¬ 
versa  origine  e  con  quanto  diverso  progresso  di  impicco- 
limento  del  valore,  procedano  queste  diverse  serie,  o  quest’u- 
nica  serie  generale,  secondo  che  in  essa  si  pongono  diversi 
valori.  Ora  ,  come  mai  gli  ultimi  residui  di  tanti  disuguali 
valori  possono  indistintamente  esser  ritenuti  come  tulli  eguali 
Ira  loro,  ed  alla  grandezza  minor  di  ogni  proposta  ? 

S4.  Per  appieno  comprendere  questa  incongruenza  che  i 
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diversi  procedimenti  della  serie  tulli  rondile  debbano  ad  uno 
ed  identico  risullamenfo,  cioè  alla  minor  quantità  di  ogni 
proposta,  poniamei  sottocchio  un'altra  serie  essa  pure  tutta 
fondata  sul  teorema  di  Euclide.  Incominciando  la  serie  col 
prendere  invece  di  sei  decime  parti,  col  pigliarne  sette  dc- 

7  21 

cime  parti  si  ottiene  la  seguente  serie:  —  A  4 - -  A4— 

>10  100 

63 

- - A  ccc.  5  ecc.,  all’  infinito.  Ora  ponendo  in  confronto  i 

1000 

termini  di  queste  due  serie  si  vede ,  che  il  primo  termine 
della  prima  serie  stani  primo  della  seconda  come  G  a  7: 
il  secondo  termine  della  prima  serie  sta  al  secondo  termine 
della  seconda  serie  come  24  a  21  centesime  parti  ,  cd  il 
terzo  della  prima  al  terzo  della  seconda  come  90  a  63.  Tutti 
questi  valori  sono  disuguali.  Se  adesso  supponiamo  spinte 
le  due  serie  fin  dove  piaccia,  siccome  esse  sono  governate 
da  legge  geometrica  inalterabile,  c  ciò  sempre,  anco  nella 
insigne  ipotesi  che  potessero  esser  protratte  sino  all'infinito, 
vedremo,  che  comparando  termine  con  termine  non  riusci¬ 
ranno  nè  posson  mai  riescire  uguali;  dunque  nè  anco  in  fine 
non  posson  i  termini  essere  eguali;  dunque  indistintamente 
tutte  queste  serie  delle  diminuzioni  non  possono  condurre 
egualmente  alla  grandezza  minore  di  ogni  proposta  ;  perchè 
lutti  i  termini  della  prima  fino  all'  infinito  si  manterranno 
sempre  disuguali  da  quelli  delle  altre.  Ripiglieremo  in  se¬ 
guilo  queste  considerazioni. 

55.  Da  tulio  ciò  si  vede,  che,  o  ci  conviene  alterare  la 
legge, che  ci  ha  proposta  Euclide,  legge  che  governa  c  da 
vita  a  queste  due  serie,  c  che  la  può  dare  anco  ad  inde¬ 
finite  altre,  e  quindi  alterando  questa  legge  fare,  clic  per 
salto  f  ultimo  o  qualunque  altro  termine  o  residuo  diventi 
inassegnabilc  o  minor  di  ogni  proposta  grandezza;  o  ci  con- 
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viene  rinunciare  persino  alla  possibililà  di  avere  un  residuo 
finale  il  quale  si  possa  ritenere  di  un  valore  minore  di  ogni 
proposto  valore;  e  molto  più  poi, clic  si  possa  considerarlo 
e  trattarlo  come  zero.  Di  falli  il  valore  più  o  men  piccolo 
di  qualsivoglia  quantità  non  può  mai  fare,  clic  una  grandezza 
d’origine  finita  divenir  possa  eguale  a  zero  ;  ed  in  quel  modo 
precisamente  che  ripugna,  clic  una  linea  lunga  un  milione 
di  metri  si  possa  ritenere  come  zero  lunghezza,  così  egual¬ 
mente  ripugna  che  una  linea  lunga  un  metro  solo  o  una 
millioncsima  parte  di  metro,  si  possa  aver  per  zero. 

56.  Il  greco  geometra  che  si  è  proposta  questa  legge  o 
questo  procedimento  di  diminuzione,  avrà  certamente  veduto 
che  entrava  nel  pecoreccio,  e  si  gettava  in  fondo  od  un’abisso 
del  quale  nè  sapeva,  nè  poteva  prevederne  la  profondità,  c 
molto  meno  rinvenire  nè  anco  la  via  di  uscirne.  Perciò,  clic 
fece  egli  ridottosi  in  faccia  a  sì  grandi  difficoltà?  Si  deter¬ 
minò  di  arrestarsi  sull'orlo  del  precipizio,  che  si  era  davanti 
escavalo ,  e  fissamente  contemplandolo  per  quanto  gli  era 
fallibile  col  suo  pensiero,  gli  parve  di  ravvisare  in  esso,  anzi 
aduna  indeterminata  inassegnabile  distanza  di  esso,  il  residuo 
della  sua  grandezza  cotanto  impiccolito,  che  si  diede  a  cre¬ 
dere,  o  meglio  a  supporre  cosa  che  si  potesse  averlo  per  rigo¬ 
rosamente  minore  di  ogni  proposta  grandezza,  e  di  più  si 
indusse  a  ritenere,  che  in  questo  sialo  la  sua  minor  di  ogni 
data  si  potesse  avere  o  considerare  per  rigorosamente  uguale 
allo  zero.  E  quello  che  più  riesce  inconcepibile,  si  è  che  in 
ciò  fare,  egli  credette  di  esser  appoggiato  alla  legge  di  dimi¬ 
nuzione  da  esso  proposta  c  procedente  direttamente  allo 
infinito  ! 

57.  Ma  richiamiamo  a  filosofico  esame  questo  suo  singo¬ 
lare  ragionamento,  ossia  esaminiamo  questo  modo  di  pensare 
c  di  vedere  tenuto  da  Euclide.  La  diminuzione  da  esso  lui  pro¬ 
posta  è  governala  da  ima  legge  geometrica  clic  incile  c  tra- 


duce  l’animo  all’ infinito;  ma  egli  non  si  prevale  di  lanla 
estensione  ed  arriva  solo  al  punlo  al  quale  crede  ridona 
qualsivoglia  grandezza  ad  esser  divenuta  minore  di  qualunque 
grandezza  proposta.  Ora  osserviamo,  che  per  arrivare  a  questo 
punto  ,  se  pur  era  possibile  l’ arrivarvi  con  qualche  legge  , 
(ti  veni  va  inutile  il  dire  nel  teorema,  e  cosi  si  faccia  sempre. 
Pure  se  queste  espressioni  si  fossero  intralasciate,  era  ben 
facile  il  comprendere,  che  fermandosi  con  le  diminuzioni  ad 
una  indeterminata  piccolezza  della  grandezza  sottoposta  a 
diminuzione,  nessuno  poteva  dire,  che  questa  poi  alla  fin 
fine  si  potesse  avere  e  considerare  per  minore  di  ogni  pro¬ 
posta  grandezza,  atteso  che  procedendo  ancora  innanzi  si 
avrebbe  per  necessità  ottenuto  uno  stato  di  impiccolimenlo 
ancora  minore,  come  vuole  la  serie  e  la  proposta  legge  unica 
ed  inalterabile  che  sempre  la  governa.  Gli  convenne  adun¬ 
que  di  stare  in  su  le  considerazioni  generali,  e  circondarsi 
di  forme  e  di  concetti  indeterminali  e  vaghi;  anzi  gli  fu  gio¬ 
coforza  ristringere  il  suo  teorema  alla  considerazione,  che 
poste  due  grandezze  disuguali  si  poteva  ridurre  la  maggiore 
a  divenire  minor  di  ogni  proposta  o  data. 

58.  Tuttavia  convien  dire ,  o  che  egli  non  vedesse  tutta 
la  indefinita,  o  infinita  estensione  del  suo  teorema,  o  che 
non  volesse  manifestare  questa  estensione  medesima.  Imper¬ 
ciocché  ncH’ordinc  delle  grandezze  finite  non  esiste,  nò  può 
esistere  grandezza  o  valore  che  ulteriormente  non  possa  esser 
diminuito,  o  ciò  che  torna  allo  stesso,  di  cui  non  se  ne  possa 
assegnare  sempre  una  minore.  Ora  nell’ordine  finito  era  egli 
forse  possibile  di  rinvenire  grandezze  impiccolite  al  segno 
da  riuscire  minori  di  ogni  proposta  grandezza,  e  ciò  relativa¬ 
mente  ?  Era  egli  fattibile  un  passo  ancor  maggiore ,  quello 
eioè  di  poterle  anco  in  questo  ultimo  stalo  ritenere  c  con¬ 
siderare  per  eguali  a  zero? 

Ecco  ciò  che  nò  da  Euclide,  né  da  nessun  altro  degli 
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antichi  geometri  si  è  mai  dimostrato,  e  clic  non  polrà  mai 
da  nessuno  nè  anco  in  seguito  dimostrarsi;  dico  dimostrarsi, 
perchè  anco  l’espressione  che  una  grandezza  ovvero  un’unità 
divisa  per  l’ infinito  dia  una  grandezza  infinitamente  pic¬ 
cola  ,  è  espressione  supposta  e  non  dimostrala  come  sarà 
palese  in  appresso. 

59.  Tuttavia  convien  dire,  che  parve  loro  di  trovare  qual¬ 
che  appoggio  al  principio  antico  nel  considerare,  che  portando 
le  diminuzioni  oltre  ogni  limile,  e  considerando,  che  sicco¬ 
me  col  procedere  innanzi  nelle  diminuzioni  si  faceva  conti¬ 
nuo  guadagno  nell’ impiccolimento  del  valor  della  proposta 
grandezza,  cosi  credettero  di  potersi  indurre  a  ritenere  di 
dovere  arrivare  al  punto  del  valor  minore  di  ogni  data,  e 
che  questo  si  potesse  avere  rigorosamente  per  vero.  Ma  non 
s’  accorsero  che  con  questo  contegno  non  si  faceva  verun 
guadagno  in  punto  al  dimostrare  la  verità  del  teorema.  Di  fatti, 
ristretto  esso  teorema  entro  i  confini  di  qualsivoglia  gran¬ 
dezza,  egli  è  fuor  di  ogni  dubitazione  che  la  legge  di  dimi¬ 
nuzione  proposta  serve  sempre  a  rinvenire  cd  assegnare  delle 
grandezze  che  riescono  minori  di  tutte  quelle  che  possiamo 
avere  a  questi  limiti,  per  quantunque  lontani  essi  si  possano 
supporre. 

Considerando  del  resto  il  teorema  generalmente,  cioè 
esteso  a  qualsivoglia  piccola  grandezza  la  quale  riesca  asso¬ 
lutamente  minore  di  tutte  le  proposte,  la  ricerca  di  un’altra 
che  possa  essere  ancor  più  piccola ,  è  un’  enigma  inconce¬ 
pibile,  è  un  progelto  al  lutto  inconcludente;  imperciocché 
la  nostra  intelligente  attività  la  quale  a  forza  di  lambicale 
speculazioni  può  concepire  delle  grandezze  quanto  vuole  più 
e  più  impiccolite,  come  mai  questa  nostra  attività  polrà 
superare  sè  stessa  neH'assegnarnc  dell’altre,  le  quali  siano  di 
tutte  le  già  preconcette  ancora  minori  ?  Come  polrà  soccom- 
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bere  nel  suo  pote^  di  proporre  al  suo  cgual  potere  ili  dimi¬ 
nuire? 

Da  ogni  lato  adunque  si  perde  sempre  invano  la  fatica 
clic  facciamo  in  uno  inutile  tentativo,  in  un  affannoso  incon¬ 
cludente  sforzo  dell’inlelligenza  ;  giacché  è  troppo  chiara  cosa 
in  se  stessa,  che  la  nostra  percipientc  intelligenza  è  egual¬ 
mente  grande  e  potente  nel  proporre,  quanto  è  grande  c 
sempre  potente  nel  diminuire,  e  non  può  in  alcuno  superare 
sè  stessa.  E  se  ci  piace  portare  il  nostro  pensiero  alla  legge 
delle  diminuzioni  c  di  considerare ,  che  le  nostre  specula¬ 
zioni  possano  sopra  questa  legge  appoggiarsi  per  ispingersi 
innanzi  indefinitamente,  questo  pensamento  ci  porrà  bensì 
in  istato  di  estendere  lontanissime  le  nostre  nozioni,  ma  tutto 
questo  nulla  significa  dal  momento  che  porremo  attenzione, 
che  la  legge  medesima  la  quale  sussidia  mirabilmente  la  no¬ 
stra  intelligenza  a  rinvenire  gradi  supremi  di  piccolezza,  la 
sussidia  egualmente  e  mirabilmente  anco  a  rinvenire  gradi 
supremi  di  sempre  nuove  decrescenti  quantità  minori  da  pro¬ 
porre;  quindi  è,  che  anco  per  questo  lato,  non  ci  può  la  legge 
somministrare  verun  guadagno  ;  infatti  alla  fin  fine  la  legge 
geometrica  non  è  e  non  può  essere ,  che  un  mezzo  eflìca- 
cissimo  a  sussidiare  la  nostra  speculazione,  spingerla  Susino 
a  limiti  lontanissimi;  ma  poiché  tal  legge  a  questi  limili  egual¬ 
mente  giova  a  trovar  piccolezze  sempre  minori,  e  ad  asse¬ 
gnarne  di  sempre  minori  ancora,  e  così  si  faccia  sempre; 
perciò  giova  e  non  giova  aH'inlento  di  dimostrare  il  teorema, 
anzi  diviene  affatto  inutile  il  ricorrere  alla  legge  per  dimo¬ 
strare  il  teorema. 

CO.  Dal  lato  adunque  della  nostra  percipientc  attività,  che 
è  poi  alla  fin  fine  il  lato  unico  che  possa  dar  verità  al  teo¬ 
rema,  il  tentativo  che  la  mente  nostra  può  fare  per  vincere 
sè  stessa  neH'assegnare  grandezze  e  nel  diminuirle,  diviene 
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puerilità.  La  ricerca  adunque  dimostrativa  della  grandezza 
minore  di  ogni  proposta  è  pan  perduto  ;  e  ciò  tanto  se  si 
lenta  in  via  pratica,  cioè  col  mezzo  di  qualsivoglia  legge 
geometrica,  quanto  se  si  tenta  in  via  e  modo  al  tutto  razio¬ 
nale  o  soggettivo,  o  con  elaborate  speculazioni. 

Gl.  Clic  dobbiam  dunque  pensare  del  teorema  di  Euclide, 
che  tende  a  dimostrare  la  esistenza  della  grandezza  minore 
di  ogni  proposta,  o  di  ogni  altra?  Che  dobbiam  pensare 
dei  principi!  di  Archimede  che  in  sostanza  mirano  allo  stesso 
intento?  Che,  in  somma  del  principio  ammesso  ed  abbrac¬ 
cialo  da  tutti  gli  antichi,  ed  ammesso  e  commendato  quasi 
anco  da  molti  dei  moderni  geometri  ? 

Quando  sarà  che  per  legge  razionale,  o  per  forza  di 
nostra  potenza  intellettiva  polrem  dire  di  esser  noi  pervenuti 
al  ritrovamento  di  una  grandezza  che  sia  minore  di  ogni 
altra  diesi  possa  proporre?  Quando  sarà  che  rigorosamente 
si  potrà  riconoscere  per  eguale  a  zero,  questa  minor  di  ogni 
data  anco  neirinsigne  ipotesi  che  si  fosse  rinvenuta  ?  Ecco 
dei  quesiti  ai  quali  sforzandoci  di  far  risposta  piglieremo  occa¬ 
sione  di  viemeglio  renderci  famigliari  e  persuasive  le  dot¬ 
trine  che  sinora  siam  venuti  esponendo. 

62.  Tuttavia  questa  grandezza  minore  di  ogni  altra  pro¬ 
posta  la  si  considera  e  la  si  ritiene  di  un  valore  nullo  o 
eguale  allo  zero ,  ogni  qualvolta  la  si  pone  a  petto  o  la  si 
mette  in  comparazione  alla  grandezza  di  valor  finito.  Tale 
è  appunto  il  verace  concetto  del  principio  antico.  Ora  facil¬ 
mente  ci  vicn  vedalo,  che  tutto  il  valore,  o  tutta  la  verità 
di  questo  famoso  principio,  tutta  dipende  dal  valore  ipote¬ 
tico,  che  ci  piace  di  assegnare  alla  grandezza  minore  di  ogni 
altra  proposta.  Dico  valor  ipotetico,  perchè  è  cosa  evidente 
che  per  ipotesi  si  può  lutto  quello  che  ci  piace  ;  c  per  ragio¬ 
namento  si  può  solo  quello,  che  si  dimostra,  oppure  ciò  che 
è  chiaro  per  sè  stesso. 
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G3.  Qui  parmi  che  alcuni  diranno,  che  questa  suprema 
piccolezza  di  cui  parla  Euclide,  e  che  tutti  gli  altri  inten¬ 
dono  di  esprimere  con  la  grandezza  minor  di  ogni  proposta 
non  si  rinviene  con  la  serie  di  diminuzione  nè  a  poca  di¬ 
stanza  della  sua  origine,  nè  a  molta,  ma  bensì  alla  fine  della  se¬ 
rie  medesima,  quando  cioè  è  protratta,  o  si  suppone  protratta 
airinfinito.  E  difalti  essi  soggiungeranno  :  non  è  egli  evidente 
che  spinta  la  serie  sino  al  suo  supremo  confine,  anco  l'ul- 
timo  termine  di  essa  esprimerà  una  grandezza  presso  clic 
annichilata ,  o  cotanto  stremala  che  rigorosamente  si  potrà 
ritenere  per  zero  ? 

64.  Per  comprendere  ben  bene  la  forza  di  queste  osser¬ 
vazioni,  incominceremo  dall’ osservare  che  tanto  gli  antichi 
quanto  i  moderni  loro  fautori,  quando  vogliono  appigliarsi 
a  queste  osservazioni  ed  a  questi  ripieghi,  essi  senza  avve¬ 
dersene  si  gettano  in  braccio  all'ipotesi,  e  cercano  appunto 
coll’ipolesi,  e  forse  senza  accorgersene,  di  giustificare  e  di¬ 
mostrare  un  principio  che  spacciano  come  per  qualche  cosa 
di  più,  che  per  una  pura  ipotesi. 

E  che  sia  vero  quanto  diciamo,  risulta  aperto,  quando 
si  rifletta,  che  una  legge  di  diminuzione  la  quale  procede  al- 
l' infinito  ,  questa  legge  per  sua  intrinseca  natura  presenta 
una  serie  di  diminuzioni  interminabili,  e  assolutamente  in¬ 
terminabili;  dunque  la  opinione  che  questa  serie  possa  ar¬ 
rivare  all'  infinito  e  se  la  possa  suppor  fin  là  protratta ,  è 
opinione  al  tutto  insussistente,  e  che  perciò  non  può  essere 
ammessa  che  in  via  puramente  ipotetica. 

65.  In  ogni  fondata  filosofia  siam  tenuti  a  non  equivocare 
tra  il  reale  e  l’ipotetico  ;  anzi  ogni  buona  filosofia  ci  impone 
l'assoluto  precetto  e  dovere  di  ben  distinguere  l'uno  dall  al¬ 
tro  questi  due  differentissimi  oggetti,  o  concetti  mentali; 
quindi  il  fine  di  ciò  che  non  ha  nè  può  aver  termine,  non 
si  presenta  possibile,  nè  realmente,  uè  razionalmente,  ma 
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rimane  solo  il  libero  arbitrio  di  volere,  contro  ogni  ragioue, 
supporlo,  e  la  supposizione  di  poter  arrivare  all'infinita  di¬ 
minuzione  per  opera  di  infinito  protraimelo  della  serie  ope¬ 
rala  sopra  una  qualunque  grandezza  finita,  cosa  ci  presenta 
alla  nostra  percipiente  attività?  INient'altro  che  la  lacollà  di 
supporre  o  ritenere  di  esser  pervenuti  a  quella  parte  della 
grandezza  finita,  a  quel  supremo  di  lei  primitivo  ideale  ele¬ 
mento  il  quale  appunto  per  esser  figlio  ed  ingenerato  da  in¬ 
finite  supposte  diminuzioni  consecutive,  ci  si  presenta  come 
infinitamente  piccolo  nel  di  lui  valore.  Posizione,  o  se  più 
piace,  conclusione  armonizzante  appieno  con  le  anteceden¬ 
ti  nostre  osservazioni  (  num.  46),  perfino  nell’ identità  dei 
termini. 

66.  Inerendo  per  tanto  all'ipotesi  deH'ullimo  residuo  mil¬ 
lesimo  ,  concetto  il  più  verosimile  che  ci  porge  la  ipotetica 
presupposta  infinita  diminuzione,  per  qual  ragione  potremmo 
noi  dire ,  che  questo  infinitesimo  sia  identico  con  la  gran¬ 
dezza  minor  di  ogni  proposta?  Per  qual  motivo  lo  potremo 
noi  ritenere  e  considerar  come  zero?  Eccoci  adunque  anco 
dopo  ardite  ipotesi,  eccoci  collocali  innanzi  ad  una  incom¬ 
prensibile  proposizione,  quella  cioè,  che  l'infinitesimo  si  possa 
per  legge  rinvenire  e  che  ammesso  per  ipotesi  come  rin¬ 
venuto,  sia  poi  da  aversi  per  eguale  a  zero  ? 

67.  Sia  qui  notato  ancora  che  nella  supposizione  che  ab- 
biam  fallo  di  poter  arrivare  coll' infinita  diminuzione  ad  un 
residuo  infinitamente  piccolo  o  infinitesimo,  noi  abbiamo  sor¬ 
passato  un’altra  possentissima  difficoltà,  quella  cioè  di  sup¬ 
porre,  che  una  grandezza  finita  a  forza  di  passare  per  finite 
diminuzioni,  e  di  lasciar  sempre  finiti  residui,  possa  esser 
cacciata  fuori  dell'ordine  lìuilo. 

In  falli  se  rinfmilesimo  è  un'eiililà  non  finita,  ma  bensì 
un’eulilà  fuori  dell’  ordine  finito,  come  ha  essa  mai  potuto 
divenir  tale  in  forza  di  una  legge  fondala  su  la  esscuziule 
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proprietà  del  finito,  o  sopra  la  natura  del  continuo,  o  sopra 
la  infinita  divisibilità? 

Ma  basii  pertanto  questo  poco  che  abbiam  detto  intorno 
al  principio  antico.  Ritorneremo  soventi  volle  su  lo  stesso 
nel  seguito  di  questa  filosofia. 

G8.  Proseguiamo  ancor  per  poco  ad  esaminare  altri  pen¬ 
samenti  degli  antichi  relativi  al  medesimo  principio,  e  che 
fanno  comprendere  in  modo  sensibile  più  particolarmente 
la  nozione  ohe  essi  ne  avevano.  Euclide  esponendo  dottrine 
comuni  nel  secondo  teorema  del  libro  duodecimo  de'  suoi 
Elementi  si  accinge  a  pruovare  questa  proposizione  :  —  I 
ccrchj  sono  fra  loro  come  i  quadrali  dei  loro  diametri  zr. 
Nel  primo  teorema  dello  stesso  libro  duodecimo  aveva  di¬ 
mostrato  che:  ~  I  poligoni  simili  che  si  descrivono  nei 
ccrchj  sono  fra  loro  come  i  quadrali  dei  loro  diametri  zr. 
Nel  succitato  secondo  teorema  vuol  dunque  pruovare,  avve¬ 
rarsi  pei  circoli  questa  proprietà  dei  poligoni.  Ma  non  rin¬ 
venendo  via  alcuna  che  direttamente  condur  lo  potesse  a 
dimostrare  pei  circoli  questa  proprietà,  credette  potervi  ar¬ 
rivare  indirettamente  comparando  il  circolo  col  poligono. 

69.  Esaminiamo  il  suo  ragionamento.  Egli  adunque  in¬ 
scrive  un  poligono  nel  cerchio ,  e  col  moltiplicare  i  lati  di 
questo  poligono  inscritto  vicn  diminuendo  la  differenza  che 
esisteva  tra  i  primi  c  pochi  lati  del  poligono  e  la  circonfe¬ 
renza.  E  postosi  su  la  via  della  approssimazione,  che  sem¬ 
pre  spinge  innanzi  colla  moltiplicazione  dei  lati  di  questo 
poligono,  si  sforza  ridurre  la  differenza  finita  e  primitiva  a 
si  tenue  cosa  od  a  sì  stremalo  valore,  che  si  abbia  rigoro¬ 
samente  a  considerare  come  una  differenza  minor  di  ogni 
proposta,  per  indi  conchiuderne  l'eguaglianza  del  poligono  col 
cerchio,  c  quindi  la  comunanza  della  proprietà  del  poligono 
dimostrala  nel  primo  teorema  del  sucilalo  libro. 

70.  Ognuno,  per  le  ragioni  sin  qui  arrecale  può  com- 
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prenderò,  come  questa  maniera  di  dimostrare  non  possa  es¬ 
sere  mai  appieno  rigorosa,  e  specialmente  per  la  pratica  e 
teorica  impossibilità  (  alla  quale  si  appiglia  Euclide),  quella 
cioè  di  ridurre  a  zero  la  differenza  che  esiste  ed  esisterà 
sempre  eterna  tra  la  retta  e  la  curva.  Poi  ancora  perchè 
la  stessa  via  delle  diminuzioni  che  risultano  da  questo  me¬ 
todo  è  sottoposta  a  legge  geometrica  procedente  all' infinito 
e  che  mai  può  condurre  allo  zero ,  ma  che  anzi  contiene 
l’assoluta  dimostrativa  impossibilità  di  pervenirvi. 

74.  Se  la  diminuzione  anzi  che  progredire  secondo  legge 
geometrica  si  avverasse  per  salti  ed  in  modo  da  prenderne 
parte  aliquote  della  differenza,  questa  presto  o  lardi  sarebbe 
esaurita,  ma  nel  caso  concreto  di  legge  geometrica  non  si 
può  mai  arrivare  a  questo  rigoroso  esaurimento.  Più ,  sic¬ 
come  ogni  lato  del  poligono  inscritto  ,  riesce  sempre  una 
vera  corda  dell'  arco  circolare  cui  è  sottopposto,  e  siccome 
la  retta  è  sempre  la  linea  più  corta  che  congiunga  i  due 
punti  estremi  dell’arco,  perciò  è  sempre  impossibile  che  il 
lato  del  poligono  possa  confondersi  coll’arco  sopraposto ,  e 
siccome  la  linea  più  corta  c  breve  è  impossibile  che  sia 
eguale  alla  più  lunga  così  anco  per  questa  ragione  non 
sarà  mai  fattibile  di  lor  di  mezzo  rigorosamente  questa  dif¬ 
ferenza. 

72.  Di  qui  si  vede,  che  il  ragionamento  di  Euclidee  co¬ 
mune  all’antica  geometria,  si  risolve  in  una  pura  approssi¬ 
mazione,  e  nulla  più,  e  che  il  volerlo  scambiare  in  una  ri¬ 
gorosa  dimostrazione  è  aperto  inganno ,  è  manifesto  equi¬ 
voco.  È  bensì  vero  che  questa  approssimazione  può  sempre 
divenire  vie  maggiore  mano  mano  che  si  moltiplicano  i  lati 
del  poligono,  perchè  ad  ogni  passo  che  si  fa  nella  moltipli¬ 
cazione  di  essi ,  si  viene  mordendo  parte  della  differenza 
che  passa  tra  le  corde  maggiori  c  le  altre  minori  e  suc¬ 
cessive;  ma  è  sempre  altresì  vero,  che  ciò  effettuandosi  e 
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praticamente  e  razionalmente  con  legge  geometrica  questa 
non  porge  mai  il  mezzo  di  poter  toccare  rigorosamente  lo 
zero  sinché  la  corda  sarà  più  corta  dell’arco  cui  è  sottoposta. 

73.  È  dunque  sempre  stalo  c  sarà  sempre  un  tentativo 
clic  incliiude  aperta  ripugnanza  quello  di  credere,  che  il  pro¬ 
cedere  innanzi  colle  diminuzioni  per  legge  geometrica  possa 
condurre  allo  zero  o  alla  evanescenza  rigorosa. 

74.  Supponiamo  che  la  differenza  primitiva  che  esisteva 
Ira  il  poligono  ed  il  cerchio,  sia  espressa  dall' uni  là  ;  sia  poi 
che  questa  differenza  si  consideri  quella  che  passa  tra  la 
lunghezza  della  curva  colla  retta ,  sia  che  si  riferisca  alla 
superficie  compresa  da  queste  due  differenti  linee.  Questa 
nostra  supposizione  potrà  apparire  ad  alcuni  ardila  c  sup¬ 
positizia,  perché  a  noi  è  ignota  tanto  la  lunghezza  della  curva, 
quanto  la  consecutiva  superficie  che  essa  comprende.  Tut¬ 
tavia  ci  sia  concessa  questa  ipotesi,  almeno  sotto  1'  aspetto 
clic  a  noi  non  si  può  ricusare,  cioè,  di  considerare  o  di  espri¬ 
mere  in  via  ipotetica  per  rimila  questa  differenza  ,  giacché 
qualunque  essa  siasi  è  una  reale  differenza,  ancor  che  per 
noi  tenga  il  luogo  di  un  unità  di  valore  incognito.  Suppo¬ 
niamo  ancora,  per  favoreggiar  più  che  si  può  1’  opinione  o 

il  pensamento  di  Euclide,  supponiamo,  dico,  che  al  duplicare 
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i  lati  del  primitivo  poligono  inscritto  si  piglino  —  della 

40 

differenza  che  esisteva  tra  il  dato  poligono  inscritto ,  e  la 
circonferenza,  supposizione  esagerata,  ma  favorevole  all’  in¬ 
tenzione  di  Euclide.  Egli  è  chiaro,  che  con  le  successive 
duplicazioni  dei  lati  dei  nuovi  poligoni  si  farà  lo  stesso 
sopra  le  successive  residue  differenze  ;  per  cui  averanno  le 
diminuzioni  di  questa  differenza  espresse  da  questa  conver¬ 
tì  9  tì  9 

gonfissima  serie: - P- - H - * - i - Hecc., 

40  400  4000  40U00 

all’infinito. 


75.  A  buon  conto  questa  serie  ci  presenta  sottocchio  una 
diminuzione  rapidissima  di  tale  differenza.  Usando  di  ar¬ 
gomento  analogico  ci  pare  che  spinta  questa  diminuzione 
alTinfinilo  debba  somministrare  il  seguente  finale  risultamento: 

9  9  9  9 

- 1 - 1 - p-  ecc.  ecc. - j  usando  della  o 

40  400  4000  °° 

per  indicare  rinfittito. 
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76.  Intanto  se  in  questa  serie  l' ultimo  termine - ap 

oo 


pare  presentare  il  geometrico  verace  risultamento  della  se¬ 
rie  delle  diminuzioni  protratte  all’  infinito,  sotto  di  un'  altro 
aspetto  questo  termine  ci  si  presenta  niente  meno  che  im¬ 
possibile,  o  almeno  presenta  Y  aspetto  di  una  inverificabile 
esistenza  tanto  pratica  che  teorica;  perchè  la  esistenza  di 
esso  considerata  come  derivante  dalla  serie  in  discorso  sup¬ 
pone  finita  e  verificaia  tutta  la  esistenza  dei  termini  della 
serie  la  quale  sendo  infinita  si  presenta  anco  nell’istesso 
tempo  interminabile,  inesauribile  o  impossibile  a  tutta  veri¬ 
ficarsi  ;  e  perciò  lascia  credere  che  V  esistenza  di  questo 
termine  faccia  sì,  che  la  serie  sia  e  non  sia  infinita  e  che 
sia  terminato  ciò,  che  per  esser  infinito  non  può  essere  ter¬ 
minato. 

Noi  qui  abbiamo  ricavale  e  rimarchiamo  queste  indu¬ 
zioni  con  titubanza  e  con  incertezza  ;  ed  acciò  si  conosca 
come  questo  contegno  non  si  tenga  noi  per  insipienza 
ma  derivi  dall’inlrinseca  oscura  natura  dell' oggetto  che  ve¬ 
niamo  esaminando,  sia  osservato  che,  dopo  il  primo  termine 

9 

della  serie,  o  dopo  aver  preso  —  della  differenza  in  discorso. 


noi  abbiam  ridotto  il  residuo  della  differenza  ad  — .  Ma  sia 
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notalo,  che  questo  —  si  risolve  nella  seguente  serie: 

40 

9  9  9 

- 1 - -j- - f-  ecc.  all'  infinito  ;  e  volendo  in 

400  4000  40000 

questa  ultima  serie  far  valere  la  supposizione  qui  sopra  am¬ 
messa,  cioè  che  sia  protratta  all'infinito,  allora  Tullimo  ler- 
9 

mine  di  essa  sarà  — ,  come  nella  prima  serie, 
co 

E  siccome  lutti  i  termini  della  serie,  c  tutte  le  espres¬ 
sioni  numeriche  esprimenti  le  successive  differenze  dei  ter¬ 
mini  possono  tutti  indistintamente  essere  sviluppali  in  serie 

9 

procedenti  airinfinilo  e  tutti  incipienti  da  —  di  ciò  che  val- 

40 

gono  o  che  esprimono;  così  tulle  vanno  a  finire  all'Infinito 
9 

in  — :  quantità  infinitamente  piccola,  e  sempre  identica  in 
oo 

tutte  le  serie. 

Quest’  ultimo  risultamento  figlio  della  supposizione,  che 
la  serie  infinita  sia  esaurita,  presenta  anch’esso  in  generale 
il  supremo  minimo  valor  possibile;  e  intanto  non  è  cosa 
9  8  7 

per  sè  evidente  che  di  —  sono  minori  — ;  minori  —  mi- 
co  co  oo 

6 

nori  —  ecc.  eec.? 
co 

Ora  dimandiamo  noi,  qual  guadagno  c’è  a  partire  dal¬ 
l’unità,  piuttosto  che  a  partire 
^  4  4 

dal  - ,  dal - ,  dal  -  dell'  unità  ccc.  ecc.  ?  cena¬ 
lo  400 


4000 


mente  nessuno;  perchè  tulli  questi  diversi  valori  primitivi 
la  finiscono  in  uno  identico  finale  risultamenlo.  Intanto  i 
termini  delle  diverse  serie  hanno  tutti  diverse  ragioni  o  rap¬ 
porti  tra  di  loro;  dunque  anco  la  ragione  del  penultimo 
termine  di  ogni  serie  avrà  bensì  diversa  ragione  con  quella 
dei  termini  dell'  altra  serie  ma  il  penultimo  di  ogni  serie 
avrà  coll’  ultimo  (quando  sia  possibile)  il  rapporto  identico 
che  presentano  tra  di  loro  i  termini  della  sua  serie  cui  ap¬ 
partiene. 

77.  Piu  se  tra  tulli  i  termini  di  ogni  serie  esiste  un  rap¬ 
porto  sempre  finito  e  costante,  come  vuole  la  legge,  dun¬ 
que  anco  dal  penultimo  all'ultimo  vi  sarà  ragion  finita  cos¬ 
tante,  quindi  un  passo  finito.  Per  qual  motivo  o  ragione  si  potrà 
dunque  quasi  per  salto  passare  dallo  stato  finito  del  penul¬ 
timo,  c  con  una  diminuzione  finita,  la  quale  mai  non  as¬ 
sorbe  tutta  la  entità  del  residuo,  come  mai  si  potrà  di  poi 
passare  aH’uUimo  termine  cli’c  fuori  della  ragione  o  rapporto 
finito,  e  diventare  infinitesimo?  Ecco  da  quante  dubitazioni  ci 
troviamo  assediati ,  da  quante  oscurità ,  da  quante  incon¬ 
gruenze  ! 

Poi,  dopo  tutto  questo,  cosa  abbiain  noi  in  mano  per 
darsi  a  credere  d’esser  in  diritto  di  considerare  questo  in¬ 
finitesimo  finale  delle  serie  come  eguale  allo  zero?  E  final¬ 
mente  come  possiamo  se  non  con  insigne  ipotesi  considerare 
Tultimo  termine  di  una  serie  per  affissarsi  nel  quale  si  sup¬ 
pone  terminato  l'infinito  ? 

78.  Tulle  queste  riflessioni  acquistano  ancora  maggior 
peso  c  forza  se  ci  facciamo  a  considerare  la  sterminata  la¬ 
titudine  che  aver  possono  i  diversi  valori  finiti  che  attribuir 
si  possono  alla  differenza  delle  grandezze  che  prendiamo  in 
considerazione;  li  quali  valori  possono  essere  in  confronto 
indefinitamente  gli  uni  maggiori  degli  altri;  per  lo  clic  anco 
una  indefinita  diminuzione  pare  che  possa  condurre  appena 


ad  una  sola  piccolezza  suprema  (IeH'ordine  finilo.  Un  poli¬ 
gono  piccolissimo  può  essere  inscritto  in  un  circolo  piccolis¬ 
simo,,  ed  un  poligono  simile  ma  immenso  può  esser  inscritto 
in  un  circolo  grandissimo,  come  sarebbe  un  orbe  celeste. 

Ora  la  differenza  del  primo  poligono  al  di  lui  circolo 
sarà  tenue,  benché  inassegnabile;  e  la  differenza  tra  il  gran 
poligono  e  Torbe  celeste  sarà  grandissima  benché  parimenti 
inassegnabile. 

Una  cgual  legge  di  diminuzione,  come  può  dunque  ri¬ 
durre  all*  eguaglianza  i  supremi  residui  operando  identica¬ 
mente  sopra  ambidue? 

79.  Dunque  è  per  essere  interminabile  la  infinita  divisi¬ 
bilità,  clic  il  continuo  pone  in  tutte  le  grandezze  finite,  senza 
alcun  riguardo  al  loro  intrinseco  valore ,  e  per  tutte  le 
addotte  ragioni  appare  chiaro,  clic  il  metodo  antico,  col 
quale  i  geometri  intendono  di  portare  ad  esaurimento  una 
qualunque  grandezza  finita,  pigliando  successivamente  e  con 
legge  geometrica  le  di  lei  parli,  non  sia  metodo  di  rigore, 
ma  bensì  unicamente  metodo  appena  di  indefinita  approssi¬ 
mazione. 

80.  Non  vorrei  però  che  con  soverchia  facilità  il  lettore 
si  inducesse  a  pensare,  che  parlando  noi  in  questa  maniera 
del  metodo  antico  intendessimo  di  screditare  il  principio 
antico,  cioè:  ~  che  due  grandezze  le  quali  differiscono 
Ira  di  loro  solamente  che  per  una  differenza  minor  di 
ogni  data  o  proposta,  queste  due  grandezze  sono  eguali  —  ; 
imperciocché  si  deve  riflettere,  che  il  principio  di  cui 
si  ragiona ,  può  esser  consideralo  sotto  due  ben  diversi 
aspetti.  Uno  è  quello  nel  quale  si  può  credere  clic  noi 
ci  ponessimo  a  considerare  avveralo  il  principio ,  quasi 
sia  fallibile  in  pratica  o  in  dottrina  di  rinvenire  questa 
grandezza  minor  di  ogni  dala  o  proposta,  o  come  sia  pos¬ 
sibile  il  provare  che  questa  minor  di  ogni  dala  sia  effetti- 
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vnmcnlc  eguale  allo  zero  ;  1’  altro  aspetto  e  ben  assai  di¬ 
verso  c  quello  nel  quale  si  ritiene  in  via  ipotetica  ,  o  per 
pura  ipotesi,  la  esistenza  di  questa  grandezza  minor  di  ogni 
proposta,  e  con  altra  pari  e  larga  ipotesi  la  si  ritenga  eguale 
allo  zero. 

81.  Il  principio  antico  adunque  consideralo  sotto  il  primo 
aspetto  riesce  un  concetto  assurdo  impossibile ,  come  ab¬ 
biamo  diffusamente  provato  sin  qui  ;  consideralo  poi  sotto 
il  secondo  aspetto,  cioè  ammesso  tutto  ciò  che  contiene  in 
via  ipotetica,  non  presenta  in  faccia  della  filosofia  altra  dif¬ 
ficoltà  clic  quella  di  ogni  altra  ipotesi.  Quindi  è  che  si  può 
avere  per  vero  e  per  evidente  quando  sia  considerato  in 
questo  stato  tutto  ipotetico. 

Ma  quando  di  questo  principio,  ammesso  ipoteticamente 
per  vero  passiamo  a  considerarne  la  di  lui  pratica  utilità, 
questa  si  manifesta  assolutamente  nulla  in  ogni  concreto 
caso;  perciocché  questa  razionale  ipotetica  soggettiva  no¬ 
zione  della  grandezza  minor  di  ogni  data,  è  sempre  infini- 
tcinenle  lontana  dal  reale  verace  stalo  della  grandezza  stessa, 
c  quindi  dalla  base  del  reale  dimostrativo.  Per  questo,  quando 
in  ogni  particolare  concreta  dimostrazione,  sia  pur  anco  al 
tutto  razionale  ideale  ,  nel  dimostrar  la  quale  si  abbia  bi¬ 
sogno  di  questa  grandezza  minor  di  ogni  data  ^  e  si  abbia 
bisogno  che  questa  sia  uguale  a  zero,  ben  si  vede,  che  tutta 
la  "dimostrazione  si  appoggia  a  queste  due  premesse ,  le 
quali  non  debbon  essere  in  ogni  concreto  caso  ipotetiche, 
ma  bensì  necessariamente  reali  per  render  reale  la  dimo¬ 
strazione.  Ora  le  ragioni  irrefragabili  fin  qui  da  noi  arre¬ 
cate  comprovando,  che  in  niun  caso  concreto  e  pratico  si 
può  rinvenire  1’esistenza  reale  della  minor  di  ogni  proposta 
grandezza,  e  molto  meno  la  dimostrazione  che  questa  poi 
sia  uguale  allo  zero,  ci  fanno  apertamente  comprendere,  che 
niun  profitto  si  può  da  noi  ricavare  dall'  enuncialo  antico 
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principio ,  vero  ed  evidente  solo  in  via  ipotetica  ed  ipote¬ 
ticamente  consideralo. 

82.  I  geometri  antichi  si  sono  accorti  di  questa  verità, 
perciò  si  sono  sempre  data  la  briga  di  procacciarsi  con 
geometriche  speculazioni  questa  grandezza  minor  di  ogni 
data,  e  parimenti  di  avere  una  dimostrazione  che  ella  fosse 
uguale  a  zero.  Ma  dopo  essersi  lungamente  affaticati  circa 
questa  ricerca  essi  non  son  pervenuti  al  bramalo  fine  ed 
limino  lasciato  o  abbandonalo  la  loro  ricerca  nelle  oscure 
regioni  dell’  indeterminato  e  dell'  indefinito.  Han  dovuto  ri¬ 
correre  alle  diminuzioni  fondale  sopra  leggi  geometriche  per¬ 
che  con  questo  potessero  spingere  innanzi  a  lor  beneplacito 
le  diminuzioni,  ma  questa  legge  li  tradiva  ;  perciò  alla  fine 
han  tentato  con  argomento  apposito  dedotto  dall’assurdo  di 
provare,  che  la  minor  di  ogni  data  esister  doveva  c  che  era 
grandezza  zero ,  ma  V  argomento  dall’assurdo  buono  in  se 
stesso ,  per  il  mal  uso  che  ne  fecero  in  questo  caso ,  riu¬ 
sciva  nelle  loro  mani  inconcludente  (come  sarà  provalo  in 
seguito  )  ;  per  la  qual  cosa  essi  non  furono  mai  capaci  di 
avere  nè  in  pratica  nè  in  dottrina  avverale  le  basi  del  loro 
principio  ipotetico,  e  quindi  non  ottennero  nelle  loro  di¬ 
mostrazioni  verace,  reale,  rigorosa  evidenza.  Insomma  come 
meglio  sarà  palese  in  seguito  equivocarono  confondendo 
Tipotclico  col  reale,  dando  all’ ultimo  le  prerogative  esclusive 
del  primo. 

83.  Per  procurare  di  renderci  sempre  più  famigliali  que¬ 
sti  ragionamenti,  proviamo  a  cangiare  il  nostro  metodo  ed 
invece  di  proseguire  la  considerazione  dell’  impiccolimenlo 
di  una  grandezza  finita  ;  impiccolimenlo  assoggettato  a 
legge  geometrica  decrescente  nel  valore  dei  termini,  faccia¬ 
moci  invece  a  considerare,  se  con  aumenti  fondali  sopra 
legge  simile  si  possa  partendo  dal  finito  aumentarlo  sino  al 
punto  che  diventi  infinito.  Il  tentativo  è  affatto  consimile  c 
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potrà  spargere  non  poca  luce  su  quanto  siamo  sin  ora  ve¬ 
nuti  esponendo.  Primamente  pigliando  le  mosse  dalPastraUo 
o  dalle  considerazioni  universali ,  vediamo  se  la  nostra  ra¬ 
gione  possa  intendere,  clic  ponendo  a  lato  od  accrescendo 
una  grandezza  finita  coir  aggiunta  di  altre  grandezze  pur 
esse  sempre  finite ,  questa  data  finita  grandezza  proposta 
divenir  possa  in  forza  di  successivi  continui  aumenti  in¬ 
finita  ? 

Ora  per  dire  quello  che  appare  affatto  consono  alla  ra¬ 
gione  ci  sembra,  che  l'arrivare  all’infinito  sia  cosa  al  tutto 
impossibile ,  poiché  ad  una  grandezza  finita  e  limitata  unen¬ 
done  un  altra  pur  finita  e  limitala,  è  Io  stesso  che  dare 
alla  prima  maggior  valore,  ma  in  pari  tempo  è  lo  stesso  che 
porre  alla  prima  un  limite  finito  benché  del  primitivo  più 
largo  cd  esteso  ;  ora  questo  dilatar  limili  ma  porre  sempre 
nuovi  limili,  certamente  che  non  armonizza  coll'infinilo. 

84.  Ma  lasciando  in  disparte  il  puro  astrailo,  e  lasciando 
pure  il  parlare  di  aumenti  progredienti  in  serie  geometrica 
il  che  non  è  poco,  e  venendo  poscia  a  più  sensibile  e  pra¬ 
tico  ragionamento  domandiamoci,  se  é  possibile  coll'unione 
di  quantità  finite  arrivare  all'infinito? 

La  serie  aritmetica  dei  numeri  naturali  i.  2.  5.  4.  5. 
6.  ccc.,  a  qual  limile  finisce?  A  nessuno,  ci  si  risponde.  Anzi 
ci  vicn  soggiunto  esser  questa  serie  riguardo  a  noi  senza 
limite.  In  fatti  per  quanto  non  solo  col  fatto  ma  pur  anco 
col  pensiero  si  spinga  innanzi  questa  serie  non  solo  non  si 
raggiunge  questo  limile,  ma  non  possiamo  ne  men  tampoco 
accorgerci  di  aver  fatto  un  passo  che  vi  ci  abbia  avvicinali, 
e  appunto  perchè  questo  limile  non  esiste,  e  si  suol  dire 
che  questa  serie  va  e  procede  all'  infinito.  Meglio  però  si 
direbbe  che  questa  serie  manca  di  fine.  Ora  finisca  questa 
serie  o  non  finisca  mai,  sì  neiruno  che  neH’allro  caso  basti 
sapere  che  non  cangia  di  natura;  cioè  che  i  suoi  termini 
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di  lor  natura  essenzialmente  finiti  non  cessano,  ne  mai  cessar 
possono  di  essere  finiti.  Poi  giova  osservare  che  il  primo  ter¬ 
mine  di  questa  serie  quanto  il  termine  centesimo  o  millesimo 
o  millionesimo  sono  nè  più  nò  meno  dell'ordine  finito  come 
Punita  che  è  il  di  lei  primo  termine  ;  dunque  nulla  esiste  nella 
serie  clic  non  sia  finito.  Arrogi  ancora  che  secondo  la  co¬ 
mune  opinione  l'infinito  e  di  natura  diversa  del  finito,  per 
cui  così  apparisce  chiaro,  che -con  qualsivoglia  cumulo  di 
finiti  non  si  possa  cangiar  la  natura  del  finito  nell’infinilo, 
come  cosa  affatto  eterogenea  all’idea  o  alla  nozione  di  cumulo 
e  di  unione  qualunque. 

85.  Ma  ritornando  in  sul  discorso  della  minor  di  ogni  data 
grandezza  o  delPinfinitesima  osserveremo,  clic  il  gran  Galilei, 
allorché  riandava  in  suo  animo  queste  considerazioni  intorno 
al  suo  indivisibile ,  (  il  quale  poi  non  era  altro  che  la  parte 
ideale  infinitamente  piccola,  concepita  in  una  grandezza  finita 
qualunque),  e  quando  pensava  attentamente  alla  nozione  dei- 
fi  infinito,  era  solito  proporsi  queste  dimando:  quanti  sono 
i  numeri  della  serie  aritmetica...  4.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  ecc.,  ecc.? 
Tulli  rispondono  che  sono  infiniti.  Quanti  sono  i  quadrali 
^  1  f\  corrispondenti  a  tutti  i  numeri  di  questa  serie  ?  Tutti  rispon¬ 
dono,  che  sono  tanti,  quanti  gli  stessi  numeri,  perchè  ogni 
numero  ha  il  suo  rispettivo  quadrato.  Quante  sono  le  terze, 
le  quarte,  le  quinte  potenze  ecc.  dei  numeri  di  questa  medesima 
serie?  Tulli  rispondono,  sono  tanti,  quanti  sono  i  numeri  della 
medesima  ,  perchè  ogni  numero  è  suscettivo  di  tutte  queste  po¬ 
tenze.  Infiniti  dunque  sono  i  numeri  naturali  o  i  numeri  della 
serie  I.  2.  3.  4.  5.  ecc.,  infiniti  i  quadrati,  infiniti  i  cubi, 
le  quarte  potenze, ecc.,  ecc.;  e  inlanto  nei  primi  dieci  numeri 
i  quadrati  sono  tre  soli,  cioè  l'uno,  il  qualtro,  il  nove.  Nei 
primi  islessi  dieci  numeri,  i  cubi  sono  solamente  due,  cioè 
fi  uno  c  fi  otto;  ed  a  mano  mano  che  le  potenze  crescono,  più 
e  più  rade  sono  le  potenze  alle  in  una  data  scric  di  numeri 
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naturali.  Ma  i  numeri  naturali  sono  infiniti,  i  quadrati  infi¬ 
niti,  i  cubi  inGniti,  e  così  via  via  di  seguito;  dunque  nes¬ 
suno  di  questi  numeri  è  veramente  inGnito  ,  perchè  uno  è 
continuamente  maggiore  dell'altro,  ed  anzi  uno  è  incompara¬ 
bilmente  maggiore  dell'altro. 

86.  Queste  esorbitanze  si  fanno  anco  più  manifeste  se 
riflettiamo,  che  i  quadrali  4.  4.  9.  46.  25.  ecc.  dei  numeri 
naturali  4.  2.  3.  4.  5.  ecc.  possono  essi  esser  ritenuti  quali 
radici  dì  altri  quadrali;  come  pure  i  cubi  4.  8.  27.  64.  ecc. 
dei  numeri  naturali  4.  2.  5.  4.  ecc.  posson  esser  ritenuti , 
come  infatti  lo  sono  radici  di  altri  cubi;  e  cosi  dicasi  di 
tulle  le  altre  superiori  potenze  indefinitamente. 

Tutte  queste  dimostrative  considerazioni,  ponderate  bene 
addentro  presentano  innanzi  al  nostro  pensiero  un  campo 
cotanto  vasto  ed  illimitato,  che  non  vi  si  scorge  verun  con¬ 
fine,  e  nel  quale  ravvisiamo  ed  iscorgiamo  lina  moltitudine 
indefinita  di  infiniti  gli  uni  tulli  diversi  degli  altri,  e  gli  uni 
tutti  maggiori  degli  altri.  Ora  chi  mai  fondandosi  sopra  ragio¬ 
nevole  fondamento  ,  chi  mai  oserebbe  dichiarare  alcuno  di 
questi  infiniti,  veramente  infinito?  Non  è  egli  aperta  cosa, 
che  quando  l'animo  volesse  abbandonarsi  a  questa  inconclu¬ 
dente  maniera  di  pensare,  cioè  di  considerar  infiniti  tutti  i 
numeri  e  tulle  le  loro  potenze  relative ,  si  troverebbe  ncl- 
l’idenlica  posizione,  nella  quale  si  trova  un  uomo  collocalo 
in  mezzo  a  vastissimo  oceano,  il  quale  dal  suo  luogo  non 
iscorgcndo  verun  confine  del  mare  clic  lo  circonda  si  per¬ 
mettesse  ricavarne  la  illazione  illegittima ,  che  T  oceano 
manchi  di  confine,  o  meglio  che  sia  infinito;  e  ciò  per¬ 
chè  la  potenza  visiva  è  neH’impossibilità  di  scernere  al¬ 
cun  confine,  o  alcuna  limitazione?  In  fatti  come  al  naviga¬ 
tore  in  mezzo  all’oceano  sfuggono  tutti  i  confini  delle  acque, 
così  nella  regione  del  nostro  pensiero,  ed  in  quella  delle 
nostre  contemplazioni  razionali  si  nasconde  e  si  perde  la 
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nozione  del  finito,  e  perciò  solo  illudendosi  lo  si  considera 
quale  infinito. 

87.  E  per  continuare  ancora  ad  aggirarci  intorno  ad  os¬ 
servazioni  tutte  riguardanti  l’infinito,  osserviamo  pure,  clic 

1  \  i  i 

ponendo  i  - 1 - H - 1 - ec.  ec.,  all' infinito, 
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risulta  con  tutta  facilità,  che  la  unità  numerica  possa  conside¬ 
rarsi  come  risultante  da  una  infinità  di  parli  diverse  e  tutte  fi¬ 
nite  fino  airinfinito,  e  perciò  stando  all’universale  maniera  di 
pensare ,  1’  unità  numerica  si  potrebbe  appellare  e  ritenere 
come  infinitamente  grande,  stante  che  infiniti  finiti  si  riten¬ 
gono  formare  Y  infinito.  Ora  non  è  egli  evidente  cosa  die 
due  unità  presenteranno  per  questo  motivo  due  infiniti,  tre 
ne  daranno  tre,  e  cosi  via  via  di  seguilo;  onde  un  numero 
composto  di  indefinite  unità  darà  un  infinito  indefinitamente 
maggiore  di  un’altro?  Se  dunque  queste  induzioni,  che 
discendono  legittime  dalle  concesse  posizioni,  sono  induzioni 
affatto  prive  di  verità  ed  anzi  offendono  perfino  il  buon  senso, 
non  diventano  adunque  una  prova,  indiretta  bensì,  ma  con¬ 
vincentissima,  che  queste  maniere  di  idearsi,  o  di  concepire 
lo  infinito  sono  manchevoli  al  tutto,  ed  anco  ripiene  di  oscu¬ 
rità  ed  apertamente  inconcludenti  ? 

Di  qui  si  rende  palese,  che  la  serie  delle  diminuzioni 
proposte  da  Euclide  e  da  Archimede  le  quali  appunto  si 
fondano  sopra  nozioni  o  concetti  simili  a  questi,  di  poter  cioè 
pervenire  verso  l’infinito,  ed  a  questo  supremo  limite  alla 
minore  di  ogni  data ,  all*  evanescenza  ccc.,  queste  serie  di 
diminuzioni,  diciamo,  benché  in  apparenza  sostenute  da  un’im¬ 
ponente  apparalo  di  ragionamento,  tuttavia  sono  ripiene  di 
oscurità,  e  si  presentano  anco  inconcludenti  nelle  ultime  con¬ 
seguenze  che  se  ne  ricavano.  E  in  vero,  polendo  così  fatte 
diminuzioni  essere  indistintamente  praticale  sopra  gran- 


tlczze  indefinitamente  diverse,  anzi  le  une  incomparabilmente 
maggiori  delle  altre ,  e  conduccndo  alla  fin  fine  tulle  al 
medesimo  risultamelo  ,  o  alla  identica  finale  conclusione , 
non  è  manifesto ,  che  sono  in  esse  delle  oscurità  che  non 
sappiamo  rischiarare  ? 

88.  Volendo  per  altro  procurare  di  spiegare  1  origine  e 
la  genesi  di  queste  oscurità,  pare  sia  essa  riposta  nella  se¬ 
guente  equivocazione,  che  da  noi  si  commette  allorquando 
tentiamo  accostarci  all’infinito  od  allo  zero,  adoperando  Tau- 
mento  del  finito  o  l  impiccolimento  dello  stesso;  imperciocché 
questa  è  maniera  che  ha  fondo  e  pone  radice  nel  finito,  s’ag¬ 
gira  sempre  nel  regno  del  finito,  ed  è  sempre  sostenuta  dai 
soli  mezzi  e  proprietà  rispondenti  alla  natura  delle  grandezze 
finite;  dal  che  ne  conseguita  per  innegabile  illazione,  che 
anco  dopo  tutti  gli  sforzi  che  speculando  faremo  per  pro¬ 
cacciarsi  la  nozione  dell’  infinito  o  dell'  evanescente ,  con 
questi  mezzi  inetti  e  tutti  presi  a  prestito  dal  finito,  questi 
nostri  sforzi  non  ci  guideranno  ad  una  nozione  corrispon¬ 
dente  all'infinito  ;  del  quale  sebbene  non  ne  abbiamo  veruna 
adequata  cognizione,  tuttavia  comprendiamo  che  essa  deve 
esser  mollo  da  più  che  debordine  e  stato  del  finito.  La  qual 
ultima  proprietà  delTinfìnito  comparala  appunto  con  le  indu¬ 
zioni  procedenti  dal  finito,  e  tutte  tinte  dalla  stessa  pece  del 
finito,  si  manifesta  in  grande  disarmonia  anzi  in  tutta  scon¬ 
venienza  colla  natura  e  proprietà  del  finito  e  sue  derivazioni. 

89.  Sebbene  il  sin  qui  ragionalo  possa  esser  considerato 
in  gran  parte  sufficiente  a  farei  comprendere  quale  e  quanta 
sia  la  filosofia  che  esiste  in  queste  nozioni  che  i  geometri 
tentano  formarsi  dell'  infinito ,  e  coi  mezzi  da  essi  proposti 
ed  immaginali  per  arrivarvi ,  tuttavia  si  prega  il  benigno 
lettore  a  seguirci  ancor  per  poco  nell' intrapreso  cammino, 
od  a  ritornare  nuovamente  sopra  questo  oggetto  cotanto  deli¬ 
cato  e  superiore  alle  forze  umane* 
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Ripigliamo  in  considerazione  lo  scompartimento  indefi¬ 
nito  o  meglio  infinito  dell’  unita  numerica ,  scompartimento 
che  alla  buona  si  ritiene  come  espresso  dall  equazione  esposta 
al  num.  87.  Più  siaci  permesso  indicare  la  grandezza  detta 
e  ritenuta  minor  di  ogni  data  o  proposta  col  segno,  adesso 
generalmente  convenuto,  per  indicare  la  grandezza  infini- 
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tamenle  piccola,  il  qual  segno  è  —  ;  e  per  indicare  lo  iufi- 
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«ilo  siaci  dato  usare  del  segno  oc ,  sicché  si  dica  — gran- 

oc 

dezza  minor  di  ogni  data,  oc  e  grandezza  maggior  di  ogni  data. 

Ciò  presupposto,  supponiamo  una  grandezza  qualunque 
data  e  finita  in  diminuzione;  anzi  facciamo  die  già  sia  sot¬ 
toposta  a  diminuzione  la  stessa  unità  numerica ,  giacché  il 
ragionamento  è  lo  stesso,  e  la  conclusione  è  la  medesima.  Per 
maggiormente  rendere  le  nostre  considerazioni  adatte  ed  ap¬ 
propriale  alla  maniera  degli  antichi,  piglieremo  nell'incomin- 
ciamenlo  ed  in  seguito  nelle  nostre  diminuzioni  la  regola 
proposta  da  Euclide,  e  poco  più  poco  meno  in  massima  co¬ 
mune  ad  Archimede  e  ad  altri.  Col  primo  passo  adunque  di 
diminuzione  deirunilà,  noi  ne  piglieremo  la  metà  c  qualche 
cosa  di  più,  e  così  faremo  sempre  co!  primo,  col  secondo, 
e  con  tulli  i  successivi  residui. 

Ciò  inteso ,  incomincercmo  ad  esporre  la  serie  degli 
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impicciolimenli  dell*  unità  col  prenderne  di  essa  —  parti  ; 
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poi  un'altra  serie  col  prenderne  —  per  primo  passo; poi  — 
5  4  5; 

poi  —  ecc.  come  segue: 
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Tutte  queste  serie  rappresentanti  diversi  modi  di  scompar¬ 
timenti  della  stessa  unità,,  e  lutti  fondati  su  la  legge  euclidea, 
scompartimenti  conformi  pienamente  anco  alle  nozioni  di 
Archimede,  non  che  dei  moderni  geometri,  tutte  queste  serie, 
diciamo,  dalla  prima  all'ultima  tendono  con  grandissima  cele¬ 
rilà  a  presentare  un  esaurimento  per  parti  del  valore  dell’u¬ 
nità,  e  ad  avvicinare  all’esattezza  le  presenti  equazioni. 

Ora  quale  di  queste  serie,  deve  secondo  la  più  ovvia  si¬ 
gnificazione  arrivare  più  presto  alla  consunzione  deH’iinilà  ? 
Certamente  che  tutti  dobbiamo  convenire,  esser  quella  che 
procede  a  passi  più  grandi,  vale  a  dire,  quella  nella  quale 
i  termini  presentano  parti  più  grandi  deU'unità  medesima. 

Ammessa  questa  semplice  ed  apertissima  massima  si  vede 
e  con  tutta  facilità,  che  nell’ ultima  serie,  fino  dal  primo 
termine,  si  piglia  tutta  la  unità,  meno  unicamente  la  parie 
di  essa  che  si  ritiene  minor  di  ogni  data  o  proposta.  Tutte 
queste  serie  governate  da  una  stessa  legge  geometrica,  pro¬ 
gettala  ed  usala  da  Euclide  contengono  tulle  dei  termini  espri¬ 
menti  da  principio  parli  dell'unità  continuamente  maggiori, 
incominciando  dall’ullima  e  venendo  sino  alla  prima;  dunque 
è  di  tutta  evidenza,  che  le  successive  alla  prima  hanno  più 
rapido  progresso  verso  la  consunzione  dell'  unità.  Tuttavia 
stando  al  modo  di  parlare  degli  antichi  c  dei  moderni ,  ed 
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alle  dottrine  universalmente  professate,  tulle  queste  serie  e 
perfino  l’ullima  vanno  all'infinito  5  il  che  vuol  dire,  che  con¬ 
tengono  tutte  un’infinito  numero  di  termini  aventi  nella  loro 
riunione  lo  scopo  di  consumare  e  rappresentare  a  forza  di 
successive  continue  diminuzioni  lutto  il  valore  dell’  unilà. 
Dunque,  se  tutte  solamente  spinte  all'  infinito  raggiungono 
l'impiccolimento  della  unilà,  impiccolimenlo  voluto  perchè 
l’ultimo  residuo  sia  minor  di  ogni  data,  non  è  chiaro  che 
nulla  significa  e  nulla  ottiene  la  loro  diversa  forza  di  im¬ 
piccolire  la  unità?  Dunque  si  viene  ad  ammettere,  che  sia 
lo  stesso  prenderne  poca  parte,  0  gran  parte  dell'unità,  e 
che  procedere  a  passi  di  gigante,  0  spiccar  voli  d’aquila 
si  arrivi  nè  più  presto,  nè  più  lardi  alla  minor  di  ogni  data, 
di  quello  si  faccia  da  chi  procede  lentamente  a  passi  di 
lumaca  0  strisciando  come  rettile  sul  nudo  terreno. 

E  qui  non  vorrei  che  il  lettore  si  desse  a  credere,  che 
ragionando  a  questo  modo  si  proceda  un  poco  troppo  alla 
buona  e  si  faccia  mal  governo  della  legge  euclidea,  perchè 
chi  la  pensasse  cosi,  si  ingannerebbe  a  parlilo.  E  in  vero, 
ponga  di  grazia  attenzione  al  teorema  euclideo  antico ,  e 
dicami ,  se  annunciato  coni'  è  dal  suo  autore  in  modo  pie¬ 
namente  generale  e  con  espressioni  al  tutto  indeterminate 
ed  astratte,  non  debba  abbracciare  ed  effettivamente  abbracci, 
non  solo  le  serie  accennate,  ma  anco  infinite  altre  consimili  ? 
Se  adunque  l’estensione  illimitata  del  teorema  si  estende, 
ed  abbraccia  tutte  le  serie  di  diminuzione  per  quantunque 
Ira  di  loro  diverse  e  differenti  nella  loro  capacità  a  dimi¬ 
nuire  l'unità,  e  se  per  questa  differenza  delle  progressive 
diverse  diminuzioni  ci  troviamo  condotti  in  mezzo  a  delle 
incongruenze  ed  in  mezzo  alle  oscurità,  per  qual  motivo  non 
si  vorranno  rifondere  delle  gravi  dubitazioni  sul  principio  in 
discorso,  0  sul  contenuto  del  teorema ,  segnatamente  quale 
ci  viene  proposto  ? 
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90.  Io  invilo  i  filosofi  pensatori  ed  i  geometri  a  rischia¬ 
rare  lutti  questi  dubbii  ed  a  sbandire  queste  ineongruenze. 
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ci  da  per  posizione  ipotetica  arbitraria  1'  unità  eguale  a  sè 
stessa  meno  una  grandezza  minor  di  ogni  data  o  proposta; 
e  stando  al  principio  antico,  si  ha  l'unità  rigorosamente  eguale 
all’ unità,  perchè  queste  due  grandezze  o  queste  due  unità 
non  differiscono  tra  di  loro  che  per  una  minore  di  ogni 
data. 

Ma  si  dirà,  che  in  quest'ultima  serie  il  valor  del  primo 
termine  presenta  l’unità  intiera,  meno  una  parte  inassegna- 
bile,  che  è  zero  perciocché  questa  serie  suppone  quello  che 
si  lenta  rinvenire  con  le  altre;  io  convengo  che  in  questa 
tutto  è  supposto,  c  che  a  rigor  del  teorema,  questa  sarebbe 
esclusa;  e  l'averla  qui  voluta  riportare  non  fu  per  una  svista, 
ma  sibbenc  per  far  conoscere  e  porre  sott'occhio,  che  tutte 
le  altre  serie  abbracciate  dal  teorema  non  arrivano  mai  a 
questo  supremo  valore,  ma  per  volontaria  posizione  siamo 
sempre  astretti  a  supporlo.  In  fatti  in  questa  ultima  serie  tutto 
è  supposizione,  ma  supposizione  non  contraddiccele  ad  alcuno 
principio,  laddove  nelle  altre  serie  non  si  sa  ove  rinvenire 
questa  minor  di  ogni  data,  o  di  ogni  assegnabile.  Esse  sola¬ 
mente  ci  fanno  conoscere,  che  lutti  i  valori  dei  termini  delle 
diverse  serie  sono  fra  loro  diversi,  e  che  diversi  sono  anco 
lutti  gli  ultimi.  Eppure  gli  ultimi  dovrebbero  essere  tutti  per¬ 
fettamente  eguali  alla  minor  di  ogni  data,  e  quindi  eguali  fra 
di  loro.  E  perchè?  perchè  ove  ci  accostiamo  al  valore  minor 
d’ogni  data  e  al  valore  evanescenti^*  meglio  infinitamente 
piccolo,  ci  accostiamo  ad  una  nozione  per  noi  incomprcnsi- 
bile,e  vi  ci  si  accostiamo  con  mezzi  inetti,  e  con  serie  che 
non  sono  abbastanza  appropriale. 
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Miglior  partito  adunque  fia  quello  di  supporre  ipoteti¬ 
camente  questa  suprema  entità,  giacché  rinvenirla  per  veruna 
via  non  si  può.  La  minor  di  ogni  data,  o  di  ogni  assegna¬ 
bile  sia  dunque  d’ora  innanzi  del  tutto  supposta. 

91.  E  qui  sia  notato,  come  la  rettitudine  del  principio 
ipotetico  di  cui  parliamo  per  poter  esser  sostenuto  in  faccia 
alla  ragione,  deve  esser  enunciato  in  modo,  che  la  minor 
di  ogni  data  (la  quale  in  seguito  chiameremo  per  brevità  col 
nome  di  inassegnabile)  vi  sia  supposta  intieramente,  e  non 
vi  sia  posta  come  oggetto  da  rinvenirsi ,  e  nè  tampoco  da 
potersi  rinvenire,  tanto  con  metodo  alcuno  pratico,  quanto 
con  metodo  speculativo ,  poiché  a  rinvenire ,  od  a  potere 
rinvenire  questa  inassegnabile  non  esiste  alcuna  maniera  es¬ 
cogitabile. 

Dalla  necessità  nella  quale  ci  troviamo  di  dover  supporre 
questo  principio  o  questa  base  antica  e  di  doverlo  porre 
come  oggetto  puramente  ipotetico  ne  viene ,  ebe  come  tale 
non  può  mai  esser  applicato  a  veruna  dimostrazione  reale 
concreta,  se  prima  della  applicazione  non  ci  siamo  in  via 
di  realtà,  e  non  di  ipotesi  procacciata  questa  inassegnabile; 
altrimenti  ogni  dimostrazione  non  può  mai  passare  dallo  stato 
ipotetico  al  concreto  reale,  senza  che  concreta  e  reale  non 
sia  la  minor  d’ogni  data. 

Nè  si  pensi  che  le  dimostrazioni  geometriche,  tanto  arit¬ 
metiche  che  lineari  o  superficiali ,  ecc.,  siano  dimostrazioni 
astraile  generiche  in  modo  che  non  possano,  e  non  deb¬ 
bano  esser  considerale  come  concrete,  lo  che  sarebbe  un’al¬ 
tissimo  inganno;  giacché  siano  pur  esse,  e  generali  ed  as¬ 
trattissime,  tuttavia  le  loro  speciali  proprietà  sono  sempre 
quantità  c  grandezze  particolari  concrete  quantunque  ideali, 
e  puramente  ideali  e  razionali  :  imperciocché  sotto  la  denomi¬ 
nazione  concreta  sono  comprese  tutte  le  dimostrazioni  di  qual¬ 
sivoglia  proposizione,  problema,  lemma  o  teorema,  senza 
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alcuna  eccezione;  sonilo  clic  ogni  proposizione  sotto  qualun¬ 
que  nome  presenta  delle  verità  singolari  concrete. 

92.  Così  v.  g.  nei  ragionamenti  relativi  alle  proposizioni 
dimostrale  da  Euclide,  da  Archimede  e  da  altri,  ed  in  massima 
a  tutte  quelle  che  hanno  direttamente  o  indirettamente  appoggio 
nell'antico  principio  della  inassegnabile,  sia  poi  che  riguar¬ 
dino  il  rapporto  della  retta  con  la  curva  od  altro,  si  com¬ 
prende,  che  il  suddetto  principio  non  può  esser  applicalo  se 
non  in  via  ipotetica  quando  non  sia  dimostrato  esistere  questa 
inassegnabile  in  via  concreta  e  pratica;  onde  insino  a  lauto* 
clic  il  detto  principio  è  ipotetico,  ipotetica  cd  inconcludente 
in  concreto  caso  riesce  ogni  dimostrazione  particolare.  Perciò 
quando  noi  veggiamo  gli  antichi  in  queste  loro  indagini  e 
ricerche  far  uso  dell'ipoletico  principio  per  istahilire  c  deter¬ 
minare  delle  concrete  proprietà  possiam  sempre  ritenere,  che 
in  verità  non  fanno  altro,  che  abusare  dello  stesso  principio 
ed  illudersi. 

Questo  irragionevole  procedimento  di  dimostrazione  non 
conviene  però  attribuirlo  agli  antichi ,  perchè  essi  furono 
anzi  i  primi  a  cercare  di  evitare  questa  incongruenza  lo¬ 
gica,  in  quanto  che  credettero  poterlo  rinvenire  con  la  via 
delle  diminuzioni  e  quindi  di  procacciarsi  con  queste  una 
inassegnabile  teoretica  e  concreta  in  pari  tempo.  Il  sin  qui 
detto  però  manifesta  apertamente,  come  non  riuscirono  nel- 
1  intento  di  procacciarsi  questa  minor  di  ogni  data;  e  per¬ 
ciò  si  rende  manifesto,  come  le  loro  dimostrazioni  peccas¬ 
sero  non  in  rigor  di  logico  discorso,  ma  bensì  in  difetto  di 
sufficienti  ed  appropriale  basi. 

Altro  diletto  si  appalesa  pure  in  molle  dimostrazioni 
amiche  e  segnatamente  in  quelle  nelle  quali  essi  si  accinsero 
a  discoprire  il  rapporto  che  passa  Ira  la  retta  e  la  curva t 
poiché  qui,  oltre  la  difficoltà  di  rinvenire  la  inassegnabile, 
s’incontrarono  anco  in  un’altra,  di  supporre  cioè  un  rapporto 
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ira  srandezzo  non  solo  eterogenee  ma  di  natura  a  (Tallo 
diversa. 

93.  M  basta  a  lór  di  mezzo  tanta  e  sì  grande  sconve¬ 
nienza  di  idee,  che  rende  incerti  ed  oscuri  questi  pensamenti 
degli  amichi,  il  dire,  che  quando  essi  comparavano  la  retta 
alla  curva  ,  non  ponevano  direttamente  in  comparazione  la 
retta  alla  curva ,  ma  bensì  lo  spazio  compreso  dalle  rette, 
con  lo  spazio  contenuto  dalle  curve;  e  siccome  lo  spazio  è 
simile  a  sè  stesso,  ovvero  è  lutto  omogeneo  e  di  una  stessa 
natura ,  così  la  comparazione  può  aver  luogo  sotto  questo 
riguardo.  Perchè  primamente  non  è  vero  che  gli  antichi  in¬ 
tendessero  di  comparare  spazio  con  spazio,  atteso  che  Eu¬ 
clide  ed  Archimede  parlano,  e  si  occupano  molto  del  rap¬ 
porto  tra  il  diametro  v.  g.  ed  il  circolo  ,  il  che  vuol  dire 
espressamente,  che  tanto  in  queslo  caso,  come  nella  ri¬ 
cerca  delle  proprietà  di  altre  curve  per  parie  specialmente 
di  Archimede,  essi  avevano  di  mira  ed  effettivamente  com¬ 
paravano  linee  con  linee,  cioè  rette  con  curve. 

Poi,  lo  spazio  che  posson  chiudere  e  che  effettivamente 
chiudono  le  linee  retle,  è  spazio  per  noi  appieno  noto,  men¬ 
tre  airinvece  lo  spazio  che  posson  chiudere  ed  effettivamente 
chiudono  le  curve,  è  spazio  per  noi  ignoto  nella  sua  precisa 
quantità.  Dunque  sebbene  lo  spazio  sia  lutto  omogeneo  a  sè 
stesso,  e  perciò  di  natura  sua  sempre  comparabile  ad  un’al¬ 
tro  spazio,  tuttavia  ciò  non  può  mai  avverarsi  di  uno  spazio  nolo 
con  un  altro  spazio  ignoto.  Allorquando  dunque  gli  antichi 
geometri  tentano  comparare  lo  spazio  chiuso  dalle  rette  con 
quello  compreso  dalle  curve,  ragionano  male  perii  motivo, 
che  manca  sempre  ad  essi  il  verace  e  positivo  fondamento 
della  comparazione  ,  giacché  questo  fondamento  è  appunto 
riposto  necessariamente  nella  piena  cognizione  dei  due  sparii 
che  tra  di  loro  si  pongono  in  comparazione. 

94.  In  queslo  luogo  si  presenta  il  bisogno  di  sciogliere 
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un*  nitro  dubbio,  o  meglio,  rimane  da  assolvere  gli  antichi 
geometri  da  una  taccia ,  che  indirettamente  loro  si  farebbe 
con  il  discorso  tenuto  nel  paragrafo  precedente,  di  ritenere 
cioè,  che  essi  comparassero  lo  spazio  chiuso  da  rette  con 
quello  chiuso  da  curve;  perchè,  a  dire  la  verità,  essi  non 
meritano  questa  taccia.  Ed  in  vero  essi  comparavano  spazii 
chiusi  da  linee  rette  o  da  poligoni,  con  altri  spazii  parimenti 
chiusi  da  linee  rette  o  da  poligoni,  onde  tali  spazii  erano 
sempre  appieno  noti  e  perciò  effettivamente  comparabili; 
perchè  essi  assiepavano  le  curve ,  dentro  e  fuori  con  delle 
linee  rette  o  con  dei  poligoni,  e  commisurando  gli  spazii 
degli  inscritti  con  quelli  dei  circoscritti  si  sforzavano  dedurne 
lo  spazio  compreso  dalla  curva,  pensando  giustamente  che 

10  spazio  compreso  o  chiuso  dalla  curva  giacesse  tra  questi 
noli  spazii  dei  poligoni,  e  mediasse  tra  i  limili  degli  stessi 
loro  spazii.  Ma  si  deve  osservare,  che  in  questa  loro  maniera 
di  accostarsi  alla  cognizione  del  quantitativo  dello  spazio 
chiuso  dalla  curva  si  appalesa  un’altro  difetto  del  metodo 
antico,  ancor  esso  capace  a  far  vedere,  che  essi  si  ponevano 
sopra  una  via  la  quale  non  era  sicuramente  via  di  rigore  , 
c  che  perciò  non  poteva  mai  guidarli  a  rigorosa  determina¬ 
zione  dello  spazio  curvilineo. 

95.  E  in  vero,  si  deve  considerare,  che  questo  loro  metodo 
di  cercare,  cioè  di  conoscere  lo  spazio  chiuso  da  una  curva, 
coH’avvicinarlo  agli  spazii  noti  dei  poligoni  interni  ed  esterni, 
non  riusciva  ad  altro  clic  ad  un  metodo  di  approssimazione; 
imperciocché  anco  nella  più  favorevole  ipotesi,  in  quella  cioè,  che 

11  valor  dello  spazio  compreso  dal  poligono  interno  riesca  poco 
diverso  dallo  spazio  del  poligono  esterno,  e  quindi  si  abbiano 
in  questo  caso  due  spazii  nel  loro  valore  assai  vicini  all’e¬ 
guaglianza,  tuttavia  il  darsi  a  credere  di  abbattersi  per  que¬ 
sto  nello  spazio  misuralo  dalla  curva  ,  e  ciò  col  prenderne 
un  valor  medio  ,  o  uno  spazio  medio  tra  i  due  spazii  noti 


tiri  poligoni ,  questo  è  metodo  die  assolutamente  manca  di 
verace  rigore;  difalli  ninno  può  dire,  nò  stabilire^  che  la 
curva  chiusa  in  mezzo  dai  due  poligoni  inlerno  uno  ed  esterno 
labro,  occupi  precisamente  il  corso  di  mezzo  Ira  i  due  poli¬ 
goni  che  la  comprendono ,  e  mancando  di  quesla  necessa¬ 
ria  cognizione  o  condizione,  manchiamo  di  ogni  rigor  dimo¬ 
strativo  in  tale  sorta  di  ricerche. 

Di  piu  ci  convien  pensare,  che  le  periferie  dei  poligoni 
stanno  tra  di  loro  come  i  quadrati  dei  loro  diametri  (ciò  che 
elegantemente  vediamo  dimostrato  da  Euclide,  prop.  4.a  lib.  40, 
de'suoi  preziosi  elementi),  la  qual  circostanza  o  verità  ci  fa 
conoscere,  che  il  pigliamo  una  media  tra  le  superficie  dei  due 
poligoni,  non  è  metodo  geometrico  adatto  a  rinvenire  rigo¬ 
rosamente  nemmeno  il  valore  del  poligono  medio,  il  quale 
abbia  precisamente  una  periferia  media  o  equidistante  dai 
limiti  o  poligoni  di  comparazione.  Dunque  il  voler  tentare 
di  cogliere  il  valor  della  periferia  curvilinea  (e  qui  si  tratta 
di  coglierlo  con  rigore)  col  far  uso  di  un  mezzo  che  non  e 
capace  ne  atto  a  determinare  con  rigore  neppure  la  periferia 
media  di  un  poligono  rettilineo,  appalesa  un  procedimento 
di  dimostrazione  assai  lontano  dal  pieno  verace  rigore  dimo¬ 
strativo,  ed  anche  in  sè  stesso  difettoso. 

Finalmente  convien  pensare ,  che  tanto  nell'  antica  mate¬ 
matica,  quanto  nella  moderna,  la  natura  della  curva  non  è 
mai  stala  nemmeno  definita,  e  forse  non  Io  può  essere  con 
precisione,  c  che  non  la  si  distingue  dalla  retta  se  non  per¬ 
chè  procede  innanzi  o  si  distende  la  curva  nel  di  lei  corso 
fuori  deirandamcnlo  della  retta,  qualunque  poi  sia  il  grado 
del  di  lei  discoslamenlo  che  segue  al  di  fuori  della  retta 
medesima.  Euclide  parlando  della  linea  circolare  dice  nella 
45.a  definizione:  n:  il  cerchio  è  una  figura  piana  contenuta 
da  una  linea  che  si  chiama  circonferenza,  alla  quale  quante 
linee  rette  pervengono  tirale  da  un  punto  che  è  dentro  la 


figura  sono  tutte  fra  loro  eguali  zr.  In  tulio  il  lib.  3.°  degfi 
Elementi  ove  traila  dei  ccrclij,  non  dà  ninna  definizione  della 
linea  circolare  o  curvilinea.  Lo  stesso  dicasi  del  lib.  IO.0  e  43.° 
degli  stessi  Elementi. 

96.  Essendoci  proposti  in  questo  capo  di  tener  ragiona¬ 
mento  dell'infinito  matematico,  potrà  apparire,  che  con  que¬ 
ste  ultime  considerazioni  ce  ne  siamo  scostali;  tuttavia  sguar¬ 
dando  per  entro  alla  natura  di  queste  speculazioni,  le  quali 
tendono  a  far  conoscere  melodi  di  indefinita  o  infinita  ap¬ 
prossimazione,  e  mirano  a  discoprire  i  rapporti  della  retta  con 
la  curva,  rapporti  che  non  si  possono  ben  precisare  per  la 
infinita  distanza  ove  son  riposti,  facilmente  si  conoscerà, 
che  continuamente  ci  siamo  aggirali  intorno  a  nozioni  riguar¬ 
danti  l'infinito. 

Il  continuo  dà  vita  all'infinita  divisibilità  delle  grandezze; 
questa  divisibilità  tende  direttamente  a  guidarci  ai  supremi 
costitutivi  della  grandezza  medesima;  ma  questi  costitutivi 
come  quelli  che  dipendono  dall’infinita  divisibilità  si  presen¬ 
tano  a  noi  come  collocali  ad  infinita  distanza.  I  mezzi,  c  pra¬ 
tici  e  razionali  che  sono  in  nostro  potere,  non  valgono  a  con¬ 
durci  a  questa  ultima  distanza;  perchè  la  stessa  infinita  divi¬ 
sibilità  che  traduce  l'animo  nostro  su  una  via  interminabile, 
lo  abbandona  in  sull' intrapreso  cammino,  c  con  in  mano 
mezzi  insudicienti  a  lutto  percorrerlo.  Quale  è  adunque  la  no¬ 
zione  che  noi  ci  possiamo  procurare  dell’infinito,  della  minor 
di  ogni  data  e  della  infinitamente  piccola  grandezza  ?  Chi 
mai  può  additarci  con  precisione  quale  essa  sia  ?  Questa 
nozione  è  per  noi  come  in  fondo  ad  un’abisso  profondissimo 
del  quale  siamo  impossibilitali  a  scandagliarne  tutta  la  pro¬ 
fondità  e  tutta  la  sua  estensione.  Che  cosa  ci  rimane  adunque  a 
fare  ?  Senza  rispondere  a  quesl'ullima  dimanda,  vediamo  cosa 
fa  la  nostra  intelligenza  irrequieta  e  mal  sofferente  rispetto 
a  questo  insuperabile  ostacolo.  Essa  si  libra  sulle  ali  del  suo 
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pensiero,  e  sorvola,  o  almeno  suppone  di  aver  sorvolato  que¬ 
sto  insuperabile  abisso,  e  trasportatasi  al  di  là  di  esso,  almeno 
in  via  ipotetica,  la  nostra  intelligente  attività, dimanda  a  sè 
stessa,  quale  idea  mi  sarei  io  formala  della  infinita  divisi¬ 
bilità  e  dell' infinito,  se  avessi  potuto  arrivare  a  questi  og¬ 
getti  cotanto  lontani?  Ma  anco  dopo  sì  ardila  supposizione, 
può  essa  arrivare  poi  a  formarsi  un'idea  di  queste  inacces¬ 
sibili  nozioni?  No  certamente.  Che  fa  ella  dunque?  Po¬ 
stasi  una  volta  in  sulla  via  delle  ipotesi,  in  via  parimenti 
ipotetica,  e  più  che  essa  sa  immaginare  al  vero  consentanea, 
ne  deduce  per  approssimazione  quelle  induzioni  che  scen¬ 
derebbero  rigorose  e  legittime  quando  avesse  di  queste  inaces- 
sibili  nozioni  un’idea  verace  ed  adequata.  Questo  è  l'unico 
mezzo  che  sia  in  di  lei  mano;  questa  è  l'unica  via  che  resta 
aperta  alla  nostra  attività  dopo  i  più  ardili  sforzi  che  ha 
saputo  tentare. 

L'infinito  si  ammetta,  come  meglio  si  può  conoscerlo,  e 
lo  si  ritenga  in  via  ipotetica;  la  minor  di  ogni  data  si  am¬ 
metta  in  via  ipotetica,  e  quale  alla  meglio  si  può  concepire. 
In  via  ipotetica  la  si  ritenga  anco  eguale  allo  zero,  in  con¬ 
fronto  della  grandezza  finita. 

E  così  entrato  l’animo,  seguendo  la  sua  irrequieta  in¬ 
telligente  attivitp,  nel  mondo  delle  ipotesi,  spazii  a  suo  talento 
liberamente  per  esso.  Noi  ritorneremo  in  progresso  sopra  la 
considerazione  della  filosofia  che  si  ritrova  in  queste  insigni 
ipotesi. 

97.  Se  qualcheduno  non  avesse  presenti  i  principii  c  le 
dottrine  usate  da  Archimede  nelle  sue  ammirabili  opere  a 
noi  pervenute,  potrà  forse  dubitare  che  il  nostro  dire  risguardi 
più  presto  le  dottrine  di  Euclide  anzi  che  quelle  di  Archi- 
mede.  Perciò  crediamo  ben  fatto  di  qui  arrecare  un  cenno 
dei  principii  di  questo  sommo,  c  con  sufficiente  latitudine,  a 
fine  di  poter  far  conoscere,  che  li  ragionamenti  da  noi  ado- 
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pernii,  comprendono  tanto  le  dottrine  euclidee  qnanlo  quelle 
di  Archimede. 

98.  Archimede  adunque  nella  sua  prima  proposizione  dice: 
zr  La  linea  reità  è  la  più  corta  di  tulle  quelle  che  si  pos- 
son  condurre  a  due  estremità  zz. 

99.  Nella  proposizione  terza  scrive  :  ~  Due  quantità  ine¬ 
guali  essendo  date,  è  possibile  di  ritrovare  due  rette  ineguali 
delle  quali  la  ragione  della  più  grande  alla  più  piccola 
sia  minore  della  ragione  della  più  grande  quantità  alla  più 
piccola  zzr. 

100.  Nella  proposizione  quarta,  pone:  —  Due  quantità 
ineguali  ed  un  circolo  essendo  dati,  è  possibile  di  inscrivere 
un  poligono  in  questo  circolo,  e  di  circoscriverne  un’altro 
di  maniera,  che  la  ragione  del  lato  del  poligono  circoscrillo 
al  lato  del  poligono  inscritto  sia  minore  della  ragione  della 
più  grande  quantità  alla  più  piccola  — 

Nella  proposizione  quinta,  soggiunge:  —  Due  quantità 
ineguali  ed  un  settore  essendo  dati,  è  possibile  di  circoscri¬ 
vere  un  poligono  a  questo  settore  ,  e  di  inscrivergliene  un 
altro  di  modo  che  la  ragione  del  lato  del  poligono  inscritto 
sia  minore  della  ragione  della  più  grande  quantità  alla  più 
piccola  — . 

401.  Proposizione  sesta:  —  Un  circolo  e  due  quantità 
ineguali  essendo  date,  circoscrivere  a  questo  circolo  un  poli¬ 
gono  e  inscrivergliene  un' altro,  di  maniera  che  la  ragione 
del  poligono  circoscritto  al  poligono  inscritto  sia  minore  della 
ragione  dalla  più  grande  quantità  alla  più  piccola  zz. 

Proposizione  settima:  —  Bisogna  dimostrare  che  dati,  un 
circolo  ed  un  settore  e  una  superficie,  si  può  circoscrivere 
a  questo  circolo,  a  questo  settore  un  poligono  di  modo  che 
la  somma  dei  segmenti  del  poligono  circoscritto  sia  minore 
della  superficie  data.  Mi  sarà  permesso  di  applicare  al  set¬ 
tore  ciò  che  ho  detto  del  circolo—. 
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P  K  I  N  C  I  V  1  I  . 


402.  Principio  primo  :  zz  Due  linee  che  sono  in  un  piano, 
e  che  hanno  le  medesime  estremila  ,  sono  ineguali  quando 
l’una  e  l’altra  sono  concave  dalla  medesima  parte,  e  che 
una  è  compresa  tutta  intiera  dall’altra,  e  dalla  retta  che  ha 
le  medesime  estremità  di  quest’ altra;  ovvero  quando  una 
non  è  compresa  che  in  parte,  e  che  il  resto  è  commune  ; 
la  linea  compresa  è  la  più  corta  — . 

Principio  secondo:—  Quando  due  superficie  hanno  lo 
stesso  limite  in  un  piano,  la  superficie  piana  è  la  più  corta  — . 

Principio  terzo  :  =  Due  superficie  che  hanno  i  medesi¬ 
mi  limiti  in  un  piano  sono  ineguali  quando  esse  sono  l’una 
e  l'altra  concave  dalla  medesima  parte,  e  che  runa  è  com¬ 
presa  tutta  intiera  dall'allra  e  dal  piano  che  ha  i  medesimi 
limili  di  quest’ altra;  ovvero  quando  una  non  è  compresa 
che  in  parte,  e  che  il  resto  sia  commune,  la  superficie  com¬ 
presa  è  la  più  piccola  — . 

103.  Peyrard  nella  sua  pregiatissima  versione  falla  in  lin¬ 
gua  francese  di  tutte  le  opere  d’Archimede,  dice  Egli  c 
col  mezzo  di  questi  tre  principi!  (de’  quali  nessuno  sino  ad 
Archimede  aveva  fatto  uso)  che  questo  geometra  dì  Siracusa 
fece  fare  alla  geometria  degli  avanzamenti  dei  quali  la  anti¬ 
chità  rimase  sorpresa  e  stupefatta,  e  che  anco  al  presente 
riescono  di  ammirazione.  Senza  questi  tre  principii  gli  sarebbe 
stato  impossibile  fare  alcuna  scoperta  sublime,  a  meno  che 
non  avesse  ricorso  alla  considerazione  dell’  infinito  :  vale  a 
dire,  a  meno  che  esso  non  avesse  considerato  una  curva  come 
l’unione  di  un’infinità  di  linee  rette,  ed  un  solido  di  rivo¬ 
luzione,  come  un  poliedro  terminalo  da  una  infinità  di  super¬ 
ficie  piane,  o  come  essendo  un’unione  di  un’ infinità  di  tron¬ 
chi  di  coni  — . 
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Ma  gli  antichi  erano  alieni  dall'  ammcltere  simili  sup¬ 
posizioni,  e  anco  ai  nostri  tempi  si  incomincia  a  non  voler 
più  ammettere  consimili  considerazioni  almeno  negli  clementi 
delle  matematiche.  Archimede  non  si  è  data  briga  di  dimo¬ 
strare  i  tre  principii  dei  quali  ha  fallo  uso,  perchè  è  im¬ 
possibile  il  dimostrarli,  quando  non  si  voglia  adoperare  la 
considerazione  dell’infinito. 

Eutochio  e  molti  altri  geometri  lo  han  tentato  invano. 

Facendo  uso  della  considerazione  dell’  infinito  ci  con¬ 
tentiamo  di  dire  :  circoscriviamo  al  circolo  un  poligono  rego¬ 
lare  di  un'infinità  di  Iati;  questo  poligono  sarà  eguale  ad 
un  triangolo  rettangolo  di  cui  uno  dei  lati  dell'angolo  retto 
sarà  eguale  al  raggio,  e  di  cui  V  altro  sarà  eguale  al  con¬ 
torno  di  questo  poligono.  Ma  un  poligono  regolare  di  un’in- 
finità  di  Iati  circoscritto  ad  un  cerchio  è  eguale  a  questo 
cerchio  ;  dunque  il  cerchio  è  eguale  al  triangolo.  Questa  di¬ 
mostrazione  è  semplice  e  facile.  Ma  è  essa  senza  replica? 
soddisfa  al  nostro  intendimento  ?  No  certamente.  Questa  se¬ 
conda  maniera  è  fondata  sopra  questo  principio:  zz  Due  quan¬ 
tità  che  non  differiscono  che  infinitamente  poco  una  dall’aUra, 
sono  eguali  fra  di  loro  zz.  Il  nostro  intendimento  mal  si  presta 
a  questo  principio,  e  gli  riesce  impossibile  riconoscere,  clic 
due  cose  siano  eguali,  intanto  che  una  è  più  grande  dell' altra. 
Ella  vede  che  un  circolo  non  potrebbe  esser  eguale  ad  un 
poligono  che  gli  è  inscritto,  o  circoscritto  zz. 

•104.  Meditando  intentamente  sopra  le  proposizioni  ed  i 
principii  qui  ricordali  veniamo  facilmente  a  conoscere,  che 
le  proposizioni  sono  tutte  dirette  a  preparare  la  via  a  poter 
considerare  eguali  tra  di  loro  quelle  grandezze,  la  differenza 
delle  quali  può  sempre  esser  ridotta  ad  essere  minore  di 
ogni  data  o  proposta,  come  appunto  dice  potersi  sempre  fare 
di  tutte  quelle  che  egli  si  pone  a  considerare  nelle  sue  pro¬ 
posizioni  medesime ,  le  quali  non  avendo  mai  alcun  valore 
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concreto  e  fisso,  ma  anzi  avendone  uno  sempre  aU’in  tutto 
indeterminato ,  si  prestano  perciò  a  tutti  i  contingibili  stali 
dei  diversi  valori  della  grandezza,  e  quindi  a  poter  stabilire, 
che  di  qualunque  proposta  grandezza  la  quale  presenti  una 
data  differenza  comparala  che  sia  ad  un  altra  minore  se  ne 
possono  sempre  assegnare  due  altre,  delle  quali  la  differenza 
o  la  ragione  loro  sia  minore.  Per  lo  che  si  appalesa  mani¬ 
festamente,  che  tutte  queste  proposizioni  conducono  e  si 
appoggiano  nè  più  nè  meno,  nelle  dottrine  euclidee,  al  prin¬ 
cipio  ricordato  num.  46,  cioè  che  due  grandezze  sono  tra  di 
loro  eguali  quando  non  differiscono  che  di  una  quantità  minore 
di  ogni  data. 

405.  I  principii  poi  si  appoggiano  lutti  sopra  la  propo¬ 
sizione  prima,  cioè  che  la  linea  retta  è  la  più  breve  di  tutte 
quelle  che  si  possono  condurre  a  congiungere  due  punti,  o 
due  limiti  dati.  Egli  è  dunque  fuor  d’ogni  dubitazione,  che 
anco  le  dottrine  fondamentali  di  Archimede  intieramente  si 
rifondono  sopra  i  pensamenti  degli  altri  e  segnatamente  di 
Euclide;  quindi  è  cosa  per  sè  manifesta,  che  le  osservazioni 
falle  sinora  ,  e  tendenti  a  dimostrare  il  valor  dei  principii 
di  quest’ultimo,  coi  debili  riguardi  sono  pienamente  appli¬ 
cabili  ai  fondamentali  principiidei  siracusano.  Questo  sommo 
geometra  però  si  presenta  più  riserbato  e  circospetto  neH'an- 
nunziare  queste  sue  prodromo  nozioni,  perchè  usa  della  pa¬ 
rola  è  possibile,  laddove  Euclide  parla  più  positivamente  e 
dice  si  può,  quasi  alluda  ad  una  realtà  di  fatto,  forse  anco 
in  pratica  effettivamente  eseguibile. 

Il  tenue  guadagno  però  che  si  appalesa  nelle  posizioni  di 
Archimede  svanisce  completamente  ogni  qual  volta  si  viene 
a  qualche  concreta  dimostrazione,  poiché  in  allora  la  voce 
è  possibile  deve  tramutarsi  in  un  bel  si  può  reale  ed  effet¬ 
tivo,  altrimenti  la  dimostrazione  non  può  mai  esser  rigorosa, 
ed  in  vera  logica  fondata. 
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106.  Il  celebre  storico  delle  matematiche,  Monlucla,  quando 
riferisce  il  metodo  tenuto  dai  geometri  moderni  (benché  tal 
metodo  si  ritrova  in  molla  parie  anco  in  Euclide),  quello  cioè 
di  considerare  il  circolo  e  le  altre  curve,  non  che  la  superfìcie 
ed  i  solidi,  il  primo  come  un  aggregalo  di  lati  rettilinei  in¬ 
finitamente  piccoli,  le  seconde  come  risultanti  da  linee  pa¬ 
rafile,  e  li  terzi  da  piani,  o  superficie  sottilissime,  dice: 
=  È  un  introdurre  negli  elementi  di  uua  scienza,  della  quale 
i  principi!  debbon  essere  infinitamente  ciliari ,  una  nozione 
oscura  ,  o  per  lo  meno  sottoposta  a  mille  quislioni  metafi¬ 
siche  più  o  men  fondale.  Queste  espressioni  di  infinitamente 
piccoli,  di  poligoni  risultanti  da  una  infinità  di  lati,  ecc.  ccc., 
non  sono  che  maniere  abbreviate  di  ragionare,  inventale  per 
evitare  un  lungo  ragionamento?  necessario  però  se  si  vuol 
convincere  forzatamente  uno  spirilo  cavilloso  ~ 

107.  Questi  pensamenti  del  citato  celebre  storico  si  presen¬ 
tano  assai  poco  consoni  alla  verace  filosofia,  perchè  tendereb¬ 
bero  a  far  credere,  che  gli  infinitesimi  ed  il  loro  uso  servano  so¬ 
lamente  ad  abbreviare  il  ragionamento,  come  pure  i  calcoli 
degl'  infinitesimi  non  giovino  che  allo  stesso  scopo  della 
espeditezza  dimostrativa,  insinuando  epressamente  il  pensiero, 
che  con  lungo  e  penoso  ragionamento  si  possa  sempre  dimo¬ 
strare,  e  forse  con  più  di  rigore  tutte  le  proposizioni  e  lutti  i 
problemi,  che  si  dimostrano  coi  principii  degli  infinitesimi,  o 
col  calcolo  detto  differenziale.  Ora  questo  pensamento  di 
Monlucla  è  un  vero  abbaglio,  e  nel  progresso  di  questa  filo¬ 
sofia  matematica  si  vedrà  quanto  un  tal  pensiero  sia  lontano 
dal  vero. 

408.  Ma  ritornando  col  nostro  dire  ai  geometri  antichi 
convien  confessare,  che  le  dimostrazioni  loro  fondale  sopra 
gli  accennali  principii  (prescindendo  dal  diletto  sopra  ricor¬ 
dalo,  e  che  sarà  più  manifesto  in  progresso)  e  segnata- 
mente  quelle  dell'  incomparabile  Archimede  sono  bellissime 
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c  commcndevolissiine,  anzi  ammirabili  per  esattezza  di  indu¬ 
zioni,  per  la  perspicacia  di  ingegno  con  cui  sono  guidate  a 
compimento.  La  ammirazione  dei  dotti  è  stala  portala  a  si 
allo  grado,  che  diversi  di  essi  c  di  grande  fama  hanno  pen¬ 
salo,  che  il  siracusano  abbia  dato  queste  dimostrazioni  geo¬ 
metriche  sollo  di  un'  aspetto  diverso  da  quello  dal  quale 
egli  era  stato  guidalo  al  loro  ritrovamento;  anzi  ritengono 
che  altrettanto  debba  ritenersi  anco  per  riguardo  a  molte 
dimostrazioni  di  altri  grandi  geometri. 

Roberto  Simson,  chiaro  traduttore  dei  due  libri  di  Àpol- 
louio,  che  trattano  dei  luoghi  piani,  è  di  parere,  che  gli  an¬ 
tichi  conoscessero  l’ analisi  algebrica ,  e  che  di  questa  si 
siano  servili  nel  fare  le  loro  grandiose  scoperte  (e  ciò  spe- 
cialmeute  intorno  le  sezioni  coniche)  e  che  essi  abbiano  sop¬ 
pressa  al  pubblico  e  tacciula  allo  stesso  quest’  arte  onni¬ 
potente  per  dare  del  maraviglioso  ai  loro  trovati.  E  tale 
suo  parere  lo  pone  in  bocca  ai  geometri  del  suo  tempo  scri¬ 
vendo  :  ~  Recentiores  postquam  veterum  in  theoremalum  et 
problemalum  demonstrationibus  et  construclionibus  perspe- 
cuitatem  et  elegantoni  cognoverunl,  recte  quidem  concluse- 
ru ut,  arlcm  analylicam  mognopere  ab  iis  excultam  et  pro- 
molam  fuissc  ;  veteres  autem  arlem  liane  seduto  occuluisse 
recenliorum  multi  non  inepte  omnino  asseruerunt  Cias¬ 
cune  1749. 

409.  Franciscus  Sehooten  in  traclalu  suo  de  concinnandis 
demonstrationibus ,  Àmstelodami,  anno  1G04 ,  impresso  de 
geometris  veteribus  ila  scribit  :  rr  Id  unicc  sluduisse  viden- 
lur,  quo  sua  inventa,  eorumque  demonstraliones  posici is  ma- 
jori  admiralioni  forenl,  ut  modum  quo  ea  ipsa  invenerint , 
ac  demonstrationibus  munierint ,  prorsus  supprimerent  et 
absconderent. 

Et  Petrus  Sehooten  frater  Francisci  suam  senlcntiam 
sic  exprimit  :  —  Nequc  Franciscus  dubilabat  quia  pleraque 
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omnia  iju m  vseteribus  lanlum  gloria;  peperissenl  analyseos 
ope  et  beneficio  reperla  essenl:  sed  qua;  illi,  ul  invenlorum 
major  admiralio  forel,  dissimulato  hoc  artificio  et  suppresso, 
vulgari  lanlum  synlheseos  forma  exibuissenl.  Sed  cum  ve- 
lerum  dissimulalione  factum  viderel  hunc  analyticae  methodi 
praestantem  usum  non  modo  a  mullis  ignoraci  et  negligi , 
sed  ipsam  ejus  certi ludincm  ac  evidentiam  a  nonnullls  su- 
speclam  haberi,  atque  adco  soli  synlliesi  miserando  labore 
inhcercrctur,  consultum  judicavilzr. 

Nonio  è  parimenti  di  questo  parere  ,  come  si  conosce 
da  quanto  scrive  :  zn  Quam  bene  foret  si  qui  in  scientiis 
mathcmaticis  scripserunt  auctores,  scripta  reliquissenl  inventa 
sua  eadem  metliodo.  et  per  eosdem  discursus  ,  quibus  ipsi 
in  ea  primum  inciderunt . . .  ncque  pulandum  est  plurimas 
Euclidis  et  Archimedis  propositiones  fuisse  ab  iis  ca  via 
invenlas  qua  nobis  illi  ipsas  Iradiderunt 

410.  Qual  che  sia  il  peso  che  meritano  queste  opinioni 
di  uomini  per  il  loro  vasto  e  profondo  saper  matematico 
assai  rispettabili,  quello  che  è  certo  si  è,  che  esse  confer¬ 
mano  l’alta  opinione  che  questi  dotti  avevano  della  sagacilà 
e  profondità  del  sapere  degli  antichi  geometri.  Ciò  che  qui 
merita  di  esser  precipuamente  notalo  si  è,  che  la  filosofia 
dei  principii  adoperali  ò  una  e  sempre  la  stessa,  sia  poi  clic 
per  questi  loro  trovali  abbiano  fatto  uso  della  sintesi  geo¬ 
metrica  o  dell'analisi  algebrica.  Nel  progresso  si  vedrà  che 
la  filosofia  degli  antichi  non  era  però  gran  fallo  diversa  in 
molle  parli  da  quella  dei  principii  nuovi ,  sopra  dei  quali 
si  fonda  il  calcolo  differenziale  o  calcolo  sublime,  eccetto 
che  i  principii  nuovi,  suppongono  intieramente  la  infinitesima, 
e  sono  appoggiati  a  più  precise  e  determinale  nozioni. 

441.  Si  deve  ancora  notare,  che  Archimede  nelle  sue  dimo¬ 
strazioni  ha  fatto  uso  del  metodo  delle  esauslioni  e  dei  limiti, 
il  qual  metodo  poi  venne  dai  posteri  illustralo ,  adoperalo 
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e  tenuto  in  grande  estimazione;  e  l’ultimo  specialmente  è 
divenuto  per  lungo  tempo  cd  è  anco  di  presente  quasi  metodo 
di  moda  per  una  gran  parte  di  rinomatissimi  geometri.  Noi 
ne  tratteremo  in  progresso  di  quest  opera,  ed  assai  diffusa- 
mente. 

442.  Per  anticipare  qui  un  motto  di  prova  che  Archimede 
sia  il  verace  inventore  di  questi  due  metodi,  osserveremo, 
che  quando  egli  inscriveva  e  circoscriveva  dei  poligoni  ai 
circoli  e  moltiplicava  i  lati  di  questi  poligoni  indefinitamente, 
veniva  a  stringere  ed  a  serrare  questi  ultimi  addosso  ai  cir¬ 
coli  ,  e  ad  accostare  le  rispettive  superfìcie  dei  poligoni  co¬ 
tanto  a  quelle  che  eran  chiuse  o  contenute  dai  circoli,  che 
apertamente  mirava  a  due  cose;  cioè  con  una  si  riduceva 
a  considerare  il  circolo  qual  limite  del  poligono  esterno  che 
continuamente  si  accostava  al  circolo  diminuendo  di  periferia 
e  di  superficie  a  mano  che  i  suoi  lati  andavano  crescendo, 
e  Io  stesso  circolo  qual  limite  anco  del  poligono  interno  il 
quale  pure  col  moltiplicare  i  suoi  lati,  s'accostava  al  circolo 
tanto  nella  sua  periferia  quanto  nella  sua  superfìcie ,  senza 
però  che  nè  l’interno,  nè  Y  esterno  potessero  mai  pareggiare 
rigorosamente  il  circolo  medesimo.  Ecco  adunque  come  in 
teorica  ed  in  pratica  dava  vita  o  creava  questo  metodo  dei 
limili.  Con  la  seconda  presentava  una  nuova  risorsa  di 
comparare  le  grandezze  tra  di  loro  quando  la  loro  preesi¬ 
stente  differenza  finita  era  sottoposta  all'esaurimento  o  me¬ 
glio  alla  consunzione  ;  nel  quaf  ultimo  punto  di  veduta  intel¬ 
lettuale  consiste  appunto  il  metodo  appellato  di  esauslione. 

445.  Sino  a  che  però  gli  antichi  considerarono  le  gran¬ 
dezze  minori  di  tulle  le  date,  e  sino  a  che  Archimede  col 
metodo  dei  limiti  supponeva  la  grandezza  o  differenza  finita 
impiccolita  al  punto  da  esser  divenuta  minor  di  ogni  data, 
o  assegnabile,  era  sempre  possibile  il  concepire,  che  risa¬ 
lendo  da  questo  supremo  stalo,  ritornando  su  tutti  i  passi 
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che  sei  \ ito  avevano  all’impiccolimeuto  m  discorso,  era,  dico, 
possibile  ritornare  precisamente  alla  grandezza  finita  clic  era 
stala  sottoposta  airimpiccolimento  di  cui  si  parla. 

Ma  quando  nel  metodo  delle  csauslionir  questo  residuo 
di  grandezza  se  lo  voglia  considerare  di  un  valore  evane¬ 
scente  e  rigorosamente  nullo,  appare  clic  manchi  pienamente 
il  poter  da  questo  stato  di  nullità  incominciare  il  primo  passo 
per  ritornare  risalendo  a  ricomporre  la  grandezza  finita. 

Questi  due  melodi  però, non  elicgli  elevati  concetti  sopra 
dei  quali  si  fondavano,  contenevano  sublimi  nozioni,  perchè 
mostravano  la  grandezza  come  risolubile  in  infinite  parti  di¬ 
sino  a  quelle  che  riuscivano  minori  di  :utle  le  assegnale,  quindi 
si  veniva  con  questo  modo  ad  ammettere  nella  grandezza 
finita  il  carattere  o  la  qualità  di  essere  cioè  un  risullamcnlo, 
o  un  cumulo  indefinito  di  supremi  clementi  generatori  di 
essa. 

Queste  alte  speculazioni  promovevano  non  poco  la  scienza 
geometrica,  ma  nelle  mani  degli  antichi  non  erano  che  lampi 
di  luce  passeggera,  ed  alli  quali  non  si  diede  tutta  quella 
estensione  di  dottrina  che  acquistarono  in  seguilo. 


<tro  QI  AKTO 


Commensurabilità  ed  incommensurabilità  delle  grandezze 
(geometriche,  ovvero  della  loro  simelria  o  asimetria. 

444.  Prima  di  metter  fine  al  discorso  della  filosofia  della 
matematica  antica.,  porremo  qui  un  cenno  delle  dottrine  sopra 
delle  quali  i  geometri  antichi  hanno  fondala  la  commensu¬ 
rabilità  e  la  incommensurabilità  delle  grandezze,  indicando 
essi  anco  la  prima  col  nome  di  simelria,  eia  seconda  con 
quello  di  asimetria. 

Si  ricordano  qui  succintamente  queste  loro  dottrine,  non 
già  perchè  riguardino  unicamente  queste  sopra  accennate 
relative  proprietà  delle  grandezze,  ma  specialmente  perchè 
in  ultimo  risultamenlo  esse  sono  dottrine  che  vanno  spesse 
fiate  a  toccare  rinfittito  e  ad  urlare  nella  nozione  di  questo 
incomprensibile  concetto,  e  cosi  quasi  a  far  parte  dei  ragio¬ 
namenti  trattati  nel  capo  precedente. 

Queste  dottrine  le  troviamo  in  Euclide,  e  precisamente 
nel  libro  decimo  de'suoi  Elementi.  Questo  grande  geometra 
in  una  delle  definizioni  a  questo  suo  libro,  scrive:  =  Com¬ 
mensurabili  si  chiamano  le  grandezze,  le  quali  da  una  (stessa 
o  medesima  misura  sono  misurate”.  E  nella  seconda  defi¬ 
nizione  dice  :  zz  Incommensurabili  si  chiamano  quelle  gran¬ 
dezze  delle  quali  non  si  trova  misura  continuile  zz. 

445.  La  prima  definizione  è  chiara  per  sè  stessa,  od  evi¬ 
dente  e  felicemente  espressa. 

La  seconda  dà  luogo  a  doppio  significalo;  perchè  dire, 
clic  non  si  (rovo  misura  commune ,  si  riferisce  tanto  al  fatto 
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di  non  rinvenirlo*  quanto  alla  possibilità  di  non  poterla  rin¬ 
venire.  In  latti  una  misura  eommunc  potrebbe  esistere*  c  noi 
non  essere  capaci  coi  nostri  metodi  clic  conosciamo  ritro¬ 
varla*  o  di  discoprirla;  e  potrebbe  anco  essere* che  a  certe 
grandezze*  per  lor  natura  riguardale ,  fosse  assolutamente 
ripugnante.  Quesl'ultima  maniera  appunto  di  non  esistere  per 
alcune  grandezze  geometriche  commune  misura*  pare  che 
sia  quella  intesa  e  contemplata  da  Euclide  in  questo  suo  libro. 

116.  Onde  accostarsi  al  merito  fìlosolìco  di  queste  due 
proposizioni,  conviene  incominciare  dal  porre  attenzione,  che 
tanto  la  simetria*  quanto  la  asimetria  delle  grandezze  sono 
delle  qualità  o  proprietà  non  intrinseche  alle  grandezze  me¬ 
desime*  ma  sibbene  delle  qualità  o  proprietà  relative  ad  esse 
ed  al  nostro  intendimento  ;  imperciocché  sì  runa  che  l'altra 
di  queste  qualità ,  non  esprimono  qualche  cosa  al  di  là  di 
una  semplice  relazione  estrinseca  delle  grandezze  islcsse  * 
relazione  estrinseca*  che  hanno  cioè  ambedue  con  questa 
commune  misura. 

E  per  restar  noi  appieno  convinti  di  ciò*  non  abbiamo 
se  non  a  pensare*  che  vi  sieno  o  si  possano  imaginare  delle 
grandezze  geometriche  le  quali  non  possono  esser  misurate 
da  una  data  o  scelta  misura*  o  da  una  terza  grandezza, 
mentre  le  grandezze  medesime  posson  essere  esattamente 
misurale  da  un'altra  misura  o  grandezza  misurante. 

117.  Però  queste  proprietà  simelriche  o  asimeiriehe  delle 
grandezze  ricordate  nelle  surriferite  definizioni  sono  poco 
consentanee  alle  dottrine  anteriormente  ricordale  dal  mede- 
desimo  Euclide.  Perchè  primamente  la  commune  misura  è 
lasciata  in  queste  due  definizioni  affatto  indeterminata  e  quindi 
considerata  in  modo  che  pare  possa  avere  qualsivoglia  valor 
grande*  piccolo*  od  ordinario.  Ciò  presupposto  sia  notato*  che 
Euclide  aveva  insegnato  a  ridurre  qualsivoglia  grandezza* 

(  esprimente  qualunque  differenza  !ra  due  altre  grandezze 


diverse  )  a  sì  piccola  entità  da  riescire  minore  di  ogni  data 
o  proposta.  Ora  una  proposta  grandezza  acciò  possa  essere 
considerala  qual  communc  misura  di  altre  grandezze,  con¬ 
viene,  che  non  abbia  un  valor  maggiore  della  grandezza  più 
piccola,  che  deve  esser  misurala  ,  ma  fa  d'uopo  all'invece 
che  lo  abbia  o  eguale,  o  minore.  E  siccome  quanto  più  pic¬ 
colo  si  imagina  esser  il  quanto  della  misura,  essa  tanto  più 
facilmente  può  prestarsi  a  misurare  esattamente  anco  le  tenui 
parlicelle  della  grandezza  clic  deve  esser  misurata,  così  ne 
viene,  che  quando  la  misura  fosse  scella  incomparabilmente 
minore  della  grandezza  da  misurarsi,  allora  meglio  si  adat¬ 
terebbe  al  fine  prefisso,  di  misurare  cioè  esattamente  tutta 
la  grandezza  proposta  che  intendiamo  di  misurare  ,  c  ciò 
specialmente  allorquando  (come  nelle  definizioni  di  Euclide) 
le  grandezze  proposte  da  misurarsi  possono  esser  tra  di  loro 
indeterminatamente  di  valor  diverso;  nella  qual  condizione 
tutti  li  casi  contingibili  costituenti  questa  loro  diversità  com¬ 
prender  possono  anco  le  più  piccole  parlicelle  della  diver¬ 
sità  delle  grandezze  commensurabili.  Ora  ciò  premesso  di 
leggeri  si  conosce,  che  scelta  a  caso,  o  per  volontaria  deter¬ 
minazione  una  misura  piccolissima ,  questa  messa  die  sia 
alla  prova,  sia  teoricamente  sia  praticamente  in  su  le  gran¬ 
dezze  da  misurarsi,  essa  o  misurerà  esattamente  ambedue  le 
proposte  grandezze,  o  non  misurerà  esattamente  le  stesse. 
Nel  primo  caso,  questa  sarà  misura  commune ,  e  perciò 
potremo  stabilire,  che  le  due  diverse  grandezze  proposte  sono 
simctriche.  Nel  secondo  caso  converrà  appigliarsi  ad  una 
misura  commune  di  valore  anco  più  piccolo,  e  così  prose¬ 
guendo  tentone,  provare  successivamente  queste  sempre  più 
minute  misure  communi.  Si  dice  provar  tentone,  perchè  un 
metodo  diretto  non  si  conosceva,  nè  si  conosce  attualmente 
in  matematica;  c  non  si  saprebbe  come  nemmeno  possa  essere 
conosciuto  insino  a  tanto  che  si  lasci  indeterminato  il  valore 
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della  differenza  delle  grandezze  che  si  voglion  misurare.  Che 
poi  in  forza  del  valore  indeterminato  di  queste  'diverse 
grandezze  noi  ci  troviamo  in  necessità  di  andar  tentone  in 
questa  faccenda ,  se  lo  comprende  passamente  dal  metodo 
insegnato  e  tenuto  anco  dallo  stesso  Euclide;  imperciocché 
egli  per  trovare  la  commune  misura  di  due  proposte  diverse 
grandezze  adopera  la  più  piccola  di  esse  per  misurare  la 
più  grande,  e  se  avviene  che  quella  non  misuri  esattamente 
Tullima,  in  allora  adopera  il  civanzo  che  rimane  della  ten¬ 
tala  divisione  o  misura,  il  quale  è  sempre  minore  di  essa,  e 
questo  civanzo,  dico,  lo  adopera  per  misurare  le  due  grandezze 
proposte,  e  così  egli  prosegue.  Dunque  con  questo  metodo  pra¬ 
tico  egli  tenta  di  conoscere  questa  commune  misura,  il  qual 
metodo  c  precisamente  quello  detto  di  andar  tentone. 

Ma  ritornando  al  nostro  scopo  principale,  cioè  alla  con¬ 
siderazione,  se  filosoficamente  parlando,  due  o  più  grandezze 
abbiano  o  possano  avere  una  commune  misura,  noi  com¬ 
prenderemo,  che  mano  mano  si  va  innanzi  con  questo  pro¬ 
cedimento  tenuto  ed  insegnato  da  Euclide,  noi  ci  siamo  posti 
su  la  via  di  indefinite  prove  rispondenti  alfindefinita  picco¬ 
lezza  che  viene  assumendo  la  misura  commune  per  vedere 
se  in  alcuno  di  questi  successivi  sempre  più  piccoli  stati  sia 
capace  di  misurare  esattamente  le  proposte  grandezze. 

Ora  essendo  con  tal  maniera  noi  entrali  in  su  una  serie 
di  sempre  provati  e  decrescenti  valori  della  misura  ci  accor¬ 
giamo  di  esserci  nè  più  uè  meno  posti  in  su  la  via  mede¬ 
sima  delle  diminuzioni  proposte  da  Euclide  per  ridurre  una 
grandezza  finita  ad  essere  minor  di  ogni  assegnala  ;  perciò 
comprendiamo,  che  può  nascere  il  caso  che  non  si  trovi  mai 
piccola  misura  che  sia  capace  a  misurare  rigorosamente  le 
due  o  più  proposte  grandezze  avanti  che  essa  non  sia  di 
valore  minor  di  ogni  data  od  assegnala.  Ma  pervenuti  una 
volta  che  siamo  a  questo  supremo  stato  di  impiccolimento 
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nella  misura*  ben  si  vede  che  una  misura  minor  di  ogni  data 
grandezza  deve*  per  forza  di  posizione*  prestarsi  a  misurare 
qualsivoglia  grandezza  finita  proposta  ,  quale  clic  ne  sia  la 
di  lei  entità.  Altrimenti  quando  dopo  aver  tentata  questa  mi¬ 
sura  non  riuscisse  la  commisurazione  rigorosa  delle  gran¬ 
dezze  *  si  avvererebbe*  che  di  questa  minor  di  ogni  data* 
ne  esisterebbe  un  civanzo  ancor  più  piccolo  di  essa*  il  che 
implicherebbe  assoluta  ripugnanza  di  posizione  ammessa. 

Questo  giusto  ragionamento*  che  alla  fin  fine  non  è  altro, 
che  l’espressione  di  legittime  induzioni  procedenti  dai  prin¬ 
cipi!'  professati  da  Euclide*  fa  comprendere  apertamente*  che 
nelle  dottrine  di  questo  grande  geometra  regnano  sconve¬ 
nienze  di  idee;  poiché  esso  pone  nel  decimo  libro  la  defi¬ 
nizione  seconda  destinata  a  stabilire  che  si  diano  delle  gran¬ 
dezze  incommensurabili  o  asimetriche. 

Anzi  per  far  vedere  come  tale  sconvenienza  di  idee  regni 
nel  suo  insegnamento*  si  riporti  qui  quello  che  dice  nel  teo¬ 
rema  2.°*  proposizione  2.a  del  medesimo  libro  IO.0  degli 
Elementi,  nel  quale  scrive  :  Se  proposte  due  grandezze  di¬ 
suguali  c  tratta  sempre  la  minor  dalla  maggiore  *  la  rima- 
manente  non  misuri  quella  che  le  va  innanzi*  le  grandezze 
saranno  incommensurabili  =r. 

Nel  teorema  4.°*  prop.  4.Q  dice  :  =  Proposte  due  gran¬ 
dezze  disuguali  se  dalla  più  grande  si  tragga  una  parte  mag¬ 
giore  della  metà*  e  da  quello  che  rimane,  similmente  si 
tragga  una  parte  maggiore  della  metà,  c  ciò  si  faccia  sem¬ 
pre*  alla  fine  rimarrà  una  certa  grandezza  la  quale  di  ogni 
minor  grandezza  proposta  sarà  miuorezr. 

448.  Che  che  però  ne  sia  di  questa  assoluta  asimelria 
che  da  Euclide  par  si  voglia  in  questo  libro  riconoscere*  ci 
basti  l’aver  notato*  che  difficilmente  si  può  asserire  che  esista, 
e  certamente*  che  non  può  esser  dimostrata.  Il  fatto  si  è 
ancora*  che  ragionando  sui  principii  di  Euclide  questa  asi- 
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mclria  relativa  può  esistere  come  è  quella  della  diagonale  a! 
lata  del  quadralo,  però  questa  asimelria  particolare  non  serve 
di  alcuna  prova  per  1'  esistenza  di  un’ asimelria  assoluta; 
ma  piuttosto  serve  a  provare,  che  si  possono  scegliere  anco 
a  beneplacito  delle  grandezze  le  quali  siano  asimctricbe  in 
comparazione  di  altre. 

In  onta  di  queste  osservazioni  non  si  sa  comprendere 
come  Comandino  celebre  commentatore  di  Euclide,  dopo  anco 
aver  ornato  il  testo  del  greco  geometra  di  bellissime  cogni¬ 
zioni  abbia  potuto  dichiarare  nell’edizione  eseguita  in  Urbino, 
4575,  che:  =  Le  grandezze  commensurabili  sono  tali  di  loro 
natura  e  non  per  posizione  degli  uomini —,  (quasi  che  gli 
uomini  possano  trasportarsi  fuori  del  loro  interno  modo  di 
vedere  e  di  conoscere,  e  con  lai  passo,  a  noi  impossibile, 
rendersi  capaci  a  contemplare  le  grandezze  nella  loro  natura, 
e  indipendentemente  dalla  forma  nostra  intellettuale)  ;  ed  indi 
soggiunga:  rr  Se  la  natura  fa  il  diametro  del  quadrato  asi- 
mclrico  al  suo  lato,  non  lo  fa  per  caso,  ma  per  le  ragioni 
che  sono  in  esso  ziz  Ove  non  si  sa  comprendere  quali  ragioni 
possano  esistere  le  quali  per  noi  siano  qualche  cosa  di  più 
del  non  trovare  simelrichc  queste  due  grandezze.  È  forse 
dimostrata  da  qualcheduno  questa  asimelria  assoluta  di  que¬ 
ste  due  quantità?  Chi  può  asserire  che  essa  non  dipenda 
dalle  nozioni  che  noi  abbiamo  del  quadrato,  e  dalla  noslra 
maniera  di  considerarlo  costituito ,  e  dal  nostro  modo  di 
trattarlo  ? 

419.  —  I  pitagorici  (prosieguo  Comandino)  furono  i  primi 
che  siano  venuti  in  considerazione  della  simelria  o  commen¬ 
surabilità  per  la  cognizione  dei  numeri;  conciosiachè  l'unità 
sia  misura  comune  di  tutti  i  numeri ,  e  nelle  grandezze  la 
misura  trovar  non  si  possa  — .  Ma  Comandino  doveva  pen¬ 
sare,  che  le  grandezze  numeriche  sono  sempre  determinate 
nei  loro  elementi ,  anzi  non  sono  allro  clic  un  cumulo  più 
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o  men  grande  di  questi  omogenei  elementi  delti  unità,  mentre 
le  altre  grandezze  geometriche,  come  le  lineari,  le  superfi¬ 
ciali,  le  solide,  ecc.,  sono  da  noi  considerate  e  prese  astrat¬ 
tamente  e  senza  alcun  riguardo  alle  unità  elementari  omo¬ 
genee  che  possono  esser  concorse  a  formarle.  Per  questo  i 
numeri  intieri  sono  tutti  commensurabili  dall'unità,  la  quale 
per  nostra  arbitraria  posizione  è  sempre  parte  aliquota  per¬ 
fetta  di  ogni  numero. 

Tutta  questa  singolare  simetria  dei  numeri  svanisce 
però  quando  non  siano  ristretti  alla  condizione  di  esser  in¬ 
tieri,  perchè  quando  si  voglia  pensare  alle  unità  frazionarie 
che  posson  esser  concorse  a  formare  un  numero,  allora  tutto 
cangia  di  aspetto. 

Ora  in  tutte  le  grandezze  geometriche  astratte  e  con¬ 
crete,  noi  siamo  all’oscuro  circa  la  loro  formazione  o  com¬ 
posizione,  e  non  sappiamo  nulla  oltre  il  loro  carattere  del 
continuo,  loro  appropriato,  il  quale  le  rende  infinitamente 
divisibili;  perciò  il  dire  e  pronunciare  di  loro  che  non  hanno 
questa  comune  misura,  ella  è  questa  una  proposizione,  che 
per  verun  conto  non  può  esser  provata  nè  resa  chiara , 
c  perciò  rimane  sempre  una  gratuita  sentenza  che  può  esser 
conlradella. 

Siccome  però  la  ricerca  della  simetria  risguarda  una 
proprietà  al  lutto  relativa,  ma  fondala  nella  costitutiva  for¬ 
mazione  della  grandezza,  formazione  da  Euclide  sempre  la¬ 
sciala  nella  regione  degli  enti  indeterminati,  perciò  è  facile 
l'accorgersi,  che  la  nostra  ricerca  s’  aggira  sopra  elementi 
indeterminati,  e  non  può  mai  condurci  a  determinala  posi¬ 
tiva  asserzione,  o  conclusione  riguardante  la  esistenza  del¬ 
la  simetria,  o  asimetria. 

Quando  adunque  noi  cerchiamo  una  commune  misura 
di  due  proposte  diverse  grandezze,  noi  cerchiamo  sapere,  se  le 
stesse  risultino  o  no  di  un  dato  e  determinato  numero  di  unità 
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elementari  perfetta  mente  tulle  eguali  tra  di  loro, e  concorse 
in  diversa  quantità  a  costituire  le  due  scelte  o  proposte  gran¬ 
dezze.  In  questa  ricerca  adunque  quest'unità  vi  è  supposta 
c  solo  resta  a  sapersi  o  pure  a  supporsi  il  di  lei  valore; 
perchè  insino  a  tanto  che  il  di  lei  valore  restasse  indeter¬ 
minato,  niuno  può  pronunciare  un  giudizio  intorno  alla  di 
lei  qualità  commisurante.  Tale  grado  di  determinazione  deve 
dunque  precedere  in  ogni  concreta  ricerca ,  anco  relativa¬ 
mente  alle  grandezze  medesime,  quantunque  si  cerchi  la  mi¬ 
sura  anco  tentone  o  per  via  di  prove. 

Considerando  l'asimelria  sotto  questo  punto  dì  veduta 
razionale,  non  si  sa  comprendere,  come  essa  divenir  possa 
impossibile  neaneo  relativamente  ;  e  tutte  le  volle  che  ci  piaccia 
considerare  ogni  cosa  sotto  di  un'aspetto  indeterminato  pari¬ 
menti  non  si  scorge,  come  possa  dirsi  impossibile  una  rela¬ 
tiva  simelria  delle  grandezze. 

Quello  però  che  apparisce  chiaro  intorno  a  questa  relativa 
proprietà  si  è,  che  se  una  grandezza  v.  g.  composta  da  cento 
eguali  parli,  può  esser  esattamente  misurala  da  ognuna  di 
esse,  quesla  misura  non  varrà  a  commensurare  esattamente 
un'altra  grandezza  composta  di  cento  parli,  più  una  mezza 
di  queste  parti.  Intanto  ognuno  intende,  che  pigliando  per 
unità  elementare  la  metà  parte  di  queste  particelle ,  questa 
metà  misurerà  esattamente  le  due  grandezze. 

420.  Tutto  questo  meglio  si  intende  ritornando  ai  numeri, 
perchè  ognuno  d'  essi  essendo  Y  aggregato  di  un  concreto 
numero  di  unità  tulle  tra  loro  omogenee  ed  eguali  ne  viene, 
che  ogni  numero  è  necessariamente  commensurabile  dalTunilà. 
Ma  quesla  simelria  dei  numeri  svanisce  quando  li  supponia¬ 
mo  risultanti  da  unità  intiere  e  da  frazioni  di  esse;  e  mollo 
più  se  queste  frazioni  si  ritengano  o  si  vogliali  considerare 
in  una  maniera  indeterminata  ;  poiché  in  tal  caso  potendo 
esprimere  o  rappresentare  qualsivoglia  particella  dell’  unità, 
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ne  viene,  che  lai  frazione  aggirandosi  in  un  campo  infinito 
di  frazionarli  valori  avrà  in  mollissimi  casi  la  sua  simelria 
perfetta  e  ne  mancherà  in  mollissimi  altri. 

424.  Da  queste  considerazioni  siam  guidali  quasi  per  mano 
a  conoscere,  quale  sia  la  nozione  che  noi  possiamo  formarci 
della  simetria  e  dell'  asimetria ,  tanto  dei  numeri  che  delle 
altre  grandezze.  In  pari  tempo  si  comprende,  che  quando  la 
formazione  tanto  dei  numeri  quanto  delle  grandezze  derivar 
si  voglia  dai  loro  supremi  elementi  generatori ,  ognuno  di 
questi  diviene  necessariamente  comune  misura,  e  risospingono 
l’idea  dell’asimelria  tra  i  concetti  inamissihili. 

422.  Non  si  può  dunque  convenire  in  tutto  ciò  clic  dice 
Euclide,  e  meno  poi  col  seguente  parere  di  Comandino,  il 
quale  riportando  la  opinione  dei  pitagorici,  scrive  Ma  la 
grandezza  divisa  in  infinito  non  lascia  particella  alcuna  la 
quale  perchè  sia  minor  di  tulle  non  si  possa  segare  ;  anzi 
quella  segala  infinitamente  fa  infinite  particelle,  ciascuna  delle 
quali  infinitamente  si  segherà.  E  la  grandezza  in  quanto  si 
divide  è  partecipe  del  principio  infinito,  e  in  quanto  appar¬ 
tiene  al  tutto  è  partecipe  del  termine.  Ma  il  numero  in  quanto 
si  divide  è  partecipe  del  termine,  c  in  quanto  appartiene  ni 
tutto  è  partecipe  dell'Infinito.  Perchè  dunque  bisogna  che  le 
misure  siano  minori  delie  cose  che  sono  misurale,  ed  ogni 
numero  è  misuralo,  è  necessario  che  la  comune  misura  sia 
minore  di  tutti.  E  nel  numero  si  trova  la  comune  misura 
per  esser  terminato,  come  fu  detto,  ma  nelle  grandezze  non 
si  trova. 

E  perciò  non  è  di  tutte  le  grandezze  una  certa  misura 
comune;  il  che  intendendo  i  pitagorici,  trovarono  nelle  gran¬ 
dezze  la  misura  come  meglio  fu  possibile.  E  che  nelle  gran¬ 
dezze  non  fosse  questa  comune  misura,  pare  che  la  dedu¬ 
cessero  dalla  infinita  loro  divisibilità,  la  quale  essi  la  pro¬ 
vavano  col  dividere  un  triangolo  equilatero  con  una  linea 
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parulella  alla  base;  poiché  cosi  sparlilo  rimaneva  un  trian¬ 
golo  parimenti  equilatero,  e  facendo  lo  slesso  su  questo  se¬ 
condo,  ancora  rimaneva  un  triangolo  e  qui  la  loro  ;  e  siccome 
così  facendo  non  si  perviene  mai  alla  cima  del  triangolo , 
perchè  nella  ipotesi  che  si  pervenisse  alla  cima,  ne  seguirebbe 
che  due  lati  del  triangolo  fossero  eguali  al  rimanente,  il  che 
è  impossibile;  dunque  credevano,  con  questo,  aver  dimo¬ 
stralo  che  le  grandezze  erano  infinitamente  divisibili,  quindi 
ben  differenti  dalla  natura  del  numero  divisibile  per  mezzo 
deU'unilà 

423.  L'idea  dei  pitagorici  :  =  Che  la  grandezza  divisa  in 
infinito  non  lascia  particella  alcuna  la  quale  perchè  sia  mi¬ 
nor  di  tutte  non  si  possa  segare,  anzi  quella  segala  fa  infi¬ 
nite  particelle  delle  quali  ciascuna  infinitamente  si  segherà 
— ,  è  un'idea  cotanto  sublime,  che  nulla  di  più  elevalo  si  c 
potuto  imaginare  dai  filosofi.  In  falli  questa  idea  contiene 
non  solo  la  possibilità  dell’ infinita  divisibilità,  ma  la  porge 
bella  c  fatta  in  idea,  e  non  contenta  di  questo  inchiude  anco 
un  giudizio  assai  rimarcabile,  quello  cioè,  chele  parli  tenuis¬ 
sime  risultanti  da  questa  infinita  divisione ,  non  perdano  la 
proprietà  di  essere  esse  medesime  novellamente  sempre  di¬ 
visibili  in  infinito;  e  ciò  per  la  ragione,  che  niuna  piccolezza 
loro  può  privarle  di  questa  infinita  divisibilità  ,  o  ciò  che 
significa  lo  stesso,  perchè  la  grandezza  in  ogni  stalo  c  valore 
conserva  intiera  la  proprietà  essenziale  del  continuo. 

1 24.  Ora,  come  meglio  sarà  manifesto  in  progresso,  in 
questi  concetti  sono  contenute  ed  espressele  dottrine  di  Newton 
e  specialmente  di  Leibnitz,  le  quali  appunto  ammettono  le 
infinitamente  piccole  quantità,  e  queste  pure  sempre  divisi¬ 
bili  in  altre  anco  infinitamente  più  piccole,  e  cosi  sempre 
in  infinitesime  di  successivi  decrescenti  ordini.  Così  clic 
la  grande  e  la  sublime  veduta  intellettuale  di  quest'  ultimo 
era  di  già  sparsa  e  rilucente  nella  filosofia  della  scuola  pila- 
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gorica  Questa  insigne  scuola  antica  ha  anticipalo  anco  molli 
altri  sublimissimi  concetti  riguardanti  le  leggi  cosmologi¬ 
che  e  le  sublimi  meccaniche. 

Noi  per  altro  riandando  gli  insegnamenti  di  questa  scuola 
veniamo  a  provar  meraviglia,  come  dopo  aver  insegnato  dot¬ 
trine  sì  alte  ed  elevate  non  abbia  saputo  rinvenire  in  esse 
la  comune  misura  di  tutte  le  grandezze  geometriche,  la  quale 
spontanea  si  scorge  esistere  in  queste  infinitesime  particelle, 
e  ciò  appunto  per  la  ammirabile  ed  incomprensibile  loro  te¬ 
nuità  ,  e  consecutiva  attitudine  o  capacità  a  misurare  qual¬ 
sivoglia  possibile  grandezza.  Ma  essi  andarono  illusi  da  un 
sofisma,  ed  il  sofisma  consisteva  nella  infinita  divisibilità  del 
triangolo,  dalla  quale  ne  ricavavano  inesaltameute  la  illazione, 
che  se  la  divisione  del  triangolo  avesse  potuto  aver  fine  ne 
sarebbe  derivato,  che  due  lati  divenivano  eguali  al  terzo,  il 
che  apertamente  ripugna  ;  non  badando  essi  in  questo  loro 
ragionamento,  che  la  infinita  divisibilità  del  triangolo  dipen¬ 
deva  dalla  infinita  divisibilità  de’  suoi  lati  per  la  quale  si 
poteva»  condurre  infinite  paralelle  alla  base,  e  non  dipen¬ 
deva  già  dal  sognalo  assurdo ,  cioè  che  un  lato  del  trian¬ 
golo  sarebbe  eguale  agli  altri  due;  in  fatti  finita  che  fosse  per 
ipotesi  la  divisione  del  triangolo  e  pervenuti  con  essa  alla 
di  lui  consunzione,  o  come  suol  dirsi  arrivali  al  vertice  del 
triangolo,  il  triangolo  più  non  è,  perchè  giunti  ad  un  punto 
unico  che  ne  segna  il  vertice;  quindi  non  esistendo  più  il 
triangolo  diventa  un  puro  sogno  anco  la  ripugnanza  posta 
in  campo  dai  pitagorici. 

Ponendo  peraltro  in  comparazione  i  pensamenti  di  questa 
pitagorica  famosa  scuola  con  le  dottrine  insegnale  dagli  altri 
geometri  è  facile  il  comprendere  che,  vi  sono  messa  slanci  su¬ 
blimi  accompagnati  e  frammisti  a  numeriche  trivialità  ;  poi¬ 
ché  si  la  spesso  uno  scambio  sconvenevole  delle  grandezze 
numeriche  con  le  grandezze  geometriche ,  mentre  in  fondo 
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sono  mite  grandezze  astratte  e  geometriche.  Cosi  v.  g.  in¬ 
tanto  che  ritengono,  che  le  unità  numeriche  sono  dotate  della 
proprietà  del  continuo,  pare  che  nelle  pratiche  ricerche  per¬ 
dano  di  vista  questa  solenne  proprietà.  Per  ravvicinare  però 
alcun  poco  le  sparse  idee  qui  ricordate  intorno  la  simetria 
od  asimetria,  diremo,  che  la  simetria  ha  luogo  per  tutte  le 
grandezze  che  si  considerano  come  risultanti  o  ingenerale 
da  principi]  costitutivi  omogenei.  Per  quanto  poi  concerne 
la  asimetria ,  pensando  a  questa  in  concorso  delle  elevate 
nozioni  che  a  noi  suggerisce  e  manifesta  la  proprietà  del 
continuo,  noi  conosciamo  di  non  esser  capaci  a  pronunciare 
un  fondato  giudizio  circa  resistenza  assoluta  dell’asimelria; 
dilani  quando  a  noi  fosse  dato  di  sollevare  il  velo  che  ci 
ricopre  i  primitivi  generatori  delle  grandezze,  noi  vedrem¬ 
mo  avverata  la  simetria  di  tulle  le  grandezze  ;  ma  nella  im¬ 
possibilità  in  cui  siamo  di  conoscere  pienamente  questi 
primi  generatori,  noi  dobbiamo  sospendere  il  giudizio  su 
queste  relative  qualità  delle  grandezze. 
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CAI*0  QUINTO 


Riassunto  delle  nozioni  che  precedettero  la  scoperta  del 
calcolo  sublime . 

125.  Dal  sin  qui  dello  si  può  conoscere*  quale  e  quanta  fosse 
la  filosofia  delle  matematiche,  tanto  in  mano  di  Euclide*  che 
di  Archimede*  dei  pitagorici  c  d'altri  ;  dopo  questi  sommi  fi¬ 
losofi  non  appare  alcuno  che  siasi  tanto  allo  elevato  da  can¬ 
giare  e  perfezionare  le  loro  dottrine  sino  alla  venuta  di  Gali¬ 
leo  Galilei.  Questo  sommo  filosofo  e  matematico*  che  alle 
matematiche  riuniva  dottrine  profonde  in  filosofia  comune  e 
specialmente  in  fìsica*  in  meccanica,  in  astronomia*  si  ac¬ 
corse  clic  era  ornai  tempo  di  vincere  c  superare  quella  ri¬ 
pugnanza  clic  gli  antichi  geometri  manifestavano  per  la  no¬ 
zione  dell  infinito*  e  del  consecutivo  infinitamente  piccolo*  in 
quanto  discendeva  dall*  infinita  divisibilità  fondala  nella  pro¬ 
prietà  del  continuo.  A  lui  piacque  di  denominare  quest'ulti¬ 
mo  stato  infinitamente  piccolo  della  grandezza  col  nome  di 
indivisibile.  E  colla  opportuna  occasione  nesuoT  discorsi  e 
dimostrazioni  matematiche  intorno  a  due  nuove  scienze  atti¬ 
nenti  alla  meccanica  ed  ai  movimenti  locali*  nella  prima 
giornata  ove  espone  i  suoi  pensamenti  in  dialoghi*  nei  quali 
sono  interlocutori  Salviali ,  Sagredo  e  Simplicio  si  accinse 
a  dimostrare,  come  per  legge  del  continuo  da  tutti  ammessa 
senza  veruna  restrizione,  la  nostra  intelligenza  veniva  gui¬ 
data  ad  ammettere  non  quella  sola  indeterminata  grandezza 
che  gli  antichi  appellavano  minore  di  ogni  data  od  assegnata* 
ma  sibhcne  la  mente  nostra  veniva  forzata  da  legittima  indù- 


ziouc  a  riconoscere  una  grandezza  indivisìbile  o  infinitamente 
piccola. 

Nessuno  proverà  meraviglia  che  noi  ci  fermiamo  a  Galile^ 
come  ad  un'epoca  intermedia  tra  le  dottrine  dell’antica  filo¬ 
sofia  e  quelle  della  moderna  analisi  infinitesimale,  perchè  le 
dottrine  di  questo  gran  scrittore  sono  quelle  le  quali  più 
apertamente  di  tutte  le  altre  fissano  le  basi  della  nuova  ana¬ 
lisi  sublime,  e  riescono  come  un’anello  intermedio  il  quale 
lega  l'antica  colla  moderna  filosofia;  ed  è  a  credersi  che 
probabilmente  senza  le  scoperte  sublimi  di  Galilei,  si  sarebbe 
anco  protratta  la  scoperta  della  nuova  analisi  superiore. 

E  perchè  ognuno  comprenda  quanto  sia  fondata  nella 
verità  questa  nostra  asserzione,  riporteremo  qui  alcuni  tratti 
contenenti  le  peregrine  vedute  di  Galilei ,  dalle  quali  sarà 
palese  quanto  abbia  meritato  dalla  scienza  geometrica,  e 
quanto  abbia  preparata  la  scoperta  dell’  analisi  sublime. 

Nelle  sue  dimostrazioni  intorno  a  due  scienze  nuove  s’ac¬ 
cinge  a  dimostrare,  come  la  infinita  divisibilità  conduca  al- 
Y indivisibile  nella  seguente  maniera  : 


( Salviati ).  Intendiamo  un  poligono  equilatero  ed  equiangolo 
di  quanti  lati  esser  si  voglia  descritto  intorno  al  centro  G, 
e  sia  per  ora  un  esagono  A  B  C  D  E  F,  simile  al  quale  e 
ad  esso  concentrico,  ne  descriveremo  un'altro  minore  II  I  R 
L  M  N  ;  e  del  maggiore  si  prolunghi  un  lato  A  B  indeter¬ 
minatamente  verso  S;  e  del  minore  il  rispondente  lato  li  I 
sia  verso  la  medesima  parte  similmente  prodotto,  segnando 


la  linea  II  T,  paralella  alla  A  S,  e  pel  centro  passi  l'altra 
G  V  alle  medesime  equidistante. 

Fallo  questo,  il  maggior  poligono  rivolgasi  sopra  la  linea 
A  S,  portando  seco  l'altro  poligono  minorerò  chiaro,  che 
stando  fisso  il  punto  B,  termine  del  lato  A  B  mentre  si  co¬ 
mincia  la  rivoluzione,  l’angolo  A  si  solleverà,  e  il  punto  G 
si  abbasserà,  descrivendo  l'arco  G  Q,  sinché  il  Iato  B  C  si 
adatti  alla  linea  a  sé  stesso  eguale  B  Q:  ma  in  tal  conver¬ 
sione  l'angolo  I  del  minor  poligono  si  eleverà  sopra  la  liuea 
I  T,  per  essere  la  I  B  obliqua  sopra  la  A  S  :  nè  prima  tor¬ 
nerà  il  punto  I  su  la  paralella  I  T,  se  non  quando  il  punto 
G  sarà  pervenuto  in  Q,  allora  l'I  sarà  caduto  in  0  dopo  di 
aver  descritto  1’  arco  I  0  fuori  della  linea  H  T  ;  ed  allora 
il  lato  I  K  sarà  passato  in  0  P.  Ma  il  centro  G  frattanto 
avrà  camminato  fuori  della  linea  G  V  su  la  quale  non  sarà 
tornato  se  non  dopo  aver  descritto  l’arco  G  C.  Fatto  questo 
primo  passo,  il  poligono  maggiore  sarà  trasferito  a  posare 
col  Iato  B  C  su  la  linea  B  Q.  1!  lato  I  K  del  minore  sopra 
la  linea  0  P  ,  avendo  saltato  tutta  la  parte  I  0  senza  toc¬ 
carla.  Il  centro  G  pervenuto  in  G,  facendo  tutto  il  suo  corso 
fuori  della  paralella  G  Y.  E  finalmente  tutta  la  figura  si  sarà 
rimessa  in  un  posto  simile  al  primo  ;  sicché  continuandosi 
la  rivoluzione,  e  venendo  al  secondo  passo,  il  lato  del  mag¬ 
gior  poligono  D  C  si  adatterà  alla  parte  Q  X;  il  lato  K  L 
del  minore  (avendo  prima  saltato  1’  arco  P  0) ,  cadrà  in 
Y  Z,  ed  il  centro,  procedendo  sempre  fuori  della  G  V,  in 
essa  cadrà  solamente  in  R  dopo  il  gran  salto  C  R.  Ed 
in  ultimo  finita  una  intiera  conversione,  il  maggior  poligono 
avrà  calcale  sopra  la  sua  A  S  sei  lince  eguali  al  suo  peri¬ 
metro  senza  veruna  interposizione,  il  poligono  minore  avrà 
parimenti  impresse  sei  linee  eguali  all’ambito  suo,  ma  discon- 
linuale  dairinlerposizione  di  cinque  archi  sotto  i  quali  restano 
le  corde,  parli  della  paralella  H  T  non  tocche  dal  poligono; 
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e  lilialmente  il  cenino  G  non  è  convenuto  mai  con  la  para- 
iella  G  V,  salvo  che  in  sei  punti. 

Di  qui  polele  comprendere,  come  lo  spazio  passalo  dal 
minor  poligono  è  quasi  eguale  al  passalo  dal  maggiore,  cioè 
la  linea  H  T  alla  A  S,  della  quale  è  solamente  minore,  quanto 
è  la  corda  di  un  di  questi  archi;  intendendo  però  la  linea 
H  T  insieme  con  gli  spazii  dei  cinque  archi. 

Ora  questo,  clic  vi  ho  esposto  e  dichiarato  nell'esempio 
di  questi  esagoni,  vorrei  che  intendeste  accadere  di  tulli  gli 
altri  poligoni  di  quanti  lati  esser  si  vogliano,  purché  siano 
simili,  concentrici  e  congiunti:  e  che  alla  conversione  del 
maggiore  s’intenda  rigirarsi  anco  l'altro,  quanto  si  voglia 
minore;  e  che  intendeste, dico,  le  lince  da  esso  passale  es¬ 
sere  prossimamente  eguali,  computando  nello  spazio  passalo, 
dal  minore  d’intervalli  sotto  gli  archetti  non  tocchi  da  parte 
veruna  del  perimetro  di  esso  minor  poligono. 

Passa  adunque  il  gran  poligono  di  mille  lati,  e  misura 
conseguentemente  una  linea  retta  eguale  al  suo  ambito ,  c 
ncll’istesso  tempo  i!  piccolo  passa  una  prossimamente  egual 
linea,  ma  interroltamcnle  composta  di  mille  particelle  eguali 
a'  suoi  mille  lati ,  coll’  interposizione  di  mille  spazii  vacui , 
che  tali  possiam  chiamarli  in  relazione  alle  mille  lineette  toc¬ 
cate  dai  lati  del  poligono. 

11  detto  fin  qui  non  ha  veruna  difficoltà  o  dubitazione. 
Ma  ditemi,  se  intorno  un  centro  qual  sia  v.  g.  questo  punto  A, 


D 


JL, 

E  . 


noi  descriveremo  due  ccrclij  concentrici,  ed  insieme  uniti,  e 
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che  Hai  punti  CeB  dei  loro  semidiametri  siano  tirale  le  tan¬ 
genti  G  E,  B  F3  e  ad  esse  pel  centro  A  la  paralella  AD;  inten¬ 
dendo  girato  il  cerchio  maggiore  sopra  la  linea  B  F  (posta  eguale 
alla  di  lui  circonferenza,  come  parimenti  le  altre  due  G  E,  A  D) 
compila  che  abbia  una  rivoluzione,  che  avrà  fatto  il  minor  cer¬ 
chio,  e  che  il  centro  ?  Questo  sicuramente  avrà  scorsa  e  toccata 
unta  la  linea  AD,  eia  circonferenza  di  quello  avrà  con  li  suoi 
loccamenti  misurata  tutta  la  G  E;  facendo  Io  stesso  che 
fecero  i  poligoni  di  sopra;  in  questo  solamente  differenti  che 
la  linea  II  T  (fig.  4.a)  non  fu  tocca  in  tutte  le  sue  parti  dal 
perimetro  del  minor  poligono,  ma  ne  furon  lasciale  tante 
intatte,  coll’ interposizione  di  vacui  saltati,  quante  furono  le 
parti  tocche  dai  lati  ;  ma  qui  ne'  cerchj  mai  non  si  separa 
la  circonferenza  del  minor  cerchio  dalla  linea  G  E,  si  che 
alcuna  sua  parte  non  venga  tocca,  nè  mai  quella  che  tocca 
della  circonferenza  è  manco  del  toccato  nella  retta.  Or  come 
dunque  può  senza  salti  scorrere  il  cerchio  minore  una  linea 
tanto  maggiore  della  sua  circonferenza? 

126.  (Sagralo).  Andava  pensandole  si  potesse  dire,  che 
siccome  il  centro  del  cerchio ,  esso  solo  strascicato  sopra 
A  D  la  tocca  tutta  essendo  anco  un  punto  solo,  cosi  potes¬ 
sero  i  punti  della  circonferenza  minore,  tirati  dal  moto  della 
maggiore  andare  strascicandosi  per  qualche  particella  della 
linea  C  E. 

427.  ( Salviali ).  Queslo  non  può  essere  per  due  ragioni; 
prima  perchè  non  sarebbe  maggior  ragione  che  alcuno  dei 
toccamenti  simili  al  G  andassero  strascicando  per  qualche 
parte  della  linea  G  E  ed  altri  no:  e  quando  queslo  fosse, 
essendo  tali  toccamenti  (perchè  son  punti)  infiniti ,  gli  stra¬ 
scichi  sopra  la  G  E  sarebbero  iufiniti ,  ed  essendo  quanti , 
farebbero  una  linea  infinita,  ma  la  G  E  è  finita.  L'altra  ragione 
è,  clic  mutando  il  cerchio  grande  nella  sua  conversione  con¬ 
tinuamente  contano,  non  può  non  mutarlo  parimenti  il  minor 
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cerchio,  non  si  polendo  da  altro  punto  che  dal  punto  B 
tirare  una  linea  retta  sino  al  centro  A,  e  che  passasse  per 
il  punto  C,  sicché  mutando  contatto  la  circonferenza  grande, 
lo  muta  ancora  la  piccola ,  nè  punto  alcuno  della  piccola 
tocca  più  di  un  punto  della  sua  retta  C  E,  oltre  che  anco 
nella  conversione  dei  poligoni  nessun  punto  del  perimetro 
del  minore  si  adattava  a  più  di  un  punto  della  linea ,  che 
dal  medesimo  perimetro  veniva  misurata,  come  si  può  facil¬ 
mente  intendere,  considerando  la  linea  I  K  esser  paralella  alla 
B  G,  onde  sin  che  la  B  G  non  si  schiaccia  sopra  la  B  Q,  la  I  K 
resta  sollevata  sopra  la  IP,  nè  prima  la  calca,  se  non  nel 
medesimo  istante,  che  la  B  G  si  unisce  alla  B  Q,  ed  allora 
tutta  insieme  la  I  K  si  unisce  colla  0  P,  e  poi  immediata¬ 
mente  se  gli  eleva  sopra. 

428.  fSagvedoJ.  Il  negozio  è  veramente  intrigato,  nè  a  me 
sovviene  scioglimento  alcuno,  però,  diteci  quello  che  a  noi 
conviene. 

129.  ( Salviali ).  Io  ricorrerei  alla  considerazione  dei  poligoni 
sopra  considerati,  Teffetto  dei  quali  è  intelligibile,  e  di  già 
compreso,  e  direi,  che  siccome  nei  poligoni  di  cento  mila 
lati  alla  linea  passala  e  misurata  del  perimetro  maggiore,  cioè 
dai  cento  mila  suoi  lati  continuamente  distesi ,  è  eguale  la 
misurata  dai  cento  mila  del  minore,  ma  coir  interposizione 
di  cento  mila  spazii  vacui  traposti:  così,  direi  nei  cerchi 
(che  son  poligoni  di  lati  infiniti)  la  linea  passata  dagli  infi¬ 
niti  lati  del  cerchio  grande  continuamente  disposti ,  essere 
pareggiata  in  lunghezza  dalla  linea  passala  dagli  infiniti  lati 
del  minore,  ma  da  questi  coll’interposizione  d'altrettanti  vacui 
tra  essi  ;  e  siccome  i  lati  non  son  quanti,  ma  bene  infiniti,  così 
gli  interposti  vacui,  non  son  quanti,  ma  infiniti,  quelli  cioè 
infiniti  punti  tulli  pieni,  e  questi  infiniti  punti,  parte  pieni 
e  parte  vacui.  E  qui  voglio  che  notiate ,  come  risolvendo 
e  dividendo  una  linea  in  parti  quante ,  e  per  conseguenza 
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numerate  non  è  possibile  disporle  in  una  estensione  mag¬ 
giore  ili  quella  che  occupava  mentre  stavano  continuate  e 
congiunte,  senza  l’ interposizione  d’altrettanti  spazi!  vacui, 
ma  imaginandola  risoluta  in  parli  non  quante,  cioè  ne'  suoi 
infiniti  indivisibili,  la  possiamo  concepire  distratta  in  immenso 
senza  rinlerposizione  di  spazii  quanti  vacui,  ma  sibbeue  di 
infiniti  indivisibili  vacui. 

130.  ( Simplicio ).  Molte  difficoltà  senio  nascermi  dagli  avuti 
discorsi,  delle  quali  veramente  io  non  saprei  liberarmi.  E 
per  una,  mi  si  para  avanti  questa,  che  se  le  circonferenze  dei 
due  cerchj  sono  eguali  alle  due  rette  C  E,  B  F,  questa  con¬ 
tinuamente  presa,  e  quella  coH'inlcrposizione  d'infiniti  punti 
vacui,  la  A  D  descritta  dal  centro,  che  è  un  punto  solo, 
in  qual  maniera  si  potrà  chiamare  ad  esso  eguale  conte¬ 
nendone  infiniti?  Inoltre  quel  comporre  la  linea  di  punti,  il 
divisibile  di  indivisibili,  il  quanto  di  non  quanti,  mi  pajono 
scogli  assai  duri  da  passargli. 

131.  ( Salviati ').  Ci  sono  veramente  codeste  e  delle  altre  : 
ma  ricordiamoci  che  siamo  tra  gli  infiniti  e  gli  indivisibili, 
quelli  incomprensibili  dal  nostro  intelletto  finito  per  la  loro 
grandezza,  e  questi  per  la  loro  piccolezza  ;  con  tutto  ciò  ve¬ 
diamo,  che  l'umano  discorso  non  vuole  rimanersi,  dall'  ag¬ 
girategli  attorno,  dal  che  pigliando  io  ancora  qualche  libertà, 
produrrei  alcuna  mia  fantasticheria,  se  non  concludente  ne¬ 
cessariamente,  almeno  per  la  novità  apportatrice  di  qualche 
meraviglia. . . . 

152.  (Sagralo).  Fateci  dunque  partecipi  di  quelle  consi¬ 
derazioni  che  il  corso  dei  nostri  ragionamenti  vi  suggerisce.. . 

( Salvi  ali).  Così  si  faccia ,  poiché  tale  è  il  vostro  gusto  ; 
e  cominciando  dal  primo,  che  fu,  come  si  possa  mai  capire, 
che  un  sol  punto  sia  eguale  ad  una  linea,  vedendo  di  non 
ci  poter  far  altro  per  ora,  proverò  di  quietare,  o  almeno 
temperare  una  improbabilità  con  un’altra  simile,  o  maggiore. 
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come  talvolta  una  meraviglia  si  attutisce  con  un  miracolo* 

E  questo  sarà  col  mostrarvi  due  superficie  eguali,,  ed  insieme 
due  corpi  pure  eguali,  e  sopra  le  medesime  dette  superficie 
come  basi  loro  collocati,  andarsi  continuamente ,  ed  egual¬ 
mente,  e  queste  e  quelli  nel  medesimo  tempo  diminuendo, 
restando  sempre  tra  di  loro  eguali  i  loro  residui ,  e  final¬ 
mente  andare  sì  le  superficie,  come  i  solidi  a  terminare  le 
loro  perpetue  egualità  precedenti,  1’  uno  dei  solidi  con  una 
delle  superficie  in  una  lunghissima  linea ,  e  1'  altro  solido 
coll'altra  superficie  in  un  sol  punto;  cioè  questi  in  un  sol  punto, 
e  quelli  in  infiniti. 

133.  ( SagredoJ .  Ammirabile  proposta  veramente  mi  par 
codesta,  però  sentiamone  la  esplicazione  e  la  dimostrazione. 

(SalviatiJ.È  necessario  fame  la  figura,  perchè  la  prova 
è  pura  geometria.  Per  tanto  intendasi  il  mezzo  cerchio  A  F  B, 
il  cui  centro  G,  ed  intorno  ad  esso  il  paralellogrammo  rettan¬ 
golo  A  D  E  B,  e 
dal  centro  ai  punti 
D  E  siano  tirate 
le  rette  CD,  CE. 
Figurandoci  poi  il 
semidiametro  G  F 
perpendicolare  a 
una  delle  due  A 
B,  0  E  immobile, 
intendiamo  intorno 

a  quello  aggirarsi  tutta  questa  figura;  è  manifesto  che  dal 
rettangolo  ADE  Bverrà  descritto  un  cilindro,  dal  semi¬ 
circolo  AFE  una  mezza  sfera,  e  dal  triangolo  G  D  E  un 
cono.  Inteso  questo,  voglio,  che  ci  immaginiamo  esserie¬ 
valo  via  1'  emisferi© ,  lasciando  però  il  cono  e  quello  che 
rimarrà  del  cilindro,  il  quale  della  figura  che  riterrà  simile 
a  una  scodella,  chiameremo  pure  scodella  ;  della  quale  e  del 

> 
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cono  prima  dimostreremo,  che  sono  eguali  ;  e  poi  un  piano 
tiralo  paralello  al  cerchio,  che  è  base  della  scodella,  il  cus 
diametro  è  la  linea  D  E  e  il  centro  F ,  dimostreremo  tal 
piano ,  che  passasse  v.  g.  per  la  linea  G  N  segando  la 
scodella  nei  punti  G  I,  0  N,  ed  il  cono  nei  punti  H  L  ta¬ 
gliare  la  parte  del  cono  CHE  eguale  sempre  alla  parte 
della  scodella,  il  cui  profilo  ci  rappresentano  i  triangoli  GAL 
B  0  N,  e  di  più  si  proverà  la  base  ancora  del  medesimo 
cono,  cioè  il  cerchio  il  cui  diametro  H  L  essere  eguale  a 
quella  circolar  superficie,  che  è  base  della  parte  della  sco¬ 
della,  che  è  come  se  dicessimo  un  nastro  di  larghezza,  quanta 
è  la  linea  G  I  (notate  intanto ,  che  cosa  sono  le  definizioni 
dei  matematici,  che  sono  una  imposizione  di  nomi,  o  vogliam 
dire  abbreviazioni  di  parlare,  ordinate  ed  introdotte  per  levar 
lo  stento  tedioso ,  che  voi  ed  io  sentiamo  di  presente  per 
non  aver  convenuto  insieme  di  chiamar  v.  g.  questa  super¬ 
ficie  nastro  circolare,  e  quel  solido  acutissimo  della  scodella 
vasojo  rotondo);  or  comunque  vi  piaccia  chiamargli,  bastivi 
intendere,  che  il  piano  prodotto  per  qualsivoglia  dislauza, 
purché  sia  paralello  alla  base,  cioè  al  cerchio  il  cui  diame¬ 
tro  D  E  taglia  sempre  i  due  solidi,  cioè  la  parte  del  cono 
G  H  L,  e  la  superior  parte  della  scodella  eguali  tra  di  loro  ; 
e  parimente  le  due  superficie  basi  di  tali  solidi,  cioè  il  detto 
nastro  e  il  cerchio  H  L  pur  tra  loro  eguali.  Dal  che  ne  segue 
la  meraviglia  accennata  ;  cioè,  che  se  intenderemo  il  segante 
piano  successivamente  innalzato  verso  la  linea  A  B,  sempre 
le  parti  dei  solidi  tagliate  sono  eguali,  come  anco  le  super¬ 
ficie,  che  son  basi  loro,  pur  sempre  sono  eguali,  e  finalmente 
alzando  e  alzando,  tanto  li  due  solidi  (sempre  eguali),  quanto 
le  lor  basi  (superficie  pur  sempre  eguali)  vanno  a  terminare 
l’una  copia  di  loro  in  una  circonferenza  di  un  cerchio,  e 
l'altra  in  un  sol  punto:  che  tali  sono  Torlo  supremo  della 
scodella  e  la  cuspide  del  cono. 
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154.  Or  mentre  che  nella  diminuzione  dei  due  solidi  si 
va  sin  all'  ultimo  mantenendo  tra  essi  la  egualità  ,  ben  par 
conveniente  il  dire,  che  gli  altissimi  ed  ultimi  termini  di 
tali  menomamenti  restino  tra  di  loro  eguali ,  e  non  Y  uno 
infinitamente  maggior  dell'altro;  par  dunque  che  la  circon- 
fereffàa  di  un  cerchio  immenso  possa  chiamarsi  eguale  a  un 
sol  punto  ;  c  questo  che  accade  nei  solidi,  accade  parimenti 
nelle  superficie  basi  loro,  che  esse  ancora  conservando  nella 
comune  diminuzione  la  egualità  vanno  in  fine  ad  incontrare 
nel  momento  della  loro  ultima  diminuzione,  quella  per  suo 
termine  la  circonferenza  di  un  cerchio,  e  questa  un  sol  punto. 
Li  quali  perchè  non  si  debban  chiamare  eguali,  se  sono  le 
ultime  reliquie  e  vestigie  lasciate  da  grandezze  eguali  ?  E 
notate  appresso  ;  che  quando  ben  fossero  tali  vasi  capaci  degli 
immensi  emisferi  celesti,  tanto  gli  orli  loro  supremi,  e  le 
punte  dei  contenuti  coni  servando  sempre  tra  di  loro  l'egua- 
lità,  anderebbero  a  terminare  quelli  in  circonferenze  eguali 
a  quelle  dei  cerchj  massimi  degli  orbi  celesti ,  e  questi  in 
semplici  punti,  onde  conforme  a  quello  che  tali  speculazioni 
ne  persuadono,  anco  tutte  le  circonferenze  dc'cerchj  quanto 
si  voglian  disuguali ,  posson  chiamarsi  tra  di  loro  eguali  e 
ciascheduno  eguale  a  un  punto  solozz. 

435.  In  appresso,  a  compimento  della  supposizione  fatta 
e  da  noi  riportata  num.  42 5,  della  eguaglianza  del  solido 
della  scodella,  con  quella  del  cono,  egli  ne  adduce  in  parte 
la  dimostrazione,  e  ci  invita  a  vederne  1*  altra  parte  nella 
42.a  prop.  del  lib.  2  De  centro  gravilalis  solidorum ,  del 
sig.  Luca  Valerio,  che  egli  chiama  il  nuovo  Archimede  della 
sua  età. 

456.  Per  quanto  poi  concerne  le  ultime  induzioni  enun¬ 
ciale  nei  num.  433  e  434,  cioè  che  due  cose  eguali  ma  di 
forma  diversa,  sottoposte  a  continue  e  successive  eguali  di¬ 
minuzioni,  una  la  finisca  in  un  sol  punto  geometrico,  e 
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ì  altra  in  inforni,  o  in  una  circonferenza,  clic  si  considera 
contenerne  infiniti ,  ognuno  conosce ,  che  con  sicurezza  si 
può  pronunciare,  che  queste  illazioni  non  reggono  per  ve¬ 
rmi  conto  al  verace  rigor  di  ragione  ;  perchè  iusiuo  a  tanto 
che  il  cono  e  la  scodella  hanno  un  valor  finito,  ed  anco 
insino  a  tanto  che  abbiano  un  valor  finito  qualsivoglia,  è 
sempre  vero,  che  tutta  la  superficie  dell’orlo  della  scodella 
c  eguale  alla  superficie  che  presenta  il  cono  ,  come  pari¬ 
menti  il  solido  della  scodella  è  eguale  sempre  al  solido 
del  cono. 

Ma  quando  si  passa  a  conchiuderne,  che  il  solido  e  la 
superficie  della  scodella  v.  g.  la  finiscono  in  un  cerchio,  e 
la  superficie  ed  il  solido  del  cono  in  un  sol  punto ,  que¬ 
sta  conchiusione  non  procede  legittima  dalle  premesse,  ma 
invece  è  un  verace  equivoco;  in  fatti  è  impossibile  che  la 
superficie  ed  il  solido  del  cono  vadino  a  terminare  in  un 
punto  solo ,  perchè  il  punto  è  zero  superficie ,  e  zero  so¬ 
lidità;  così  parimente  è  impossibile,  che  la  superficie  della 
scodella  e  la  di  lei  solidità  possano  finirla  in  una  circon¬ 
ferenza  la  quale  è  sempre  zero  superficie  e  zero  solidità. 
Chi  volesse  ragionare  dello  stalo  delle  grandezze  antece¬ 
denti  alla  loro  consunzione,  da  ciò  che  presentano  dopo 
consumate,  se  ne  ricaverebbero  le  più  mostruose  ed  assurde 
induzioni.  L’equivoco  adunque  che  si  ravvisa  in  questo  dire 
del  Galilei,  è  la  supposizione  che  egli  fa,  che  il  cono  la  fi¬ 
nisca  in  un  punto  mentre  allora  non  esiste  più  ,  e  non  si 
riduce  in  un  punto;  ma  ha  cessalo  di  esistere,  atteso  che 
il  punto  anzi  che  rappresentare  l’ullima  parte  suprema  de! 
cono  non  fa  altro  che  segnare  il  luogo  del  suo  fine,  o  la 
sua  piena  nullità. 

Dalla  maniera  però  con  la  quale  Galilei  tratta  queste 
dottrine,  e  ne  ricava  queste  ultime  illazioni  si  conosce,  clic 
da  esse  non  andava  illuso,  ma  le  metteva  innanzi  più  pre- 


>lo  per  lai1  comprendere  la  massima  circospezione  con  la 
quale  ci  convien  procedere  in  parlando  dell’  infinilo  e  del- 
l’indi visibile  che  per  altro  motivo. 

Noi  però,  che  ci  siamo  proposti  di  esporre  la  lilosolia 
di  questi  altissimi  concetti  anzi  che  intrattenerci  a  chiarire 
quelle  difficoltà,  osserveremo,  che  per  altro  in  queste  pro¬ 
fonde  considerazioni  di  Galilei ,  vi  si  trova  abbastanza  di¬ 
chiarato  il  famoso  metodo  delle  evanescenze ,  metodo  co¬ 
tanto  vagheggiato  qualche  tempo  dopo  da  Newton ,  e  da 
molti  altri  geometri ,  e  1*  averlo  qui  rinvenuto  esposto  con 
singolare  semplicità  c  mirabile  dottrina  come  vediamo  fallo 
dal  filosofo  di  Firenze ,  questo  è  tutto  frutto  del  profondo 
studio  che  egli  aveva  fatto  delle  opere  di  Archimede. 

137.  Nei  numeri  precedenti  423  e  seguenti  abbiamo  ve¬ 
duto,  come  rimanga  indeterminato  ciò  che  Galilei  dice  del 
punto  G,  centro  tanto  dei  cerchi,  che  dei  poligoni;  atteso 
che  non  si  sa  comprendere  come  il  punto  G  non  abbia  fatta 
insieme  coi  poligoni  e  coi  cerchj,  aneli’  esso  la  sua  rivolu¬ 
zione.  E  quando  si  voglia  ammettere  nel  centro  G  una 
conversione  simigliarne  a  quella  dei  cerchj  e  dei  poligoni,  ci 
troviamo  imbrogliati  a  poter  concepire  altrettanto  convenire 
ad  un  punto  geometrico,  che  non  ha  veruna  dimensione.  Che 
cosa  ci  resta  dunque  a  pensare  ?  Unicamente  possiam  rite¬ 
nere  che  questo  centro  deve  essersi  successivamente  trovalo 
presente  a  tulli  i  punti  clic  sappiamo  concepire  o  ideare  esi¬ 
stenti  nella  linea  GV(fig.  4.a  num.  123.)  ;  ovvero  nella  A  D 
(fig.  2.a)  del  medesimo  paragrafo;  giacché  nulla  di  più  si  può 
dire. 

458.  Galilei  nel  filosofare  su  queste  dottrine,  si  propone  nel 
medesimo  dialogo ,  e  poco  dopo  il  già  ricordato  di  lui ,  la 
seguente  difficoltà;  se  il  divisibile  si  può  considerare  come 
ingeneralo  dagli  indivisibili ,  ne  segue,  che  lo  indivisibile 
potrebbe  esser  diviso  ;  difalli  ammettendo  che  I  indivisibile 
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possa  dar  vita  al  divisibile  o  al  finito,  se  una  linea  v.  g.  fosse 
composta  da  un  numero  impari  di  indivisibili,  potendo  questa 
esser  sempre  bipartita,  ne  seguirebbe,  che  anco  l'indivisibile 
che  occupa  il  punto  di  mezzo  rimanesse  spartito  per  metà. 

Parimenti  si  propone  quest'altea  e  non  tenue  difficoltà:  posto 
che  ogni  grandezza  finita  si  possa  ritenere  come  composta 
o  risultante  da  infiniti  indivisibili,,  ne  conseguila  che  avremo 
un'infinito  maggior  di  un  altro,  e  ciò  nè  più  nè  meno,  che 
una  grandezza  finita  è  maggiore  di  un'altra  parimenti  finita. 
Le  quali  cose  ognun  intende  quanto  siano  poco  consentanee 
a  ragione. 

139.  Venendo  poi  alla  soluzione  che  egli  sapeva  dare  alle 
propostesi  difficoltà,  dice  :  in  quanto  alla  prima,  invito  il  lettore 
a  riflettere,  che  questa  difficoltà  si  fonda  sopra  una  falsa  ipo¬ 
tesi,  cioè  sopra  la  ipotesi,  che  sia  pari  o  dispari  il  numero  degli 
indivisibili  componenti  una  grandezza  lineare,  mentre  nè  un  nu¬ 
mero  pari,  nè  un  numero  dispari  di  indivisibili  compongono  la 
grandezza  lineare,  come  nè  anco  qualsivoglia  altro  numero  fini¬ 
to  quale  che  ne  sia  il  modo  nostro  di  imaginarselo,  ma  bensì 
infiniti  indivisibili  ci  vogliono  o  sono  richiesti  a  formarla  ; 
onde  si  vede,  che  la  difficoltà  non  ha  alcun  valore,  o  alcuna 
significazione.  A  dir  vero  questa  sua  risposta  alla  prima  diffi¬ 
coltà  appare  giusta  e  persuadente. 

Confessa  poi  candidamente  di  non  saper  rispondere  alla 
seconda  difficoltà,  cioè  che  una  linea  considerala  come  risul¬ 
tante  da  infiniti  indivisibili,  allor  quando  essa  viene  compa¬ 
rata  ad  un*  altra  di  gran  lunga  maggiore ,  perchè  allora  la 
seconda  appare  che  contenga,  un’ infinito  maggior  di  quello 
della  prima.  Ora  questo  darsi  degli  infiniti  indefinitamente 
maggiori  dell’  infinito  appare  concetto  da  non  poter  esser 
capito  nè  ammesso  ;  per  il  che  unicamente  fa  osservare 
quanto  segue:  —  Queste  sono  di  quelle  difficoltà  che  deri¬ 
vano  dal  discorrere  che  noi  facciamo  col  nostro  intelletto 
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(mito  intorno  agli  infiniti  e  dandogli  quelli  attributi  che  noi 
diamo  alle  cose  finite  e  terminate,  il  che  penso,  clic  sia 
inconveniente,  perchè  stimo,  che  questi  attributi  di  maggio¬ 
ranza  ,  minoranza  ed  egualità  non  convengano  agli  infiniti , 
de'quali  non  si  può  dire,  uno  esser  maggiore,  o  minore,  o 
eguale  all'altro;  per  prova  di  che  già  mi  sovviene  un  sifatlo 
discorso,  il  quale  per  più  chiara  esplicazione  proporrò  per 
interrogazioni  al  signor  Simplicio  che  ha  mossa  la  difficoltà^. 
E  qui  per  non  allungare  il  discorso,  diremo  che  si  fa  a  ri¬ 
chiamare  a  memoria  con  le  sue  interrogazioni  le  dottrine 
esposte  già  al  num.  85,  cioè  che  li  quadrati  che  sono  nella 
serie  dei  numeri  detti  naturali  i  ,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  ecc. 
sono  tanti  quanti  sono  i  numeri  naturali,  i  cubi  sono  tanti 
quanti  sono  i  numeri  naturali ,  cioè  questi  e  quelli  sempre 
infiniti; (lo  stesso  dicasi  delle  quarte,  quinte  e  tutte  le  suc¬ 
cessive  potenze;)  e  intanto  noi  vediamo,  che i  numeri  natu¬ 
rali  sono  più  che  i  loro  quadrati,  assai  più  che  i  loro  cubi,  ed 
assai  più  ancora  delle  maggiori  potenze  più  alte.  Che  dunque 
si  ha  a  dire?  Clic  a  pensare?  Ed  egli  risponde  :  “Io  credo, 
che  ad  altra  decisione  si  possa  venire,  se  non  che  a  dire, 
infiniti  essere  tulli  i  numeri  naturali,  infiniti  i  quadrali,  infi¬ 
nite  le  loro  radici,  nè  la  moltitudine  dei  quadrati  esser  mi¬ 
nore  di  quella  di  lutti  i  numeri  nè  questa  maggior  di  quella; 
ed  in  ultima  conclusione,  gli  attributi  di  eguale,  maggiore 
e  minore  non  aver  luogo  negli  infiniti,  ma  solo  nelle  quan¬ 
tità  terminate.  E  però  quando  il  signor  Simplicio,  mi  pro¬ 
pone  più  linee  (o  grandezze)  disuguali  ;  e  mi  domanda  come 
possa  essere ,  che  nelle  maggiori  non  siano  più  punti ,  che 
nelle  minori,  io  gli  rispondo,  che  ve  ne  sono  nè  più  nè  manco, 
nè  altrettanti ,  ma  in  ciascheduna  infiniti.  0  veramente  se, 
io  gli  rispondessi  i  punti  nell'  una  esser  quanti  sono  i  nu¬ 
meri  quadrati,  in  un'altra  maggiore,  quanti  tulli  i  numeri; 
in  quella  piccolina,  quanti  sono  i  numeri  cubi,  non  potrei 
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io  avergli  dato  soddisfazione  col  porre  più  in  una  clic  nel¬ 
l'altra;  eppure  in  ciascheduna  ratinili  =  ? 

E  venendo  a  questa  infinità  di  indivisibili  non  quanti  , 
cioè  non  finiti*  ma  di  valore  infinitamente  piccolo*  gli  pare 
che  la  prova  diretta  di  questa  infinità  si  desuma  in  modo 
aperto  ed  evidente  dalla  natura  del  continuo  *  dalla  quale 
deriva  la  infinita  divisibilità*  che  vale  niente  meno  che  dire, 
che  le  grandezze  siano  divisibili  in  sempre  divisibili*  e  per 
questa  divisibilità  si  debba  necessariamente  ammettere*  che 
la  composizione  delle  grandezze  sia  risultante  da  infiniti  in¬ 
divisibili  ;  atteso  che  una  divisione  che  si  può  proseguire  per¬ 
petuamente  suppone  che  le  parti  siano  infinite,  giacche  altri- 
mcnle  la  suddivisione  sarebbe  terminabile*  e  Tesser  le  parli 
infinite  si  lira  in  conseguenza  Tesser  non  quante  (cioè  non 
finite);  perchè  quanti  infiniti  far  debbano  una  estensione 
infinita. 

Onde  però  alcuno  non  rimanga  in  dubbio  intorno  la 
verace  significazione  di  queste  sue  dottrine,  egli  avverte,  clic 
non  convien  credere  che  la  divisione  condur  possa  alTindi- 
visibile*  poiché  colui  che  si  appoggiasse  a  tale  operazione 
si  ingannerebbe  all’ ingrosso*  perchè  egli  soggiunge  :  rr  con 
un  tal  progresso  nemmeno  alla  divisione  di  tulle  le  parti 
quante  si  perverebbe  in  eterno  ;  ma  degli  indivisibili*  tanto 
è  lontano  il  poter  giungere  per  cotale  strada  al  cercalo 
termine*  che  piuttosto  altri  se  ne  discosta*  e  mentre  pensa 
col  continuar  la  divisione*  e  col  moltiplicar  la  moltitudine 
delle  parli  di  avvicinarsi  alT  infinità,  credo  che  sempre  più 
se  ne  allontani  ;  e  la  mia  ragione  è  questa.  Nel  discorso  avuto 
poco  fa  concludemmo*  che  nel  numero  infinito  bisognava  che 
tanti  fossero  i  quadrali,  o  i  cubi*  quanti  tutti  i  numeri*  poiché 
e  questi  e  quelli*  tanti  sono,  quante  le  radici  loro,  e  radici 
son  tulli  i  numeri.  Vedemmo  appresso  quanto  maggiori  nu¬ 
meri  si  pigliavano,  tanto  più  radi  si  trovavano  in  essi  i  lor 
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quadrati,  e  più  radi  ancora  i  lor  cubi  ;  dunque  è  manifesto, 
che  a  quanto  maggiori  numeri  noi  trapassiamo,  tanto  più  ci 
discosliaitio  dal  numero  infinito zr  E  poco  stante  conchiude 
esser  tanto  vero  che  noi  non  possiamo  discorrere  dell’  infi¬ 
nito  con  le  nozioni  del  finito,  che  dovriano  anzi  farcì  accorti, 
quanto  gravemente  si  erri ,  mentre  altri  voglia  discorrere 
intorno  agli  infiniti  con  quei  medesimi  attributi,  che  noi  usiamo 
per  li  finiti ,  le  nature  dei  quali  non  hanno  veruna  conve¬ 
nienza  tra  di  loro. 

E  per  prova  di  questa  sconvenienza  ed  assoluta  diversità 
di  natura  che  passa  tra  il  finito  e  l'infinito  arreca  la  seguente 
prova  che  a  parer  suo  equivale  ad  una  dimostrazione.  Egli 
dunque  scrive—.  In  proposito  di  che  non  voglio  tacervi  un 
mirabile  accidente,  che  pur  ora  mi  sovviene,  esplicante  l'in¬ 
finita  differenza ,  anzi  ripugnanza  o  contrarietà  di  natura  , 
clic  incontrerebbe  una  quantità  terminala  nel  trapassare  alla 
infinità. 

Seguiamo  questa  linea  retta  A  B  di  qualsivoglia  lunghezza  ; 
c  preso  in  lei  qualsivoglia  punto  G,  che  in  parti  diseguali 
la  divida  :  dico ,  clic  partendosi  copie  di  linee  dai  termini 
A  e  B,  che  ritenendo  fra  loro  la  medesima  proporzione  che 


hanno  le  parti  A  C.  B  C,  vadano  a  concorrere  insieme,  i 


—  442 


punti  dei  loro  concorsi  andranno  tutti  nella  circonferenza  di 
un  medesimo  cerchio  ;  come  per  esempio,  partendosi  le  AL, 
B  L  dai  punii  A  e  B,  ed  avendo  tra  di  loro  la  medesima 
proporzione  che  hanno  le  parti  A  C,  B  C,  c  andando  a  con¬ 
correre  nel  punto  L,  e  ritenendo  la  stessa  proporzione  altre 
due  A  K,  B  K  concorrendo  in  K, altre  AI,BIe  A  H,B  H, 
A  G,BG  ec.,  dico  che  i  punti  dei  concorsi  I,  K,  L,  H,  G,  F,  ec., 
cascano  tutti  nella  circonferenza  di  uno  stesso  cerchio,  talché 
se  ci  immagineremo  il  punto  G  muoversi  continuamente  con 
tal  legge,  che  le  linee  da  esso  prodotte  fino  ai  termini  fissi 
A  B,  mantengono  sempre  la  proporzione  medesima,  che  hanno 
le  prime  parti  A  C  e  G  B,  tal  punto  G  descriverà  la  circon¬ 
ferenza  di  un  cerchio,  come  appresso  vi  dimostrerò. 

Ed  il  cerchio  in  cotal  modo  descritto  sarà  sempre  mag¬ 
giore,  e  maggiore  infinitamente,  secondo  che  il  punto  G  sarà 
più  vicino  al  punto  di  mezzo,  che  sia  0,  e  minore  sarà  quel 
cerchio  che  dal  punto  più  vicino  all'estremità  B  sarà  descritto; 
in  maniera  che  dai  punti  infiniti  che  pigliar  si  possono  nella 
linea  0  B,  si  descriveranno  eerchj  (movendogli  colTesplicala 
legge)  di  qualsivoglia  grandezza,  minori  della  luce  dell’occhio 
di  una  pulce,  e  maggiori  deirequinoziale  del  primo  mobile. 
Ora  se  alzandosi  qualsivoglia  dei  punti  compresi  tra  i  termini 
0  B ,  da  tutti  si  descrivono  cerehj ,  e  immensi  dai  punti 
prossimi  all’0 ,  alzando  l’ istesso  0,  e  continuando  di  muo¬ 
verlo  coll'  osservanza  dell’  istesso  decreto,  cioè  che  le  linee 
da  esso  prodotte  sino  ai  termini  A  e  B  ritengono  la  pro¬ 
porzione  che  hanno  le  prime  linee  A  0 ,  0  B ,  che  linea 
verrà  segnata  ? 

Segnerassi  la  circonferenza  di  un  cerchio ,  ma  di  un 
cerchio  maggiore  di  lutti  gli  altri  massimi ,  di  un  cerchio 
dunque  infinito;  ma  si  segna  anco  una  linea  retta  e  perpen¬ 
dicolare  sopra  la  A  B  eretta  dal  punto  0,  e  prodotta  in  in¬ 
finito  senza  mai  tornare  a  riunire  il  suo  termine  ultimo  col 
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suo  primo  3  come  ben  tornavano  le  oltre*  imperciocché  la 
segnata  per  lo  molo  limitalo  del  punto  C  dopo  segnalo  il 
mezzo  cerchio  superiore  G  II  E,  continuava  di  segnare  l'in¬ 
feriore  EMC  riunendo  insieme  i  suoi  estremi  termini  nel 
punto  C.  Ma  il  punto  0  mossosi  per  segnar,  come  tulli  gli 
altri  della  linea  A  B,  (perché  punii  presi  nell'altra  parte  0  A 
descriveranno  essi  ancora  lor  cerchj ,  ed  i  massimi  i  punti 
prossimi  all'  0)  il  suo  cerchio  per  farlo  massimo  di  tutti  , 
e  per  conseguenza  infinito  non  può  più  ritornare  nel  suo 
primo  termine,  ed  insomma  descrive  una  linea  retta  infinita 
per  circonferenza  del  suo  infinito  cerchio.  Considerate  ora, 
qual  differenza  sia  da  un  cerchio  finito  a  un'infinito;  poiché 
questo  muta  talmente  l’essere,  che  totalmente  perde  l'essere 
e  il  poter  essere;  che  già  ben  chiaramente  comprendiamo 
non  si  poter  dare  un  cerchio  infinito  ;  il  che  si  tira  poi  in 

conseguenza,  nè  meno  poter  essere  una  sfera  infinita . 

Ora  che  diremo  di  colali  metamorfosi  nel  passare  dal  finito 
all’infinito  —? 

441.  Ho  qui  voluto  arrecare  questi  passi  del  gran  Ga¬ 
lilei  per  far  conoscere,  quanto  la  filosofia  dell’  infinito  ab¬ 
bia  guadagnato  nelle  sue  mani;  infatti  egli  coi  suoi  ragio¬ 
namenti  ha  sostituito  alla  grandezza  indeterminala  degli  an¬ 
tichi  ,  voglio  dire,  alla  minor  di  ogni  data  od  assegnala,  lo 
indivisibile  il  quale  riesce  assai  meglio  determinato,  perché 
presenta  almeno  un  preciso  valore  di  infinitamente  piccolo 
in  comparazione  del  quanto  finito. 

Arrogi  die  la  nozione  del  suo  indivisibile  traduce  l'a¬ 
nimo  insino  ai  primitivi  supremi  elementi  ai  quali,  specu¬ 
lando  quanto  possiamo,  si  arriva  a  supporre  che  sia  com¬ 
posta  e  risultante  la  grandezza  finita  dolala  della  proprietà 
del  continuo.  E  benché  hindi  visibile  o  l'infinitesimo,  conservi 
ancor  forma  e  carattere  di  grandezza,  venendo  consideralo 
qual  generatore  della  grandezza  medesima,  tuttavia  non  im 
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esprimendo  e  non  ne  rappresentando  che  uno  di  questi  al¬ 
tissimi  primi  principi!  della  grandezza  ci  pone  innanzi  e  ci 
disvela  la  grandissima,  o  meglio,  la  infinita  grandezza  della 
ragione  che  passa  tra  esso  e  la  grandezza  finita  cui  si 
suppone  appartenere. 

Più  sia  qui  rimarcalo,  che  il  fiorentino  nell’ammeltere 
questo  indivisibile,  protesta  apertamente  esser  esso  di  tal 
natura  da  non  potersi  rinvenire  con  alcuna  pratica  o  men¬ 
tale  geometrica  operazione;  il  che  serve  mirabilmente  ad 
illuminarci  intorno  alPinulililà  dei  tentativi  e  vecchi  e  nuovi 
che  si  fanno  dai  geometri,  su  le  tracce  di  Euclide  e  d’Archi- 
mede,  per  procacciarsi  la  minor  di  ogni  data ,  o  lo  stesso 
indivisibile. 

Più  ci  rende  avvertili,  a  non  considerare  l' indivisibile 
come  grandezza  cui  ripugni  una  nuova  divisibilità,  come  è 
manifesto  dal  suo  dire  riportato  ai  nuin.  Ì58,  159,  140,  nel 
quale  egli  sempre  evita  di  pronunciare  il  suo  parere  intorno  a 
questo  delicato  punto  della  filosofia  matematica,  e  ciò  lo  fa 
con  un  discorso,  dal  quale  si  rilevatile  Toggelto  della  divi¬ 
sibilità  dell’  indivisibile  rimaneva  per  lui  un  punto  da  non 
loccarsi. 

Galilei,  come  s’è  veduto,  per  tradurre  il  nostro  pensiero 
in  queste  incomprensibili  regioni  delTinfìnilo  e  dcH'indivisi- 
bile  non  ha  bisogno  d’altra  nozione,  o  meglio,  d’  altra  ipo¬ 
tesi,  fuor  di  quella  che  si  erano  già  dichiaratamente  per¬ 
messa  i  geometri  che  1'  avevan  preceduto ,  voglio  dire  la 
ipotesi,  die  fa  considerare  il  cerchio  come  un  poligono  d’in¬ 
finiti  lati. 

142.  Devesi  pur  anco  tener  presente  un’  altra  importante 
verità,  quella  cioè,  che  alle  grandezze  infinite  non  sono  ap¬ 
plicabili  gli  attributi,  che  noi  diamo  di  maggiore  e  minore, 
o  di  piu  e  meno  alle  grandezze  finite;  la  qual  dottrina 
quando  sia  sufficientemente  fondala  serve  ad  illuminarci  non 


—  415  — 

poco  ed  a  farci  comprendere  quale  c  quanto  sia  V  appoggio 
filosofico*  che  regna  in  quelle  parli  delle  matematiche,  nelle 
quali  si  tratta,  e  si  pone  a  calcolo  finfinilo,  e  I  infinitesimo, 
uè  più  nè  manco  che  si  faccia  colla  grandezza  finita. 

■  -443.  E  allorquando  le  speculazioni  di  Galilei  incontrano  in 
difficoltà  alle  quali  direttamente  non  sapeva  dare  adequata 
soddisfacente  risposta,  egli  con  singola;*  prudenza  ci  invita 
ad  osservare,  come  esse  si  introducano  nelfanimo  nostro  in 
causa  delfinconiprensibililà  che  hanno  per  noi  l' infinito  e 
finfinitesimo.  Donde  si  vede  chiaro,  che  tali  difficoltà  deri¬ 
vano  più  dalla  nostra  limitala  maniera  di  considerare  queste 
trascendenti  grandezze,  che  dalla  lor  natura,  la  quale  come 
incomprensibile,  può  esserci  oscura,  ma  non  mai  condurre  a 
delle  assurdità. 

Difatti  ognuno  facilmente  intende,  che  quando  noi  nei 
nostri  ragionamenti  ammettiamo  ipotesi  insussistenti  od  as¬ 
surde,  benché  alle  volle  in  apparenza  verosimili,  queste 
sempre  traducono  il  ragionamento  ad  urlare  in  difficoltà  in¬ 
superabili,  ed  anco  in  assurdità  aperte. 

Ci  duole  fanimo  che  un  tanto  filosofo  e  geometra  qua¬ 
lora  Galilei  non  abbia  più  di  proposito,  e  più  diffusamente 
esercitata  la  sua  profonda  sagaeilà  sopra  il  concetto  delfin- 
lìnilo  ;  concetto  intorno  al  quale  egli  non  s'  è  aggiralo  ,  se 
non  per  incidenza,  ed  al  solo  fine  di  procacciarsi  principi! 
opportuni  a  fondare  e  promuovere  nuove  e  sublimi  dimo¬ 
strazioni  meccaniche. 

Cavalieri  che  ben  conosceva  falla  importanza  di  queste 
nuove  dottrine  di  Galilei  lo  esortava  con  sue  lettere  ad  oc¬ 
cuparsi  più  di  proposito  ad  estendere  e  rischiarare  le  sue 
dottrine  degli  indivisibili ,  imaginando  che  la  grandissima 
di  lui  perspicacia,  avrebbe,  per  quanto  è  concesso  alfumano 
ingegno,  appianata  e  chiarita  questa  parte  elevata  del  saper 
matematico. 
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444.  Esaminando  però  attentamente  quello*  che  Galilei  ci 
ha  lascialo  intorno  la  dottrina  del  suo  indivisibile  ,  e  del¬ 
l'infinito*  e  molto  più  osservandone  la  felice  applicazione* 
che  egli  ne  ha  fatta  ai  problemi  nuovi  risoluti  nelle  sue 
meccaniche*  noi  dobbiamo  confessare*  che  ci  ha  posto  in 
mano  quanto  basta  a  ben  fissare  le  idee ,  ed  a  ben  co¬ 
noscere  la  filosofia  degli  indivisibili;  imperciocché  nelle 
sue  meccaniche  dimostrazioni*  tanto  teoriche  che  pratiche* 
ove  tratta  del  moto  accelerato  e  ritardato  *  della  gravità 
terrestre  e  della  caduta  dei  gravi ,  ove  parla  ed  espone 
il  colpo  di  percossa  dei  corpi  duri  o  rigidi,  comparato  a 
quello  dei  fluidi*  egli  ha  dato  tutta  la  desiderabile  estensione 
e  perfezione  alla  dottrina  degli  indivisibili.  Gol  suo  filosofico 
concetto  deirindivisibile  *  ha  veduto  e  discoperto  pel  primo 
il  famoso  principio  delle  velocità  virtuali  cotanto  pregiato 
ed  accarezzato  dai  geometri  che  l'hanno  adottato  per  base 
delle  loro  meccaniche  analitiche;  e  Lagrange  nella  sua  non 
inai  abbastanza  lodata  opera  che  ha  per  titolo:  Meccanica 
Analitica *  gliene  rende  tutta  la  lode  ed  il  merito*  come  al 
verace  ed  unico  discoprilore  di  questo  principio*  ed  insieme 
apprezzandone  pienamente  l’alta  importanza  lo  assume  per 
base  fondamentale  di  tutta  la  sua  meravigliosa  meccanica. 

Nè  si  potrebbe  credere  che  Galilei  siasi*  quasi  per  caso* 
abbattuto  nella  scoperta  di  questo  celebre  principio,  poiché 
si  vede*  che  vi  fu  anzi  condotto  dalla  sua  nozione  dell'  in¬ 
divisibile;  ed  a  persuaderci  di  questo  basta  considerare,  che 
gli  istanti  infinitamente  piccoli  del  tempo  sono  precisamente  i 
suoi  indivisibili  applicati  a  questa  soggettiva  grandezza  della 
durata  ;  e  le  velocità  virtuali  che  costituiscono  il  principio 
in  discorso*  non  sono*  che  le  prime  infinitesime  velocità* 
che  egli  considerava  come  i  primi  altissimi  principii  gene¬ 
ratori  del  moto  finito.  Queste  prime  velocità  virtuali  inci¬ 
pienti*  anzi  costituenti  i  primi  principii  del  moto*  e  che  ac- 
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crescenlisi  ed  accumulanlisi  in  ognuno  degli  istanti  infiniti 
indivisibili  del  tempo  presentano  in  un  dato  tempo  finito 
un  momento  di  moto  finito *  e  di  qualsivoglia  valore *  non 
sono  nozioni  o  specolazioni  accidentali  e  quasi  casuali. 

Che  anzi  1’  animo  di  lui  era  sì  ampiamente  informalo 
di  questi  alti  concetti ,  che  spiegava  felicemente  come  il 
colpo  di  percossa  dei  corpi  duri  fosse  indefinitamente  mag¬ 
giore  di  qualsivoglia  altro  di  semplice  pressione.  Di  vero  * 
considerando  egli  il  tempo  finito  a  modo  di  grandezza  geo¬ 
metrica  dotata  intrinsecamente  della  proprietà  del  conti¬ 
nuo  3  e  perciò  divisibile  in  indefinite  particelle  di  tempo 
finito  ,  ognuna  delle  quali  poi  considerava  risultanti  da 
infiniti  indivisibili  istanti*  ne  veniva*  che  ad  ogni  parti¬ 
cella  finita  corrispondesse  un  momento  finito  di  molo  * 
ed  essendo  queste  particelle  indefinite  in  ogni  tempo  finito* 
ne  derivava*  che  quando  i  loro  rispettivi  momenti  finiti  di 
moto  si  unissero  in  somma*  allora  il  momento  di  molo  sa¬ 
rebbe  indefinitamente  grande*  quindi  indefinitamente  maggiore 
del  sempre  ordinario  di  pressione. 

E  siccome  non  basla  che  un  corpo  abbia  un  mo¬ 
mento  di  moto  grandissimo,  per  produrre  un  colpo  di 
percossa  corrispondente  a  tanto  moto  *  ma  si  richiude  an¬ 
cora  che  lo  scarichi*  o  lo  comunichi  ad  un  altro  lutto  in¬ 
sieme  e  di  un  colpo  solo*  così  si  intende  che  solo  un  corpo 
duro  o  rigido  può  comunicare  simultaneamente  lutto  que¬ 
sto  molo  indefinitamente  grande  di  percossa*  come  vediamo 
farsi  dal  martello*  che  cade  sopra  una  lama  di  ferro*  o  so¬ 
pra  la  stessa  incudine,  che  imprime  in  essa  una  depressione* 
effetto  della  sua  caduta,  laddove  sopra  la  stessa  incudine 
se  fosse  innalzata  e  sopra  vi  pesasse  tutta  la  famosa  torre 
di  Babele*  certamente  che  non  basterebbe  a  imprimervi  una 
sensibile  depressione. 

Sopra  queste  dottrine  appoggialo  spiega  felicemente 

8* 


—  448  — 


perchè  un  corpo  duro  cadente  da  una  grande  altezza  sca¬ 
richi  impetuosamente  lutto  il  momento  di  percossa  abbat¬ 
tendosi  in  un  altro  corpo  duro  ed  irremovibile,  mentre  ca¬ 
dendo  un  corpo  fluido  dalla  medesima  o  qualsivoglia  altra 
altezza  questo  non  essendo  duro,  non  iscarica  il  moto  pre¬ 
concetto  che  successivamente,  cioè,  velo  per  velo  o  parte  per 
parie  di  ognuna  delle  sue  fluide  falde,  e  quindi  il  molo 
di  percossa  dei  fluidi  è  sempre  indefinitamente  minore  di 
quello  dei  corpi  rigidi,  posti  in  circostanze  eguali. 

Con  queste  dottrine  si  è  aperta  la  via  alla  soluzione  di 
mollissimi  problemi  meccanici,  che  gli  hanno  procacciato  in 
faccia  ai  dotti  fama  immortale. 

Ma  ciò  che  più  ci  interessa  di  osservare  in  questa  fi¬ 
losofia  delle  matematiche  si  è,  che  con  le  sue  dottrine  apriva 
la  via  e  preparava  la  scoperta  del  calcolo  sublime,  detto 
calcolo  infinitesimale ,  giacché  i  suoi  indivisibili  erano  pre¬ 
cisamente  le  infinitesime  parli  delle  quali  riteneva  risultanti 
tulle  le  finite  grandezze,  e  che  egli  non  già  per  qualche 
operazione,  giacché  nessuna  operazione  nè  effettiva  nè  ra¬ 
zionale  poteva  somministrarle,  ma  sibbene  per  pura  mentale 
supposizione  concepiva,  come  nel  numero  si  ammettono  e 
si  concepiscono  le  unità  finite  quali  generatrici  di  esso. 

Questi  indivisibili,  mutato  il  solo  nome,  sono  poi  le 
differenziali  razionali  ed  al  tutto  soggettive,  che  furono  di¬ 
chiaratamente  ammesse  ed  adoperale  da  Leibnitz,  e  le  in¬ 
finitamente  piccole  o  le  flussioni  usate  da  Newton,  ambiduc 
scopritori  del  calcolo  sublime  o  infinitesimale. 

E  benché  Galilei  non  abbia  dichiaratamente  insegnalo 
come  le  supreme  particelle  soggettive  delle  grandezze  finite, 
da  esso  appellate  indivisibili ,  possano  in  questo  loro  stalo 
ritenere  tutte  le  proprietà  della  grandezza  finita ,  pure  1’  a- 
verli  considerali  quali  generatori ,  od  elementi  primi  della 
grandezza  dava  apertamente  a  divedere,  che  essi  avevano 
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tutte  le  proprietà,  che  eran  proprie  della  grandezza;  pro¬ 
prietà,  che  per  ammissione  di  principio  esister  debbono  tutte 
intiere  anco  nelle  parti  componenti.  E  sotto  questo  riguardo 
quando  nella  soluzione  dei  problemi  veniva  riunendo  questi 
generatori  indivisibili  delle  grandezze  egli  presentava  invia 
pratica  delle  veraci  integrazioni  entro  limiti  prefissi  e  così 
abbozzava  anco  la  parte  più  importante  del  calcolo  infinite¬ 
simale,  qual'è  quella  appellata  calcolo  sommalorio ,  0  calcolo 
integrale . 

145.  Non  vorrei  esser  ritenuto  per  troppo  corrivo  nel- 
1*  asserire  altrettanto ,  perchè  se  alcuno  la  pensasse  così , 
Io  inviterei  a  riflettere,  che  avendo  esso  ritenuto  gli  in¬ 
divisibili  forniti  e  dotati  delle  proprietà  della  grandezza 
finita,  che  riuniti  poi  in  numero  infinito,  si  consideravano 
capaci  di  costituirla  e  rappresentarla,  con  questi  pensamenti 
stabiliva  apertamente,  il  grande  principio,  che  nella  cogni¬ 
zione  delle  proprietà  dei  singoli  indivisibili ,  stava  riposta 
la  cognizione  della  grandezza  finita,  e  per  questo  si  vedeva 
aperta  la  via  a  risalire  dalla  cognizione  dell'  indivisibile  a 
quella  della  grandezza  finita,  il  che  era  pure  integrale. 

E  di  questa  partecipazione  delle  proprietà  che  gli  in¬ 
divisibili  avevano  comuni  con  le  grandezze,  finite  egli  ve¬ 
niva  insegnando,  come  in  ogni  istante  indivisibile  del  tempo, 
e  nelle  stesse  velocità  virtuali  fossero  espresse  e  rappre¬ 
sentate  le  proprietà  e  le  leggi  consecutive  delle  forze  cen¬ 
trali  che  reggono  i  grandi  movimenti  del  globo  terraqueo  , 
e  riteneva ,  che  egualmente  esprimessero  quelle  consimili 
che  regolano  i  movimenti  di  tutti  i  corpi  del  sistema  mon¬ 
diale  nei  loro  orbi  celesti. 

Ma  ritornando  in  su  la  considerazione  della  filosofia  da 
esso  spiegata  riguardo  all’infinito,  egli  ci  dice,  che  prescin¬ 
dendo  anco  dall’esperienza,  benché  concludentissima,  non  è 
diffìcile  col  semplice  discorso  penetrare  queste  verità ,  poi- 
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diè  la  velocilà  v.  g.  essendo  aumentabile  e  menomabile  in 
in  (ini  lo  ,  qual  ragione  persuaderà  che  un  mobile  partendosi 
da  una  lardila  infinita.,  che  tale  è  la  quiete,  entri  immedia¬ 
tamente  in  dieci  gradi  di  velocità,  in  quattro,  in  due,  in 
uno,  in  un  mezzo,  in  un  decimo,  in  un  centesimo  ecc., 
ed  in  somma  in  tulle  le  minori  velocità  in  infinito? 

La  velocità  del  sasso  ascendente  consumandosi  tutta 
nella  sua  salita,  non  può  pervenire  allo  stalo  di  quiete  prima 
che  sia  passalo  per  lutti  i  gradi  di  tardità,  i  quali  benché 
infiniti,  gli  può  tutti  percorrere  in  un  dato  tempo  finito,  perchè 
non  vi  dimora  qualche  tempo  per  ognuno,  ma  vi  passa  senza 
dimorarvi  oltre  ad  un  istante;  e  perchè  in  ogni  tempo 
quanto  ancor  che  piccolissimo  sono  infiniti  istanti,  così  essi 
sono  bastanti  a  rispondere  agli  infiniti  gradi  di  velocità 
perduta. 

146.  Questi  e  molt'allri  giusti  ed  elevati  pensamenti  (che 
qui  per  brevità  sorpassiamo) ,  esposti  in  maniera  chiara  e 
convincente  ed  accompagnali  da  induzioni  importanti  costi¬ 
tuiscono  un  titolo  di  eterna  gloria  pel  filosofo  fiorentino.  Egli 
introdusse  nella  matematica  la  nozione  dell’ indivisibile  o 
della  quantità  infinitamente  piccola,  quella  dell'infinito  ,  ma 
non  cumulativo  o  come  risultante  da  somma  di  finiti;  le 
prime  tracce  di  integrazione  dedotte  dalla  natura  degli  in¬ 
divisibili;  la  ragione,  che  unica  può  condurre  a  considerare 
L  infinitamente  piccola  grandezza  come  nulla,  posta  che  sia 
a  petto  della  grandezza  finita;  le  velocità  virtuali,  quali 
primi  infinitesimi  elementi  generatori  del  moto  finito  e  la  in¬ 
finita  loro  accumulazione  sino  alla  produzione  del  molo  fi¬ 
nito;  il  colpo  di  percossa,  momento  di  molo,  che  egli  chiama 
infinito,  comparalo  che  venga  con  quello  di  pressione  ;  tulio 
venne  scoperto,  chiarito,  dimostrato  da  questo  grande  filo¬ 
sofo  e  queste  sue  dottrine  sono  poi  alla  fin  fine  quelle  che 
abbracciate  ed  usale  dai  successori  gli  condussero  ai  nuovi 
grandissimi  discoprimenti  dell'analisi  infinitesimale. 
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Poco  fa  si  è  detto,  che  egli  insegnava,  e  pel  primo,  il 
gran  principio,  che  la  quantità  infinitamente  piccola  com¬ 
parata  che  fosse  alla  grandezza  finita  poteva  considerarsi 
quale  zero,  in  punto  al  di  lei  potere  che  aveva  per  alterare 
lo  stato  della  finità  ;  perchè  dunque  alcuno  non  creda  esser 
noi  corrivi  a  credere  che  esistano  nei  pensamenti  del  sommo 
Galilei  dei  sublimi  trovati ,  che  egli  non  avesse  veramente 
discoperti,  riporteremo  qui  le  sue  parole  medesime  dalle 
quali  apertamente  fia  manifesto,  aver  egli  pel  primo  am¬ 
messo,  anzi  per  quanto  è  dato  alfuomo  anco  dimostrato  il 
gran  principio  del  calcolo  differenziale  divenuto  in  seguito 
cotanto  famoso,  cioè,  che  due  o  più  grandezze  finite ,  le 
quali  non  differiscono  tra  di  loro,  che  per  uno  indivisibile, 
o  per  una  parte  loro  infinitamente  piccola,  queste  grandezze 
sono  fra  loro  eguali.  Egli  dunque  prova  tale  principio  come 
segue:  —  si  dà  soddisfazione  alla  parte  (cioè  all' interlocutore 
Sagredo)  col  dirgli,  che  non  solamente  uno,  o  due  indivisi¬ 
bili,  ma  nè  dieci,  nè  cento,  nè  mille  compongono  una  gran¬ 
dezza  divisibile  e  quanta,  ma  sibbene  infiniti  — ;  dunque 
nè  uno,  nè  due,  nè  cento  possono  produrre  una  differenza 
finita  che  sia  capace  ad  alterare  in  più  o  in  meno  la  egua¬ 
glianza  di  grandezze  finite. 

447.  Siccome  nessuno,  per  quanto  è  a  nostra  notizia,  ha 
pienamente  esposti  questi  pensamenti  matematici  dell’incom¬ 
parabile  filosofo  fiorentino,  così  ci  gode  fanimo  di  attribuirli 
al  verace  loro  inventore  ;  imperciocché  questa  è  filosofia  tutta 
sua ,  e  perciò  è  tutto  suo  il  merito  di  aver  create  e  poste 
le  basi  luminose  dell’analisi  sublime,  come  meglio  si  vedrà 
in  seguito  di  questo  scritto. 

448.  Cavalieri  in  quel  medesimo  tempo ,  discopriva  an- 
cb’esso  e  con  la  forza  del  suo  ingegno  il  suo  metodo  degli 
indivisibili.  Convenendo  nelfidea  del  Galilei,  che  nella  natura 
dello  indivisibile  fosse  espressa  l’indole  ed  il  carattere  della 
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grandezza  finita,  della  quale  l'indivisibile  si  considerava  come 
un'elemento  o  parte  costitutiva.  Questo  gran  filosofo  di  Mi¬ 
lano  concepì  il  felicissimo  pensiero  di  farsi  ad  esaminare 
ed  indagare  le  proprietà  delle  grandezze  geometriche  rica¬ 
vandole  o  deducendole  dalle  proprietà  delle  loro  parli  indi- 
visibili. 

Fondandosi  sopra  questo  pensamento  creava  la  sua 
nuova  Geometria  degli  indivisìbili. 

Esaminando  li  principii  sopra  dei  quali  egli  poggiava,  a 
considerare  ed  a  formarsi  il  concetto  de'  suoi  indivisibili , 
appare,  che  li  ammettesse  quali  parti  costitutive  elementari 
delle  grandezze  finite,  da  potersi  pigliare  in  quel  numero 
indefinito  che  ci  aggrada,  ma  sempre  sufficiente  alle  soluzioni 
dei  singoli  problemi. 

Camminando  su  le  tracce  dell'indefinito  credeva  evitare 
lo  infinito,  e  le  difficoltà  ad  esso  inerenti ,  come  parimenti 
pensava  che  ammettendo  V  indivisibile  solamente  quale  in- 
defiuitamente  piccolo ,  e  non  quale  infinitamente  piccolo, 
così  potesse  causare  le  difficoltà  che  si  promovevano  verso 
quest'ultimo  concetto  abbracciato  dichiaratamente  dal  Galilei. 

Cavalieri  adunque  si  limitava  a  considerare  la  gran¬ 
dezza  geometrica  come  un'aggregato  di  indefiniti  indivisibili, 
ma  questi  però  da  potersi  determinare  secondo  la  proprietà 
del  continuo,  cioè  con  una  latitudine  senza  confine  o  senza 
alcun  limile;  per  cui  egli  poteva  spingere  questi  suoi  indi- 
visibili  sin  dove  gli  piaceva,  e  poteva  dar  loro  qualsivoglia 
parte  del  valore  della  grandezza. 

Immaginati  a  questo  modo  i  suoi  indivisibili,  se  ne  ser¬ 
viva  nella  sua  geometria  degli  indivisibili,  per  iscandagliare 
le  proprietà,  tanto  delle  linee,  quanto  delle  superficie,  e 
dei  solidi;  ma  nell'usare  di  questi  indivisibili,  egli  conside- 
ravagli  come  pienamente  investiti  ed  informati  delle  proprietà 
e  qualità  della  grandezza  finita  qualunque,  cui  si  considera¬ 
vano  appartenere. 
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Così  egli  veniva  a  considerare  la  linea  come  compos-ta 
o  formata  da  altrettanti  indivisibili,  o  lineette  cortissime,  le  une 
poste  in  seguito  alle  altre;  le  superfìcie  come  formate  da  inde¬ 
finite  linee  rette  paralelle  le  une  a  lato  delle  altre  collocate;  ed 
il  solido  come  ingeneralo  da  indefiniti  piani  sottilissimi,  gli  uni 
soprapposti  agli  altri.  Ecco  come  egli  stesso  dispiega  questi  suoi 
concetti.  zrManifestum  est  figuras  planas  ad  instar  teine  para- 
lellis  filis  contexloe  concipiendas  esse:  solida  vero  ad  instar 
librorum  qui  paralellis  foliis  coacervanti^.  Cum  vero  in  tela 
sint  semper  fila,  et  in  libris  semper  folia  numero  finita, 
habent  enim  aliquam  crassitiem ,  nobis  in  figuris  planis  li¬ 
ne®,  in  solidis  vero  plana  numero  indefinita,  ceu  omnis  cras- 
sitiei  expertia  supponenda  sunt.  (Exercilationes  geometrie® 
paginis  3  e  4). 

449.  Questa  maniera  di  immaginarsi  la  formazione  e  la 
composizione  delle  grandezze  era  poco  diversa  da  quella  ideata 
da  Galilei. 

Ma  ove  questi  era  bersagliato  da  molte  difficoltà,  che 
si  rinfacciavano  a  queste  sue  nuove  dottrine.  Cavalieri  spe¬ 
rava  evitarle  coll’ assumere  i  suoi  indivisibili  solamente  in¬ 
definitamente  piccoli.  Però  poco  stante ,  dopo  più  matura 
riflessione  egli  si  accorgeva,  che  il  suo  concetto  di  grandezza 
indefinitamente  piccola,  toccava  direttamente  aH'infinitamente 
piccola,  o  all'indivisibile  galileano;  e  quindi  le  difficoltà  pro¬ 
mosse  contro  quest'  ultimo  militavano  anco  contro  le  sue 
indefinitamente  piccole  grandezze.  D’altra  parte  non  veden¬ 
dosi  aperta  una  via  a  risolverle,  si  studiava  eluderne  la 
forza  facendo  osservare,  che  egli  dichiaratamente  non  po¬ 
neva  la  infinità  degli  indivisibili ,  nè  la  loro  entità  infinita¬ 
mente  piccola,  ma  unicamente  si  permetteva  la  supposi¬ 
zione  deU’infinita  divisibilità,  voluta  dalla  proprietà  del  con¬ 
tinuo,  e  la  consecutiva  piccolezza  dc’suoi  indivisibili,  pic¬ 
colezza  indefinita. 


I 
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Tuttavia  dopo  tulle  queste  sagaci  osservazioni  1’  alto 
suo  ingegno  e  la  di  lui  profonda  penetrazione,  lo  rendevano 
convinto,  che  tanto  e  tanto  era  su  la  stessa  via  dal  Galilei 
battuta  e  seguita,  perchè  alla  fin  fine  la  infinita  divisibilità 
procedente  dalla  proprietà  del  continuo  dava  di  capo  diret¬ 
tamente  nell'  infinito,  giacché  la  divisibilità  infinita  derivava 
persino  la  di  lei  possibilità  dalla  nozione  dell'infinito.  Per  la 
qual  cosa  posta  in  disparte  la  sua  restrizione  poc'  anzi  ri¬ 
cordala,  egli  nell’introduzione,  die  fece  precedere  al  set¬ 
timo  libro  della  sua  celebre  Geometria  degli  indivisibili,  con¬ 
fessa  apertamente,  che  le  sue  dottrine  si  trovavano  sotto¬ 
poste  a  tutte  le  obbjezioni  che  si  movevano  contro  gli  in¬ 
divisibili  infinitesimi  di  Galilei.  Onde  scrive:  z=  Haud  qui- 
dcm  me  latet  circa  continui  compositionem ,  nec  non  circa 
influitimi,  plurima  a  philosophis  dispulari,  quoe  meis  princi- 
piis  obesse  non  paueis  fortasse  videbuntur;  proplerea  nempe 
hoesitantes  ii  quod  omnium  linearum,  seu  omnium  piano- 
rum  conceptus  cimeriis  velati  obscurior  tenebris  inapprelm- 
sibilis  videatur.  Yel  quod  in  continuis  ex  indivi sibilibus  com¬ 
positionem  mea  sentenlia  prolabatur.  Vel  tandem  quod  unum 
infinilum  alio  majus  dari  posse  prò  firmissimo  geometria; 
fundamento  sternere  auserim  ,  circa  quoe  millibus  quoe 
passim  in  seholiis  circomferunlur  argumentis ,  ne  Achillea 
quidem  arma  resistere  posse  existimantur.  His  lamen  ego 
per  ca  quoe  lib.  2,  prop.  4  ac  illius  scholio  pi-ecipue  declarala 
sunt  satisfìeri  posse  dijudicavi  :  quod  conceplum  enim 
omnium  linearum,  seu  omnium  planorum  efformandum  fa¬ 
cile  hoc  per  negationem  nos  consequi  posse  exislimavi;  ita 
nempe  ut  nulla  linearum,  seu  planorum  excludi  intelligatur. 
Quoad  continui  autem  compositionem  manifestimi  est  ex 
pneoslensis  ad  ipsum  ex  indivisibilibus  componendum ,  nos 
minime  cogi,  solum  enim  continua  sequi  indi visibilium  pro- 
porlionem,  et  e  converso  probare  intenlum  fuit,  quod  qui¬ 
dem  cum  ulraque  posilione  stare  potest. 
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Tandem  vero  dicla  indivisibilium  aggregata  non  ita  per- 
iractavimus  ut  infinilatis  rationem,  propter  infinitas  lineas, 
sua  plana,  subire  videntur,  sed  quatenus  finilatis  quandam 
conditionem  et  naturam  sortiuntur,  ut  propterea  et  augeri 
et  diminuì  possiut,  ut  ibidem  ostensum  fuit,  si  ipsa  prò 
ut  diffinita  sunl  accipiantur.  Sed  bis  nibilominus  forte  ob- 
strepent  philosophi  reclamabuntque  geometra?,  qui  purissimos 
veri tatis  latices  ex  clarissimis  haurire  fontibus  consuescunt, 
sic  objicientes;  hic  dicendi  modus  adhuc  videtur  suboscu- 
rus,  durior  quam  par  est  evadit  hic  omnium  linearum,  seu 
omnium  planorum  conceptus  ;  quapropter  bunc  tute  geome¬ 
tria?  ceu  Gordium  nodum  aut  auferas,  aut  saltem  frangas , 
nisi  dissolvas. 

Fregissem  quidem  faleor,  o  geometre,  vel  omnino  a  priori- 
bus  libris  suslulissem,  nisi  indignum  facinus  alibi  visual  fuisset, 
nova  heec  Geometri»  velali  mysteria  sapienlissimis  abscon- 
dere  viris,  ut  his  fundamentis  quibus  tot  conclusionum,  ab 
aliis  quoque  oslensarum  veritates  adeo  mire  concordant , 
alicujus  industria  melius  forte  concinnatis,  hujusce  nodi 
exloptatam  illis  dissolutionem  aliquando  prestare  possint. 

150.  E  nello  scoglio  della  prima  proposizione  del  lib.  2.°, 
soggiunge:  ir  Posset  forte  quis  dubitare  circa  hanc  demolì- 
stralionem  non  recte  pcrcipiens  quomodo  indefinita?  numero 
line»,  vel  plana,  quales  esse  exislimari  possunt,  qua?  a  me 
vocautur,  omnes  lineas  vel  omnia  plana,  talium  vel  talium  figu- 
rarum  possint  ad  invicem  comparari.  Propter  quodinnuendum 
mihi  videtur,  dum  considero  omnes  lineas,  vel  omnia  plana  ali¬ 
cujus  figura?,  me  non  numerum  ipsarum  comparare,  quem 
ignoramus,  sed  tantum  magniludiuem,  qua?  ada?qualur  spatio 
ab  iisdem  lineis  occupato,  cum  dii  congrua!;  et  quoniam 
illud  spatium  terminis  comprehendilur,  ideo  et  earum  ma¬ 
gnitudo  est  terminis  iisdem  comprehensa;  qua  propter  iili 
potest  fieri  additio,  vel  subslractio,  licet  numerum  earun- 
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dem  ignoremus  *  quod  suocere  dico  ,  ut  illa  sinl  ad  in  vi- 
ceni  comparabili.  Vel  cnim  continuum  nihil  ali ud  est  praclcr 
ipsa  indivisibili,  vel  aliquid  aliud,  si  nihil  est  prscter  indi¬ 
visibilia,  profecto  si  eorum  congeries  nequit  comparari,  neque 
spatium  sive  continuum  eril  comparabile,  cum  illud  nihil  aliud 
esse  ponatur,  proeler  vpsa  indivisibili»  :  si  vero  continuum  est 
aliquid  aliud  proeler  ipsa  indi  visibilio:  falberi  sequum  est  hoc 
aliquid  aliud  interjacere  ipsa  indivisibilia;  habemus  ergo  con¬ 
tinuum  disseparabile  in  quaedam,  qua)  continuum  componunl 
numero  adhuc  indefinita;  inler  quaelibet  enim  duo  indivisibilia 
mquum  est  interjacere  aliquid  illius,  quod  dictum  est  esse 
aliquid  aliud  in  ipso  continuo  prmtcr  indivisibilia  ;  qua  enim 
ralione  lolleretur  a  medio  duarum,  a  mediis  quoque  cseterarum 
lolleretur. 

Hoc  cum  ila  sit,  comparare  nequibimus  ipsa  continua  sive 
spatia  ad  invicem,  cum  ea  quoe  colligunlur  et  simili  colicela 
comparantur,  scilicet,  quoe  continuum  componunl,  sint  nu¬ 
mero  indefinita,  absurdum  est  autem  dicere  continua  terminis 
comprehensa  non  esse  ad  invicem  comparabilia;  ergo  absur¬ 
dum  est  dicere  cougeriem  omnium  linearum  seu  planorum, 
duarum  quarumlibet  figurarum  non  esse  ad  invicem  compa- 
rabilem,  non  obstante ,  quod  qua)  colligunlur  et  illam  cou¬ 
geriem  componunt  sint  numero  indefinita  ;  veluli  hoc  non 
obstat  in  continuo,  sive  ergo  continuum  ex  indi visibilibus  com- 
ponatur,  sive  non,  indivisibilium  congeries  sunl  ad  invicem 
comparabiles  et  proporlionem  habent.  Non  inutile  autem  milii 
videtur  esse  animadverlcre  prò  bujus  confirinaiione  ,  hoc 
prò  vero  supposilo,  quamplurima  quoe  ab  Euclide,  Archi- 
mede,  et  aliis  ostensa  sunt  a  me  pariler  fuisse  demonstrala, 
measque  conclusiones  ad  unguem  cum  illorum  conclusioni- 
bus  concordare;  quod  evidens  signuni  esse  polest,  me  in 
principi»  vera  assumpsisse,  licei  scialli,  et  ex  falsis  princi- 
piis  sophystiee  vera  aliquando  deduci  posse;  quod  (amen 
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in  tot  el  tot  conclusionibus  methodo  geometrica  demonstra- 
tis  mihi  accidisse  absurdum  pularem.  Hoc  tamen  addo,  non 
tamquam  prsefatae  veritalis  legilimum  fondamentum ,  seri  ut 
non  negligendum ,  immo  summe  expendendum  illius  argu- 
mentum,  quod  scquenlia  percurrenti  continuo  magis  ac  ma- 
gis  elucescet. 

451.  Da  questo  suo  dettato  si  comprende,  che  conside¬ 
rava  il  solido,  come  s’è  detto,  formato  da  una  moltitudine 
infinita  di  piani  o  di  superficie;  la  superficie  risultante 
da  una  indefinita  moltitudine  di  striscie,le  unea  lato  delle 
altre  collocate,  ed  in  ciò  fare  come  mai  poteva  credere  di 
scostarsi  dalle  dottrine  di  Galilei,  se  non  tramutando  la  parola 
infinito  del  fiorentino  in  quella  di  indefinito  numero?  E 
in  vero  ammettendo  egli,  come  apertamente  si  rende  palese 
dal  suo  dire,  che  i  suoi  indivisibili  rappresentavano  una  fi¬ 
gura  composta  qualunque,  ma  spartita  o  divisibile  per  li 
suoi  elementi  secondo  la  natura  del  continuo,  troppo  chia¬ 
ramente  faceva  conoscere  che  i  suoi  indivisibili  corrisponder 
dovevano  al  continuo,  e  quindi  progredire  per  necessità  di 
supposizione  all’  infinito.  Le  slriscie  v.  g.  che  poste  le  une 
a  lato  delle  altre  formano  la  superficie,  o  erano  esse  poche 
e  eli  una  entità  finita  ed  allora  veniva  a  dire  che  varie 
piccole  superficie  date  e  finite,  riunite  che  fossero  forma¬ 
vano  un’altra  superficie  più  vasta,  e  non  ingeneravano,  ma 
supponevano  la  superficie,  o  queste  striscio  erano  tenuissime 
e  tante  quante  rispondono  al  continuo,  ed  in  questo  caso 
come  mai  si  potevano  ritenere  capaci  ad  ingenerare  una 
superficie  finita  con  un  numero  finito  ? 

Quindi  non  è  meraviglia,  se  in  fin  dei  conti,  egli  incon¬ 
trasse  nelle  difficoltà,  che  eran  promosse  contro  le  dottrine 
di  Galilei,  e  specialmente  in  quelle  difficoltà  che  poneva  in 
campo  il  geometra  Guidino.  Cavalieri  che  era  di  sottile  e 
penetrante  ingegno  conobbe  che  la  sua  maniera  di  parlare 
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e  di  schermirsi  non  era  soddisfacente  ;  e  per  altra  parte  tro¬ 
vandosi  innoltrato  in  un  pelago  senza  bussola  che  gliene  in¬ 
dicasse  la  via  deguscila,  si  prevalse  astutamente  delle  armi 
degli  avversari  per  turar  loro  la  bocca,  dichiarando  (nelle  sue 
Esercitazioni  matematiche,  opera  posteriore  alla  sua  geo¬ 
metria  degli  indivisibili)  che  il  suo  metodo  non  era  in  so¬ 
stanza  diverso  da  quello  dagli  antichi  conosciuto  sotto  il  nome 
di  metodo  delle  esauslioni.  In  fatti  tutte  queste  superficie, 
tutte  queste  linee,  delle  quali  egli  prendeva  in  considera¬ 
zione  i  rapporti  o  le  ragioni  tanto  comparate  tra  di  loro  , 
come  nelle  loro  somme ,  non  erano  che  grandezze  affatto 
simili  ai  piccolissimi  paralellogrammi  rispondenti  ai  latercoli 
dei  poligoni  inscritti  e  circoscritti  alle  curve  usati  dagli  an¬ 
tichi,  e  considerati  spinti  a  sì  gran  numero,  che  pochissimo 
riuscissero  diversi  dalla  curva  cui  venivano  applicati.  Ma  que¬ 
sto  sotterfugio  di  Cavalieri  benché  attissimo  in  faccia  de' 
suoi  oppositori  ad  attutire  le  difficoltà  che  mettevano  in  campo, 
tuttavia  in  sostanza  era  inetto  a  risolverle;  imperciocché  Cava¬ 
lieri  con  questa  sua  dichiarazione  non  faceva  altro  che  chiu¬ 
dere  la  bocca  agli  avversari,  assomigliando  il  suo  all'antico 
metodo  da  lor  ritenuto  rigoroso,  mentre  questo  aulico  me¬ 
todo  inchiudeva  tutte  le  stesse  difficoltà  irresolute ,  perchè 
tali  incertezze  o  difficoltà  procedevano  dallo  spingersi,  che 
facevasi  col  metodo  delle  esauslioni,  nel  campo  del l  infinito 
per  cercare  colà  di  impadronirsi  della  suprema  evanescenza 
della  grandezza  sottoposta  a  infinita  diminuzione  ;  evanescenza 
che  niun  mezzo ,  nè  razionale  nè  pratico  sapeva  in  verna 
modo  procacciare,  e  perciò  evanescenza  che  alla  fin  fine 
veniva  pienamente  supposta,  e  giammai  provala. 

152.  Chi  bramasse  in  via  semplice  e  facile  persuadersi , 
che  la  evanescenza  nel  metodo  delle  esauslioni  è  tutta  sup¬ 
posta  e  non  rinvenuta,  basta  che  rifletta,  che  tra  le  figure 
rettilinee  inscritte  e  circoscritte  v.  g.  al  circolo  o  ad  altra 
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curva,  passa  sempre  Ira  queste  figure  ed  il  circolo  una  dif¬ 
ferenza,  e  come  questa  è  facile  a  ravvisarsi  esser  finita  in- 
sino  a  che  le  figure  inscritte  e  circoscritte  sono  di  un  nu¬ 
mero  finito  di  lati ,  così  anco  nella  insigne  ipotesi ,  che  il 
numero  dei  lati  delle  figure  inscritte  e  circoscritte  tosse  infi¬ 
nito  (il  che  non  si  può  arrivare  ad  ottenere),  tuttavia  anco 
in  allora  per  necessità  di  metodo  e  di  legge  geometrica  di 
approssimazione,  non  potrebbe  che  diventare  tenuissima  quanto 
si  voglia,  evanescente  non  mai. 

Più,  oltre  a  tutti  questi  saldissimi  argomenti  comprovanti 
la  impossibilità  di  giungere  all’  evanescenza ,  avvi  sempre 
quello  ancor  più  ovvio,  che  nel  caso  di  questa  verace  eva¬ 
nescenza  si  avvererebbe,  che  i  poligoni  rettilinei  ed  eterna¬ 
mente  rettilinei  si  tramutassero  in  figura  rigorosamente  cir¬ 
colare,  cioè  la  retta  diverrebbe  curva;  il  che  quanto  sia  a 
ragion  contrario  di  leggeri  ognuno  intende.  Ma  basii  al  pre¬ 
sente  questo  motto  anticipalo  sul  metodo  delle  esaustioni, 
c  qui  unicamente  sia  posto  per  far  comprendere  come  le 
difficoltà  procedenti  dalle  nozioni  delPinfinito  sussistano  anco 
in  questo  metodo  cui  aveva  avuto  ricorso  Cavalieri 

Qui  però  si  deve  osservare,  che  nelPesser  egli  ricorso  al 
metodo  delle  esaustimi!  ha  disconosciuto  il  pregio  e  la  ag¬ 
giustatezza  di  un  principio  solido  e  più  persuasivo,  che  do¬ 
mina  nella  dottrina  degli  ìndivisibili,  per  andare  mendicando 
la  evidenza  del  suo  ragionamento  colà  dove  non  si  ritrovava. 
Ripiglieremo  queste  dottrine  in  seguito. 

Intanto  per  meglio  chiarire  le  idee  che  costituiscono  il  me- 
todo  degli  indivisibili  di  Cavalieri  osserveremo,  clic  esso  si 
appoggia  a  due  diverse  maniere.  Una,  ha  in  vista  la  com¬ 
parazione  delle  figure  geometriche  tra  di  loro,  comparazione 
desunta  dalla  ragione  che  regna  tra  gli  elementi  indivisibili 
dai  quali  queste  figure  si  considerano  risultanti  o  composte. 
Di  questa  maniera  di  ragionamento  se  nc  occupa  nel  primo 
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libro  ed  in  parte  nel  secondo  della  sua  geometria,  ove  di¬ 
mostra  le  proprietà  dei  parallelogrammi ,  dei  triangoli .  dei 
prismi,  ecc.,  che  sono  posti  e  collocali  sopra  la  stessa  base, 
e  che  hanno  la  stessa  altezza.  Monlucla,  chiarissimo  storico 
delle  matematiche,  espone  questa  prima  maniera  di  ragionare 
del  Cavalieri  con  la  seguente  proposizione:  zz  Tutte  le  fi¬ 
gure  delle  quali  gli  clementi  crescono  o  decrescono  simil¬ 
mente,  incominciando  dalla  base  alla  sommità  sono  nel  me¬ 
desimo  identico  rapporto  della  figura  uniforme  della  stessa 
base  ed  identica  altezza.  È  facile  conoscere  la  verità  di  que¬ 
sta  proposizione  iz. 

La  seconda  maniera  o  metodo  degli  indivisibili  di  que¬ 
sto  nostro  italiano,  si  occupa  del  rapporto  che  ha  la  somma 
della  infinità  delle  linee  o  dei  piani  crescenti  o  decrescenti 
con  la  somma  di  un  consimile  numero  di  elementi  omoge¬ 
nei  a  queste  linee  o  a  questi  piani,  ma  lutti  eguali  tra  di 
loro.  Un  esempio  a  parer  del  sullodalo  storico  chiarisce  me¬ 
glio  questo  concetto. 

453.  Un  cono  secondo  la  dottrina  di  Cavalieri  è  compo¬ 
sto  di  un  numero  indefinito  di  cerchi  decrescenti  dalla  base 
alla  sommità,  intanto  che  il  cilindro  della  stessa  base  c  della 
medesima  altezza  è  composto  di  una  infinità  di  cerclij  lutti 
eguali  fra  loro  ;  si  avrà  dunque  la  ragione  del  cono  al  ci¬ 
lindro  se  si  truova  il  rapporto  e  la  ragione  di  tulli  i  cer- 
chj  decrescenti  ed  infiniti  del  cono ,  comparato  al  rapporto 
di  lutti  i  cerchj  eguali  del  cilindro,  dei  quali  il  numero  è 
^lessamente  infinito.  Nel  cono  questi  circoli  decrescono  dalla 
base  alla  sommità  come  i  quadrali  dei  termini  di  una  se¬ 
rie  che  è  in  progressione  aritmetica,  in  altri  solidi,  essi  se¬ 
guitano  un’altra  proporzione  ;  nella  conoide  parabolica  v.  g. 
è  quello  dei  termini  di  una  progressione  aritmetica.  Lo  sco¬ 
po  generale  del  metodo  consiste  ncll’asscgnare  la  ragione  di 
questa  somma  di  termini  crescenti  o  decrescenti  con  quella 
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dei  termini  tulli  eguali,  dei  quali  è  formala  lulla  la  figura 
uniforme  di  una  stessa  base  ed  altezza,  come  è  il  cilindro. 

454.  Cavalieri  adunque  incomincia  dall’  esaminare  qual 
sia  il  rapporto  o  la  ragione  della  somma  dei  quadrali  di 
tutte  le  lince  che  compongono  il  triangolo,  con  la  somma 
dei  quadrati  di  tutte  quelle  che  compongono  il  parallelo- 
grammo  della  stessa  base  e  della  stessa  altezza,  c  dimostra, 
clic  la  prima  è  la  terza  parte  di  quella  della  seconda  ;  onde 
nc  conchiude,  che  le  piramidi,  i  coni,  e  tutte  le  figure  omo¬ 
genee  decrescenti  come  questi  quadrali  formano  la  terza 
parte  delle  figure  uniformi  aventi  la  stessa  base  ed  altezza. 

Di  qua  passa  ad  esaminare  le  somme  dei  quadrati 
delle  lince  che  compongono  c  riempono  diverse  altre  figure, 
come  il  circolo  ed  i  suoi  segmenti,  quelli  delle  sezioni  co¬ 
niche,  ecc.,  egli  applica  in  seguito  questa  sua  dottrina  a  di¬ 
versi  problemi,  e  passa  in  rivista  la  più  parte  di  quelli  di 
Keplero,  che  risolve  con  molta  eleganza  e  maestria.  Intanto 
non  sorpassiamo  l’idea  filosofica  già  prima  da  noi  ricordala, 
clic  anco  secondo  l’esposizione  che  Montucla  dà  del  metodo 
del  Cavalieri,  questi  non  evita  l'infinito,  e  le  difficoltà  nelle 
quali  incontrava  anco  Galilei  col  suo  indivisibile  infinita¬ 
mente  piccolo. 

455.  Wallis  nella  sua  grand'opera  intitolala:  AriUimelica 
infinilorum  si  appoggia  sopra  queste  due  proposizioni  :  — 
Magnitudincs  quarum  differcntia  probalur  minor  quavis  as- 
signabili,  ajquales  esse.  Quippe  si  incequales,  potcrit  eorum 
diflcrenlia,  quamtumvis  exigua ,  sic  multiplicari,  ut  ulram- 
vis  superct;  sin  ila  non  possit,  nulla  est. 

Approximaliones  continua:  omnes  in  quibus  appropinqua- 
lio  sic  continue  fil,  ut  dislanlia  tandem  pervenerit  quavis  assi- 
gnabili  minor,  censendo?  sunt,  si  in  infinilum  fornii  continuan¬ 
do  coire,  ditTcrenlia  tandem  in  nilnlum  evanescente,  seu  (quod 
geoinelris  tantundem  est)  in  quavis  assignabili  minore  ~  . 


15G.  Postulatimi.  —  Quarum  magniludinum  inequalium 
cxcessus  majoris  supra  minoreni  non  possi t  esse  lam  par- 
vus,  quin  possit  ila  multiplicari,  ut  utramvis  supcret,  aliam 
quamvis  cjusdem  generis  magnitudine!!).  Euclides  definilione 
quinta;  ibidem  Àrcliimedes  =  . 

457.  Questo  grande  geometra  inglese  benché  si  appoggi 
intieramente  alle  dottrine  degli  antichi,  c  però  un  vero  eclet¬ 
tico,  perchè  non  si  fa  alcun  riguardo  di  abbracciare  i  con¬ 
cetti  dell'Infinito,  e  degli  indivisibili  di  Galilei;  anzi  dichiara¬ 
tamente  ammettendo  queste  nuove  scoperte  italiane  ha  sparso 
molla  luce  sopra  gli  stessi  antichi  principii;  perchè  egli  ri¬ 
pone  la  grandezza  minor  di  ogni  assegnabile,  non  già  nel- 
rindefini lo  procedimento  delle  diminuzioni,  ma  la  colloca  là 
airinfìnito  di  tali  diminuzioni,  e  solamente  colà  dove  è  questo 
supremo  limite  crede  di  ritrovare  la  evanescente. 

Con  questo  concetto  soggettivo  reso  assai  più  preciso 
ed  esalto,  che  non  fosse  per  lo  avanti,  ha  procurato  di 
mettere  in  piena  luce  il  fondamento  sopra  del. quale  ^stabi¬ 
lisce  1’  opinione  di  poter  considerare  eguali  due  grandezze 
che  non  differiscano  tra  di  loro  se  non  di  una  deferenza 
che  sia  minor  di  ogni  data  o  assegnabile.  E  venendo  al 
motivo  pel  quale  la  inassegnabile  si  può  considerare  zero 
comparativamente,  si  studia  rinvenirlo  nella  osservazione, 
che  se  tale  non  fosse  comparativamente,  in  allora  questa 
inassegnabile  moltiplicata  quanto  fa  di  bisogno  la  si  rende¬ 
rebbe  maggior  di  qualsivoglia  grandezza  finita,  e  ritenendo 
poi  ipoteticamente  che  altrettanto  intervenire  non  possa  della 
inassegnabile,  si  induce  a  poterla  considerare  come  zero. 

Questo  schiarimento  però,  clic  egli  crede  aver  dato  al¬ 
l'antica  dottrina  relativo  alla  inassegnabile  è  più  apparente 
che  reale;  imperciocché,  o  questa  inassegnabile,  evanescente 
o  zero,  la  si  suppone  per  nostra  volontaria  ipotesi,  o  si  ri¬ 
tiene  poterla  rinvenire  con  mentali  geometriche  speculazioni 
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o  ragionamenti.  Quando  si  supponga,  come  mentale  suppo¬ 
sizione  nulla  osta  che  si  possa  ammettere,  anzi  ammessa  che 
sia,  si  ha  diritto  e  dovere  di  ritenerla  c  considerarla  come 
si  è  supposta;  ma  siccome  Wallis  la  vuol  considerare  ripo¬ 
sta  e  derivante  dalle  diminuzioni  protraile  fino  all' infinito, 
questo  non  è  consentaneo  a  ragione;  e  ciò  perchè  non  si 
vede  come  sia  possibile  spingere  le  diminuzioni  all'infinito, 
nò  in  via  di  fallo,  nè  in  via  di  ragionamento,  onde  rimane 
sempre  ,  che  solo  per  solenne  ipotesi  si  stabilisca  e  si  dia 
vita  a  questa  inassegnabile  o  evanescente,  e  vi  vuole  un' 
altra  parimente  solenne  ipotesi  per  considerarla  zero;  onde 
si  verifichi  la  proprietà  di  non  poter  divenire  maggior  d'o- 
gni  grandezza  finita,  quando  venga  moltiplicata  quanto  oc¬ 
corre. 

Quello  che  non  si  sa  comprendere  si  è,  come  Wallis  pen¬ 
satore  assai  avveduto ,  abbia  potuto  ammettere  coinè  una 
verità,  che  in  fondo  ad  lina  serie  protratta  all’infinito,  serie 
necessariamente  geometrica  (per  poter  riuscire  senza  fine) 
si  potesse  rinvenire  evanescenza  o  zero,  mentre  dalle  dot¬ 
trine  chiare  c  precise  del  Galilei,  si  vedeva,  che  solo  all’in¬ 
divisibile  o  infinitamente  piccola  grandezza  si  poteva  arri¬ 
vare  con  questo  infinito  procedimento. 

458.  Da  queste  poche  considerazioni,  che  in  seguilo  sa¬ 
ranno  ancora  riprese  in  esame,  si  può  comprendere,  quale 
e  quanta  sia  la  filosofia  che  esiste  nei  principii  di  Wallis 
sopra  ricordati ,  e  quanto  abbia  avvantaggialo  la  filosofia 
degli  antichi  nelle  sue  mani.  Convien  in  questo  luogo  os¬ 
servare,  che  Keplero  prima  di  Wallis  aveva  per  parte  sua 
adoperato  e  con  successo  le  dottrine  degli  indivisibili  .di 
Galilei,  cioè  precisamente  nel  significato  di  grandezze  infinita¬ 
mente  piccole,  come  si  vede  praticato  da  lui  nella  sua  ce¬ 
lebre  opera  denominala:  Slhereomctria  Doliorum. 

Poco  tempo  dopo  Fermai,  sagacissimo  matematico,  nella 
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ricerca  dei  massimi  c  dei  minimi  valori  delle  grandezze 
poste  in  equazione,  insegnava  quanto  segue:  —  Supponiamo 
die  un’ordinata  y  espressa  col  mezzo  di  una  equazione  in  x, 
sia  pervenuta  al  suo  massimo  ;  ne  conseguila  che  suppo¬ 
nendo  in  quesla  equazione  1’  ascissa  x  accrescila  o  dimi¬ 
nuita  di  una  quantità  infinitamente  piccola  espressa  per  e, 
questi  due  valori  di  y  saranno  eguali ,  per  conseguenza  se 
si  uguaglino,  e  si  levino  i  termini  comuni,  e  che  si  divida 
per  e  quanto  è  possibile ,  ed  alla  fine  si  ommeltano  i  ter¬ 
mini  affetti  da  e  (perchè  nulli  in  comparazione  degli  altri  a 
cagione  della  piccolezza  infinita  di  e)  si  avrà  alla  fine  il  va¬ 
lore  di  x  al  quale  corrisponde  la  più  grande  ordinata  zz . 

459.  Prendiamo  l’equazione  del  circolo,  e  facendo  il  rag¬ 
gio  eguale  ad  a,  l’ascissa  zz  x,  e  l’ordinata  zz  y ,  l’equa¬ 
zione  è  2  a  x  —  xx  —  yy.  Supponiamo  che  non  si 
sapesse  qual  sia  in  questa  equazione  la  più  grande  ordinala. 
Ecco  come  si  può  arrivare  a  conoscerla.  Si  ponga  in  luogo 
di  x  la  x  4-  e,  in  forza  di  questa  sostituzione  la  suddetta  e- 
quazione  diventa  2  a  x  +  2  a  e  —  xx  —  2  x  e  —  e  e  zz 
2  a  x  —  xx.  Togliendo  i  termini  comuni  si  riduce  ad 
2ae  —  2  x  e  —  e  e  zz  o.  Supponiamo  e  e  ~  o,  o 
meglio  omettiamo  e  e ,  la  quale  divien  nulla  dal  momento 
che  x  4-  e  —  x,  e  si  avrà  2  a  e  —  2  x  e  zz  o;  ov¬ 
vero  2  a  e  2  x  e;  o  pure  a  zz  x.  Ciò  che  si  sa  anco 
per  la  natura  della  curva  circolare;  cioè,  che  la  più  grande, 
o  massima  ordinala,  è  uguale  al  raggio. 

160.  Se  l’equazione  della  curva  fosse  y3  z  a  xa  —  x3; 
c  si  cercasse  qual  sia  il  più  gran  prodotto  di  uno  dei  seg¬ 
menti  di  una  linea  per  il  quadrato  dell'  altra,  noi  avremo 
in  questo  caso ,  usando  della  regola  sopra  accennata,  a  xa 

—  x3  rz 

a  x2  —  xa  —  2  a  x  e  4-acc~b2axe  —  5  c  x2 

—  o  e2  x  —  e3. 


t 


Soppressi  i  termini  comuni,  ed  ommcssi  quelli  ove  la 
e  è  quadrala  o  cubaV  perchè  sono  infinitamente  piccoli  ri¬ 
guardo  agli  altri ,  resterà  2  a  e  -  3  x  e,  ovvero  2  a  — 

2 

3  x,  e  finalmente  x  ~  —  a.  Ora  si  vede  che  il  più  gran 

5 

prodotto  è  quello  che  si  ha  del  quadrato  di  due  terze  parli 
della  linea  a  per  l’altra  terza  parte. 

•161.  Barrow,  geometra  d’alto  ingegno,  considera  il  piccol 
triangolo  formalo  dalla  differenza  di  due  ordinale  infìnila- 
mente  vicine  ,  nel  quale  il  lato  della  curva  è  infinitamente 
piccolo. 

Egli  cerca  dunque  coll'  equazione  della  curva  il  rap¬ 
porto  che  hanno  li  due  lati  b  a,  a  B  del  triangolo  Bah, 
quando  la  differenza  delle  ordinale  è  infinitamente  piccola. 
Poscia,  egli  fa:  come  b  a  sta  ad  a  B,  così  l'ordinala  alla 

sottangenle  cercala.  Se 
la  curva  v.  g.  è  una 
parabola,  dalla  quale  il 
parametro  sia p,  l'ascissa 
e  l'ordinala  x  ed  y  l'e¬ 
quazione  sarà  y  y  = 
p  x  ;  1’  ascissa  accre¬ 
sciuta  da  P  /*  sarà  x 
4*  e,  indicando  e  la  P  /** 
ed  y  diverrà  v  +,  a 
chiamando  a  il  rispettivo  aumento  a  h  dell  ordinata  y.  Così 
l’equazione  diverrà  yy  +  2  ay  +  a  a  r  p  x  +  p  e. 
Togliendo  da  una  parte  e  dall’  altra  y  y  —  p  x  si  avrà 
2  y  a  +  a  a  -  p  e. 

Ove  P  /*  essendo  infinitamente  piccola,  come  pure  a  b 
si  potrà  assolutamente  trascurare  a  a;  perciò  V  equazione 
s:  ridurrà  alla  2  a  y  ::  p  e;  dunque  a  :  e  ::  b  a:  B  a. 
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come  p  :  2y,  ovvero  p:  2  V  p  x.  Ora  ha  :  B  a  come  l’ordinata 
alla  sollangeule ,  onde  questa  sotlangcnte  è  uguale  2  x. 

4G2.  Questa  regola  di  Barrow  è  simile  a  quella  poco  fa 
ricordala  di  Fermai;  c  sì  1*  una  che  1  altra  sono  simili  alla 
regola  che  si  è  ritenuta  dagli  scopritori  del  calcolo  diffe¬ 
renziale,  e  segnatamente  da  Leibnilz  ;  e  Tunica  diversità  è 
riposta  nella  diversa  maniera  di  denotare  le  quantità  infini¬ 
tamente  piccole.  Ciò  che  Barrow  chiama  per  e  ed  a,  nel 
calcolo  differenziale  si  chiamano  c  si  notano  per  d  x,  e  per 
d  y  (le  coordinate  essendo  x  ed  y).  Esiste  ancora  tutta  la 
rassomiglianza  tra  la  maniera  con  la  quale  si  prende  la 
differenziale  da  Leibnitz,  o  la  flussione  di  una  grandezza  o 
funzione  di  essa  da  Newton  ,  e  quella  maniera  che  impie¬ 
gava  Barrow  per  trovare  il  rapporto  delle  lettere  e  ed  a. 

165.  Insioo  a  questo  punto  speculativo  giungevano  le  dot¬ 
trine  della  matematica,  incominciando  da  Euclide,  da  Archi¬ 
mede,  insino  a  Keplero,  a  Galilei,  a  Cavalieri,  a  Wallis ,  a 
Fermai,  a  Barrow  ed  a  moli"  altri  grandi  geometri.  Queste 
dottrine  disvelano  apertamente  lo  stato  della  fdosofia  mate¬ 
matica  sino  alla  scoperta  del  calcolo  sublime,  e  fanno 
pienamente  conoscere  quale  e  quanto  sia  stalo  il  progresso 
nelle  cognizioni  matematiche,  o  nei  loro  principii  fondamen¬ 
tali,  nel  discoprimento  dell'analisi  sublime. 

È  impossibile  formarsi  un*  adequata  idea  dell*  impor¬ 
tanza  della  nuova  clamorosa  scoperta  dell*  analisi  sublime, 
se  profondamente  non  meditiamo  tutto  quello  che  siam  finora 
venuti  esponendo;  imperciocché  solo  nel  comparativo  giu¬ 
dizio  fdosofico  del  vecchio  sapere  col  nuovo  sta  riposta  la 
cognizione  dell'  avanzamento  che  la  filosofia  ha  fatto  nella 
nuova  scoperta. 

Ma  prima  di  entrare  nella  esposizione  filosofica  della 
nuova  analisi  superiore,  siaci  permesso  un  cenno  intorno 
alla  filosofia  che  regna  nellaritmctica  e  nell*  algebra. 


CAPITOLO  QUINTO. 


Dell’  Aritmetica  e  dell'Algebra. 

164.  Per  non  interrompere  il  ragionamento  ed  il  filo  delle 
idee  che  siam  venuti  esponendo  intorno  alla  filosofia  mate¬ 
tica,  non  abbiam  tenuto  conto  della  aritmetica  conosciuta 
sino  dalla  più  remota  antichità,  e  portala  a  perfezionamento 
(piando  ebbero  incremento  le  nozioni  generali,  su  le  gran¬ 
dezze  e  su  la  loro  divisibilità  ,  non  che  sopra  la  loro  com¬ 
parazione.  Dunque  ragion  vuole  che  diciamo  qualche  cosa 
della  filosofia  clelTaritmetica. 

Similmente  in  questo  frattempo  e  specialmente  nellul- 
limo  passato  secolo  è  stala  quasi  del  tutto  creata  e  perfe¬ 
zionala  T  algebra ,  e  fu  adoperata  a  prestar  ajuto  alla  sin¬ 
tesi.  matematica  facendole  prendere  nuovi  aumenti  special- 
mente  nella  parte  della  geometria,  e  segnatamente  in  quella 
che  tratta  delle  linee  curve,  o  meglio  della  loro  investigazione 
per  mezzo  delie  rette.  Onde  diviene  un  verace  dovere  di 
ricordare  almeno  succintamente  la  filosofia  anco  di  questa  , 
ora  grandiosa  parte  delle  matematiche. 

Noi  però  in  quest'opera  non  ci  occuperemo  dell’origine 
e  dei  progressi  di  queste  due  parli ,  o  rami  delle  mate¬ 
matiche. 

Se  alcuno  desiderasse  di  essere  su  questi  oggetti  pie¬ 
namente  informato,  troverà  cognizioni  preziose  ed  a  dovizia 
nella  storia  delle  matematiche  di  Monlucla  ,  nelle  opere  di 
Gossali  e  specialmente  in  quella  che  tratta  espressamente 
dell’  origine  e  progressi  dell'  algebra  in  Italia  ]  ne  troverà 
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nelle  opere  di  fra  Luca  Valerio,  in  quelle  del  Libri ,  ed  in 
molte  accademiche  memorie  stampate  specialmente  Ira  le 
raccolte  dell'  Inslituto  di  Bologna  ,  dell'  Accademia  delle 
Scienze  di  Parigi,  di  Berlino,  di  Londra,  dì  Pietrobur¬ 
go,  ecc. 

463.  Incominciando  adunque  a  far  parola  dell'aritmetica, 
ci  conviene  in  sulle  prime  ben  distinguere  le  cose  che  questa 
scienza  prende  in  considerazione  nelle  sue  teoriche  e  pra¬ 
tiche  applicazioni,  dai  simboli  artificiali  con  li  quali  esprime 
i  suoi  concetti  o  pensamenti. 

466.  L'aritmetica,  detta  anco  scienza  dei  numeri,  ri¬ 
guarda  specialmente  le  unità,  e  le  loro  unioni  o  combinazioni. 

Ora  l'unità  aritmetica  è  un'  ente  arbitrario  ed  a  niuno 
particolare  valore  o  nozione  ristretto.  Questa  si  può  e  si 
deve  avere  per  una  verace  grandezza  geometrica  ?  di  suo 
genere ,  cioè  per  una  verace  grandezza  ideale  astrattissima 
e  pienamente  dotata,  come  le  altre  grandezze  della  insigne 
proprietà  del  continuo;  quindi  infinitamente  divisibile  ne  più 
ne  meno  di  qualsivoglia  altra  grandezza  algoritmica,  geome¬ 
trica,  ecc.  ecc. 

467.  Nella  filosofia  matematica  non  occorre  indagare  per 
quali  c  quanti  mezzi  la  nostra  mente  si  formi  o  si  procuri 
queste  nozioni  soggettive  intorno  l' unità  numerica  dolala 
appieno  della  proprietà  del  continuo,  ed  è  pure  inutile  ri¬ 
cercare  se  la  mente  nostra  arrivi  a  queste  astrazioni  in¬ 
cominciando  dai  dati  empirici  partendo  cioè  dalla  cognizione 
delle  unità  reali  ed  esistenti,  ovvero  se  essa,  la  mente, 
si  fondi  sopra  pure  idee  ed  anco  queste  soventi  volle  ipo¬ 
tetiche. 

Quello  che  unicamente  interessa  la  nostra  filosofia  si  è 
la  considerazione,  che  l’unità  è  una  posizione  o  un’idea  fon¬ 
damentale  necessaria,  tanto  nelle  cose  astratte  quanto  nelle 
empiriche. 
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Senza  l’idea  di  un#  unità  tornerebbe  impossibile  ogni 
aritmetica,  cioè  ogni  multiplo,  submulliplo,  ogni  compara¬ 
zione,  ecc.  L'  unilà^arimelica  fu  scelta  in  modo  astratto  ed 
indeterminato  e  generale,  acciò  fosse  sotto  questa  forma 
adattata  e  capace  ad  esprimere  qualsivoglia  cosa  o  entità 
tanto  reale  che  ideale. 

468.  Questo  stato  di  astrazione  e  di  forma  indeterminata 
attribuito  aU’unità  numerica,  la  rende  capacissima  ed  altis¬ 
sima  ad  abbracciare  lutto  il  campo  indefinito  anzi  infinito 
di  qualsivoglia  grandezza  e  di  lei  valore.  E  questo  non  è 
ancor  tutto  quello  che  ci  vuole  a  procacciarci  una  compiuta 
nozione  dell'unità  numerica  astratta,  poiché  convien  pensare, 
che  essa  come  verace  grandezza  astratta  soggettiva,  può 
rappresentare  tulle  le  grandezze  e  tutte  le  cose  in  modo , 
che  in  esse  conservi  pienamente  intatta  la  loro  proprietà  del 
continuo,  che  possono  avere  e  che  moltissime  effettivamente 
hanno. 

469.  Ora  si  osservi,  che  ogni  numero  è  formalo  di  unità, 
esso  è  più  o  men  grande  secondo  il  numero  delle  unità 
concorse  a  formarlo  ;  quindi  col  crescere  delle  unità  au¬ 
menta  il  numero  e  scema  col  decrescere  di  esse  ,  dunque 
quasi  ogni  filosofia  del  numero  dipende  dalla  filosofia  delle 
unità,  come  pure  da  essa  o  dalle  sue  unioni  hanno  origine 
i  diversi  rapporti  numerici,  ecc. 

470.  Non  debbe  mai  esser  sorpassato,  che  le  unità  con¬ 
correnti  a  dar  vita  ad  un  numero  qualunque  si  suppongono 
e  si  ritengono  tutte  eguali  tra  di  loro  ;  ed  i  numeri  non 
posson  esser  altramente  considerati  se  non  come  gruppi  più 
o  men  grandi  di  unità  tutte  perfettamente  simili  ed  eguali 
nel  loro  astratto  o  concreto  valore. 

471.  L'unità  numerica  sendo  presa  in  astratto  ed  in 
modo  indeterminalo  si  può  adoperare  per  esprimere  od 
indicare  tanto  una  linea  che  una  superficie ,  un  solido,  un 


tempo,  uno  spazio,  una  forza  reale  od  ideale,  ovvero  qual¬ 
sivoglia  altro  oggetto ,  ed  in  qualsivoglia  stalo  sussi¬ 
stente,  od  ipotetico.  In  ogni  concreta  o  ideale  applicazione 
però  si  ritiene  sempre  inalterabile  in  tutto  il  corso  del  ra¬ 
gionamento. 

In  questo  costante  inalterato  concetto  o  valore  dell’  u- 
nilà  sta  riposta  la  possibilità  e  redellivo  titolo  di  compara¬ 
zione  o  della  ragione  di  ogni  numero  considerato  a  petto 
di  un'altro. 

472.  Il  rapporto  o  la  ragione  delle  quantità  numeriche  c 
la  cosa  più  interessante  tanto  per  ciò  che  risguarda  l'ap¬ 
plicazione  delTarilmelica  alle  scienze,  quanto  per  quello  con¬ 
cernente  le  arti  ed  il  commercio.  E  siccome  ogni  giusta  c  fon¬ 
dala  comparazione  presuppone  unità  fissa  ed  inalterabile, 
perciò  tutti  i  popoli,  tutte  le  città,  i  regni,  ecc.,  hanno  do¬ 
vuto  scegliere  delle  unità  ;  e  benché  tutti  dessero  alTunilà 
quel  valore  che  loro  più  piacque,  tuttavia  lutti  li  vediamo 
avere  le  loro  unità  di  pesi,  di  misure,  ecc. 

Nell’  unità  numerica  eonvien  sempre  distinguere  la  di 
lei  piena  altitudine  ad  esprimere  ogni  cosa  ,  dal  di  lei  in¬ 
trinseco  valore  che  ci  piace  di  attribuirle;  poiché  l’ultimo 
è  sempre  al  tutto  arbitrario,  il  primo  non  è  mai  pienamente 
indeterminato  cd  arbitrario,  perche  molti  oggetti  non  possono 
esser  espressi  arbitrariamente  per  V  unità,  ma  secondo  il 
loro  modo  o  stalo  di  esistere  debbon  essere  rappresentati. 

475.  L'unità  numerica  astraila  è  dotata  della  proprietà  de! 
continuo;  benché  questo  stato  tutto  soggettivo  di  essa  sia 
fabbrica  della  nostra  attività  intelligente,  tuttavia  non  si  può 
dimenticare  che  in  origine  almeno  il  tipo  dell*  unità,  la  no¬ 
stra  mente,  lo  ha  avuto  dai  dati  empirici.  La  nostra  facoltà 
pensante  rinviene  nella  propria  individualità  il  tipo  uno,  lo 
ha  negli  altri  oggetti  esteriori  materiali ,  come  ha  in  essi 
ancora  tipi  di  multipli,  e  submultipli. 
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La  parte  però  dcH'unità  numerica  clic  è  tutta  fabbrica 
soggettiva  della  nostra  creatrice  attività  intelligente,  ha  delle 
prerogative,  dalle  quali  gli  oggetti  reali  o  tipi  reali  ne  di¬ 
fettano. 

Ora  sopra  la  qualità  soggettiva  è  fonala  la  scienza 
aritmetica  astratta;  in  questa  tanto  le  unità  che  ì  consecu¬ 
tivi  numeri  sono  pienamente  dotali  delle  proprietà  del  con¬ 
tinuo,  per  lo  die  la  scienza  aritmetica  generale  astratta  spa¬ 
zia  e  si  aggira  in  un  campo  infinito ,  quale  si  addice  alla 
natura  di  tutte  le  grandezze  rivestite  ed  informale  della  na¬ 
tura  del  continuo. 

474.  L'  unità  numerica  per  esser  astratta  indeterminata 
può  adoperarsi  ad  indicare  qualsivoglia  grandezza  o  qualsi¬ 
voglia  cosa  ,  o  parte  di  essa ,  atteso  che  si  accomoda  e  si 
appropria  ad  ogni  valore;  ma  cosa  accade  a  questa  unità 
(piando  si  adatta  ad  esprimere  sì  falle  individuali  quantità? 
Avviene  ad  essa  quello  che  accade  a  tulli  ì  tipi  o  le  no¬ 
zioni  astraile,  le  quali  contraendosi  al  concreto,  depongono, 
se  così  è  lecito  esprimersi,  la  forma  indeterminata,  o  quella 
deir  ente  puramente  ideale  soggettivo,  ed  invece  assumono 
quello  della  grandezza  reale  concreta,  non  conservando  altro 
di  astratto  che  la  proprietà  del  continuo,  della  quale  mai 
non  si  sveste  il  tipo  o  l’unità. 

Gli  è  per  quest’  ultima  proprietà  che  quando  le  unità 
numeriche  esprimono  delle  realità  o  dati  empirici  si  consi¬ 
derano  ancor  essi  quasi  fossero  o  siauo  infinitamente  divi¬ 
sibili;  così  il  corpo  dell’ uomo  indicato  numericamente  col¬ 
l’unità  ci  si  presenta  come  divisibile  in  decime,  in  centesime, 
in  millesime  parli,  benché  il  nostro  corpo  elfellivamenle  non 
possa  esser  diviso  in  parli  senza  perire. 

Lo  stesso  avviene  di  tutta  la  serie  dei  viventi ,  dei 
vegetabili,  e  di  lutti  -gli  altri  consimili  enti  od  oggetti. 

175.  Da  queste  osservazioni  si  comprende,  che  la  natura 
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dei  numeri  essendo  generale  e  soggettiva  astratta  riesce 
perciò  anco  al  lutto  estranea  alla  natura  degli  enti  concreti, 
che  essi  son  destinati  a  numerare;  quindi  i  numeri  conten¬ 
gono  delle  proprietà  delle  quali  gli  enti  concreti  non  sono 
suscettibili.  Questa  disarmonia  però  ben  addentro  sguardala 
dipende  dal  confondere  che  noi  facciamo  alcuna  volta  pro¬ 
miscuamente  l'oggeltivo  coi  soggettivo*  mentre  sono  due  cose 
eterogenee. 

176.  Conviene  sempre  ancora  aver  presente*  che  le  unità 
numeriche  quando  si  adoprano  ad  indicare  oggetti  concreti* 
esse  vestono  in  qualche  parte  1'  aspetto  e  le  qualità  degli 
oggetti  numerati,  e  quando  si  usano  per  numerare  cose  as¬ 
trattissime  e  generali,  allora  conservano  intiera  tutta  la  lor 
natura  astratta  soggettiva. 

Così  v.  g.  se  dieci  unità  vengono  adoperate  ad  espri¬ 
mere  dicci  uomini  ;  queste  unità  possono  partecipare  delle 
proprietà  umane  *  ma  quando  i  dieci  uomini  devono  esser 
presi*  o  moltiplicali  per  dieci*  allora  quest'ultimo  numero 
dieci*  che  esprime  il  numero  delle  volle  che  debbon  esser 
replicali  li  dieci  uomini  ;  questo  numero  dieci,  non  depone 
ne  anco  apparentemente  veruna  delle  sue  proprietà  gene¬ 
riche  soggettive  generali  e  astratte. 

177.  Questo  secondo  numero  astratto,  che  nel  numero 
antecedente  fa  le  veci*  o  TuHìcio  di  moltiplicatore,  presenta 
delle  considerazioni  clic  la  filosofia  non  può  sorpassare. 
Così  le  dieci  unità  esprimenti  dieci  uomini  *  non  possono 
sotto  di  questo  aspetto  concreto  far  le  veci  di  moltiplica¬ 
tore*  perchè  chi  dicesse*  che  dieci  uomini  moltiplicano  dieci 
uomini*  pronuncierebbe  una  proposizione  senza  alcun  signi¬ 
ficalo*  atteso  ,  che  dieci  uomini  concreti  non  posson  molti¬ 
plicare  dieci  uomini.  All’iuvece  lasciando  concreto  il  numero 
dicci  impiegato  ad  esprimere  dicci  uomini*  c  pigliando  con 
forma  intellettuale  e  con  numero  necessariamente  astratto  e 
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generale  li  dieci  uomini,  abbiamo  il  prodotto,  cioè  il  cumulo  di 
dieci  volte  dieci  uomini,  che  appellasi  cento  uomini. 

Quello  che  qui  diciamo  del  numero  astratto ,  e  che 
nell’arrecalo  caso  fa  la  funzione  di  moltiplicatore,  si  avvera 
per  ogni  altro  numero  che  si  adoperi  a  prendere  multipli, 
o  submuhipli  di  dati  oggetti,  o  di  astratte  grandezze. 

178.  Nel  caso  che  siam  qui  venuti  osservando  di  dieci 
uomini  espressi  per  un  numero  rispondente  a  dieci  unità  , 
moltiplicato  o  diviso  per  l' altro  soggettivo  astratto,  che  ab¬ 
biamo  appellalo  moltiplicatore,  conduce  ad  un  risultamelo, 
che  si  ritiene  o  si  considera  per  reale  e  concreto,  cioè  som¬ 
ministra  il  numero  degli  uomini  risultante  dalla  moltiplica 
dei  dieci.  Ma  quando  i  due  numeri  che  si  moltiplicano  o 
si  dividono,  siano  ambidue  astratti  e  non  esprimano  nè  l’uno 
nè  l’altro  enti  reali,  cosa  significa  in  tal  caso  v.  g.  una 
moltiplicazione  o  una  divisione?  Allora  il  prodotto  della 
moltiplica,  ovvero  il  quoto  della  divisione  riesce  un  numero 
lutto  astratto  ed  appieno  geometrico  o  generale.  In  ogni  caso 
per  altro  che  il  moltiplicando  sia  esprimente  numero  indi¬ 
cante  cose  o  numero  astratto,  sempre  è  necessario,  in  am¬ 
bidue  queste  circostanze,  che  il  numero  moltiplicatore  sia 
astratto  e  mai  non  venga  meno  in  questa  sua  proprietà  ge¬ 
nerale  e  soggettiva.  Perciò  la  nostra  intelligenza  non  con¬ 
sidera  e  non  ravvisa  in  questo  numero  astratto,  che  fa  le 
veci  o  esercita  la  proprietà  di  moltiplicatore ,  non  ravvi¬ 
sa  ,  se  non  la  facoltà  di  prendere  tante  volle  il  moltipli¬ 
cando,  quante  sono  le  unità  dello  stesso  moltiplicatore:  ov¬ 
vero  di  prendere  tante  parli  frazionarie  del  moltiplicando 
quanto  vale  il  valor  frazionario  astratto  del  moltiplicatore. 

479.  In  queste  poche  osservazioni  sta  riposta  la  filosofia 
deH’aritmelica.  Abbracciando  quindi  la  natura  astratta  del 
moltiplicatore  tutto  il  vasto  indefinito  campo  dei  valori  ,  di 
cui  è  suscettiva  ogni’  grandezza  geometrica  rivestita  della 
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proprietà  del  continuo  ,  nc  viene,  che  it  moltiplicatore  può 
essere  composto  di  sì  gran  numero  di  unità  da  poter  colla 
ripetizione  indefinita  del  moltiplicando  dar  vita  ad  un  nu¬ 
mero  quanto  mai  si  voglia  grande,  e  ne  discende  parimenti, 
che  potendo  esprimere  qualsivoglia  minimo  valor  frazionario 
dell' unità,  così  non  pigliando  esso  moltiplicatore  che  una 
minima  parie  del  moltiplicando,  può  perciò  presentare  qual¬ 
sivoglia  tenuissima  grandezza. 

480.  Di  qua  si  vede,  che  ci  si  presentano,  per  queste 
ragioni,  d'innanzi  come  due  campi  indefiniti,  dei  quali  l'u¬ 
nità  par  che  ne  occupi  quasi  il  mezzo.  In  uno  le  gran¬ 
dezze  numeriche  possono  presentare  qualsivoglia  grandissimo 
valore;  nell’altro  le  grandezze  numeriche  ci  presentano 
qualsivoglia  tenuissima  parie  escogitabile  ,  o  possibile  del- 
T  unità. 

481.  Ricordate  queste  fondamentali  verità  sopra  delle 
quali  si  aggira  la  scienza  aritmetica,  ci  resta  a  far  un  cenno 
dei  simboli  dei  quali  gli  uomini  sono  convenuti  di  adope¬ 
rare  per  esprimere  tutte  le  contingibili  grandezze  numeriche 
tanto  intere  che  frazionarie  di  ogni  maniera.  Noi  però  di¬ 
chiariamo,  che  neH'esporrc  questi  simboli  non  abbiamo  ve¬ 
rmi  pensiero  di  toccare  le  dottrine  conosciute,  intorno  ai 
numeri,  intieri  e  rotti,  riguardanti  i  rapporti,  le  potenze, 
i  fatti  numerici,  le  loro  combinazioni,  ccc. 

Queste  dottrine,  che  sono  tutte  espresse  coi  simboli  nu¬ 
merici  che  accenneremo,  ci  svierebbero  dal  nostro  scopo.  Chi 
bramasse  esserne  istrutto  può  consultare  le  opere  di  Euclide, 
di  Diofanto,  di  Eulero,  di  Bernoulli ,  di  Paoli,  di  Gaus,  di 
Lcgcndre,  e  quelle  di  molt'allri. 

482.  Venendo  dunque  ai  simboli  universalmente,  ora  in 
uso  per  esprimere  ogni  grandezza  numerica  ed  ogni  parte 
di  essa,  diremo  che  dopo  vari!  usi  di  lettere  appo  i  Greci,  e 
dopo  speciali  simboli  usati  dai  Romani ,  universalmente  si 
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convenne  di  «dollaro  i  simboli  indiani,  da  essi  adoperali 
ad  esprimere  ogni  escogitabile  grandezza.  Clic  poi  questi 
simboli,  delti  anco  cifre,  spellino  agli  Indiani,  ce  ne  assicura 
il  celebre  geometra  Delambre  nella  sua  bellissima  Stona  dell' a- 
slronomia  aulica .  Queste  poche  cifre,  costituiscono  certamente 
in  fra  tutte  le  altre  che  si  sono  inventale,  la  maniera  più 
semplice  e  più  adattata  ad  esprimere,  almeno  per  indefinita 
approssimazione,  ogni  valore  della  grandezza  numerica. 

483.  Gli  Indiani  adunque  fecero  uso  di  sole  nove  cifre 
significative  ,  e  dello  zero.  Le  cifre  significami  unità  e  nu¬ 
meri  sono  le  seguenti:  4.  2.  3.  4.  5.  G.  7.  8.  9  e  lo  zero 
che  segnarono  0.  Queste  nuove  cifre,  delle  anco  cifre  ara¬ 
biche,  perchè  tra  noi  portale  a  cognizione  dagli  Àrabi,  quando 
invasero  le  parli  occidentali  dell’  antico  impero  Romano , 
sono  divenute  di  universale  uso. 

284.  Tali  cifre  da  tutti  pienamente  intese,  disposte  in 
colonne  diverse  e  secondo  una  direzione  orizzontale  ricevono 
un  valor  decuplo  del  loro  intrinseco  significato,  di  modo 
che  la  cifra,  qualunque  essa  sia ,  collocata  nella  prima  co¬ 
lonna  a  destra  esprime  le  unità,  la  cifra  posta  nella  seconda 
colonna  da  destra  venendo  a  sinistra  esprime  le  decine  delle 
unità,  quelle  della  terza  colonna  le  centinaja  o  le  decine 
delle  decine,  quelle  della  quarta  le  migliaja,  e  così  prosie¬ 
gui  secondo  Tindicazione  posta  in  lutti  i  libri  che  trattano 
di  aritmetica. 

Il  simbolo  dello  zero,  oppure  la  0  che  lo  rappresenta, 
benché  non  significhi  alcun  valore,  pure  esso  serve  ad  occu¬ 
pare  il  posto  di  una  o  più  colonne  e  quindi  a  fare  ,  che 
le  cifre  delle  colonne ,  che  così  vengono  retrospinle  nelle 
colonne  verso  sinistra,  abbiano  quel  maggior  valore,  che  si 
addice  alla  colonna  da  esse  occupala;  secondo  la  regola 
innanzi  accennata. 

Tutti  questi  indefiniti  valori  delle  cifre  corrispondenti 
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a  tulle  le  escogitabili  colonne  che  possono  occupare  sono 
chiaramente  esposte  in  lutti  i  buoni  libri  che  irallano  del— 
l’arilmetica. 

184.  Accennalo  questo  modo  di  numerazione,  coslilucnte 
in  certa  tal  maniera  la  lingua  simbolica  dell'aritmetica,  no¬ 
teremo,  ed  in  via  storica,  che  la  formazione  di  lutti  i  nu¬ 
meri  intieri  e  frazionari!  avviene  e  si  verifica  in  due  di¬ 
versi  modi.  Quando  un  numero  si  unisce  ad  un  altro  per 
formare  con  la  sua  aggiunta  al  primo  una  somma  ,  questa 
mìticamente  appellavasi  numero  formato  per  extra  susce - 
plionem.  Quando  il  numero  ingrossa  in  causa  di  moltipli¬ 
cazione  per  se  stesso  allora  si  denominava  la  somrpa  quasi 
per  inlus  susceplionem .  Questa  seconda  maniera  dà  luogo 
ad  un  prodotto  o  somma,  denominata  anco  potenza.  Allor 
che  la  potenza  presenta  ingrandimento  di  grandezza  ,  pre¬ 
suppone  che  il  numero  che  moltiplica  se  stesso  abbia  un 
valore  maggior  dell’unità. 

•185.  Similmente  può  accadere,  che  da  un  dato  numero 
si  levino  o  da  esso  si  stacchino  delle  unità,  ed  a  questo 
modo  si  venga  mordendo  parte  della  sua  grandezza.  Può  anco 
intervenire,  che  il  numero  impicciolisca  per  la  elevazione  a 
potenza,  come  si  verifica  ogni  qualvolta  sia  esso  una  fra¬ 
zione  dell'  unità.  In  questo  caso  si  considera  questa  dimi¬ 
nuzione  del  numero  derivante  quasi  per  inlas  decrcmcnlum. 

Ommetlendo  però  queste  al  presente  disusale  maniere  di 
esprimere  tali  diversi  stati  della  grandezza  numerica  ,  sarà 
miglior  parlilo  il  considerare,  che  ogni  mutazione  o  varia¬ 
zione  sopravvegnentc  alla  grandezza  numerica  si  opera  sem¬ 
pre  o  per  somma  o  per  sottrazione;  olii  quali  due  modi 
inducenli  mutazione  di  valore  in  queste  grandezze,  rispon¬ 
dono  come  mezzi  compendiosi  la  moltiplica  e  la  divisione. 

186.  Ciò  clic  fa  la  moltiplica  lo  disfa  la  divisione,  e 
quello  che  fa  la  potenza,  lo  disfa  Testi-azione  della  radice; 
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la  qual’ ullima  si  ridurrebbe  ad  una  semplice  divisione  , 
quando  fosse  noto  il  fattore  o  il  numero  che  è  stato  ele¬ 
vato  a  potenza.  Ma  siccome  i  prodotti  numerici  ,  non  che 
le  potenze  di  queste  grandezze,  non  conservano  traccia  veruna 
della  loro  formazione,  perciò  non  si  può  far  uso  della  sem¬ 
plice  divisione.  Fu  dunque  sentilo  bisogno  ricorrere  ad  altra 
speculazione,  per  procacciarsi  una  regola  di  estrarre  la  ra¬ 
dice  dalle  diverse  potenze  numeriche. 

187.  Per  buona  ventura  quando  l’arilmetica  si  accingeva  alla 
difficile  ricerca  del  metodo  di  estrarre  le  radici  la  geometria 
e  l'algebra  venivano  in  di  lei  ajuto,  e  le  presentavano  dei 
tipi,  i  quali  potevano  prestare  regole  precise  e  sicure  all'a¬ 
ritmetica  per  condursi  francamente  nell'eslrazione  delle  ra¬ 
dici  delle  diverse  potenze. 

L'algebra  specialmente  presentava  passo  per  passo  tutta 
la  formazione  del  quadrato  perfetto  del  monomio ,  del  bi¬ 
nomio,  al  qual'ultimo  poteva  ridurre  sempre  qualsivoglia  po¬ 
linomio.  La  geometria  dal  canto  suo  porgeva  anch'essa  una 
esalta  idea  della  seconda  potenza  e  della  terza,  cioè  di  un 
perfetto  quadralo  e  di  un  perfetto  cubo. 

Queste  due  parli  adunque  della  scienza  geometrica  ve¬ 
nivano  in  sussidio  dell’  aritmetica.  Tuttavia  in  questo  luogo 
convien  confessare,  che  ciò  non  riusciva  difficile  nè  anco  all'a¬ 
ritmetica  quando  nella  formazione  delle  sue  potenze  usato 
avesse  dei  medesimi  metodi  dei  quali  usava  la  geometria  e 
l'algebra  ed  avesse  tenuto  conto  dei  prodotti  solamente  in¬ 
dicali  e  non  compenelranlisi  in  nuovi  numeri. 

488.  Il  tipo  generale  ed  importante  che  queste  due  parli 
del  saper  matematico,  l’algebra  e  la  geometria,  porgevano 
all’aritmetica,  era  il  tipo  di  una  potenza  perfetta,  cioè  v.  g., 
di  un  quadralo  sempre  compiuto  di  un  monomio,  biuomio 
o  polinomio.  Da  ciò  è  facile  il  comprendere,  che  ogni  qual 
volta  un  numero  non  riusciva  ad  essere  un  quadralo  per- 


fello,  allora  non  se  ne  poteva  mai  assegnare  con  rigore  la 
radice  del  numero  di  cui  si  traila. 

Così  nella  serie  dei  numeri  naturali  1.  2.  3.  4.  5.  G. 
7.  8.  9  3  non  vi  sono  clic  tre  numeri  che  si  possano  aver 
per  quadrali;  cioè  l'uno,  il  quattro,  il  nove.  Il  primo  però 
di  questi  quadrali ,  quello  dell'uria,  c  piuttosto  supposto 
potenza  e  radice  che  vero  quadralo. 

Allorché  gli  aritmetici  per  alcune  loro  indagini  si  tro¬ 
varono  nel  bisogno  di  considerare  quali  potenze  seconde  li 
numeri  2.  3.  5.  6.  7.  8,  ecc.,  non  essendo  questi  perfetti 
quadrati  di  alcun  numero,  si  dovettero  accontentare  di  cer¬ 
care  la  radice  unicamente  per  approssimazione. 

189.  Le  difficoltà  che  si  incontrano  ad  estrarre  le  radici 
e  per  le  quali  siamo  costretti  ad  accontentarci  di  estrarre 
le  radici  dei  numeri  2.  3.  5.  G.  7.  8,  solo  per  approssima¬ 
zione  si  accrescono  assai  quando  noi  abbiati!  bisogno  di  con¬ 
siderare  questi  cd  altri  consimili  numeri,  quali  potenze  più 
elevate  del  quadralo,  come  sono  le  terze,  le  quarte,  ecc. 

190.  Indefiniti  sono  i  numeri  della  serie  naturale,  inde¬ 
finiti  quelli  che  esprimono  lutti  li  valori  frazionarli  dell’unità. 
Ora  con  quali  mezzi  si  accinge  laritmclico  alla  ricerca  delle 
radici  di  lutti  questi  numeri,  c  di  tulle  queste  frazioni, 
quando  gli  uni  c  le  altre  sono  considerale  quali  potenze? 
Egli  vi  si  accosta  con  in  mano  una  regola  unica  tanto  in 
teorica  che  in  pratica;  quella  cioè  elicgli  somministra  ('al¬ 
gebra  c  la  geometria  per  Lrovar  la  radice  del  quadrato  per¬ 
ielio  o  del  cubo  e  con  quest'unico  mezzo  s'attenta  alla  in¬ 
dagine  di  tante  e  sì  difficili  radici. 

191.  Forse  AcH'ariLmelica  più  che  in  altra  parte  delle  ma¬ 
tematiche  si  appalesa  la  nostra  impotenza  ad  esprimere 
tulle  le  indefinite  maniere  dei  valori  che  aver  possono  li 
numeri  sottoposti  pienamente  alla  legge  e  alla  ilalura  del 
continuo.  E  tale  difficoltà  deriva  specialmente  dalla  forma 
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sempre  determinala  e,  diremo,  anco  limitala  delle  cifre  nu¬ 
meriche  sopra  ricordate. 

La  qual  forma  difficilmente  si  presta  a  tutte  rappre¬ 
sentare  perfetta  mente  le  infinite  s  varietà  dei  valori  che  in 
forza  della  natura  del  continuo  assumer  possono  le  grandezze 
numeriche. 

492.  Un'altro  c  non  lieve  ostacolo*  in  cui  incontriamo*  nella 
ricerca  delle  radici  dei  diversi  numeri ,  ritenuti  o  conside¬ 
rali  quali  potenze*  consiste  in  questo*  che  i  numeri  quali 
da  noi  si  adoprano  ad  indicare  diversi  valori ,  ci  nascon-^ 
dono  quasi  sempre  la  loro  origine  o  la  loro  generazione. 
Così  v.  g.  il  numero  9  è  il  quadralo  del  numero  3  ; 
ina  può  oltre  questa  derivazione  della  moltiplica  del  tre  per 
sé  stesso*  essere  stato  prodotto  da  qualcheduna  delle 
somme  derivanti  dalla  spartizione  del  nove  in  unita  intie¬ 
re*  o  per  mezzo  di  unità  intiere  e  frazionarie*  può  essere 
un  residuo*  un  quoziente  o  una  radice  di  altre  sue  proprie 
potenze*  ecc. 

493.  L’  incertezza  nella  quale  quasi  sempre  ci  troviamo 
circa  l’origine  di  un  dato  numero*  fa*  die  quando  lo  vogliamo 
ritenere  o  considerare  una  potenza  quadrata  o  cuba*  allora 
non  possiamo  avere  altro  metodo  di  indagare  la  sua  radice 
quadrala  o  cuba*  se  non  quello  che  ci  somministra  il  tipo 
generale  che  abbiamo  dall'algebra  o  dalla  geometria. 

494.  Questo  tipo  nella  maggior  parte  dei  numeri  non  è 
capace  ad  estrarre  le  radici  *  perchè  la  più  parte  dei  nu¬ 
meri  naturali  non  sono  potenze  esatte.  Ciò  non  pertanto  i 
geometri  ai  quali  tornava  soventi  volle  in  acconcio  di  con¬ 
siderare  tulli  i  numeri  indistintamente  quali  potenze  esatte* 
o  approssimativamente  esatte,  si  fecero  a  ricercare  le  radici 
dei  numeri  tulli  con  quella  grande  approssimazione  clic  essi 
desideravano  avere.  E  queste  radici*  rinvenute  con  lunghi  e 
penosi  calcoli*  hanno  dato  origine  ai  logaritmi*  una  delle  più 
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utili ,  felici  e  feconde  idee  che  siano  Venule  in  mente  ai 

matematici. 

La  determinazione  appunto  di  queste  radici,  effettuata 
per  mezzo  dei  logaritmi,  riusciva  a  risparmio  di  operazioni 
lunghe  e  penose,  c  convertiva  tulle  le  operazioni  aritmeti¬ 
che  in  semplici  facilissime  somme  o  sottrazioni.  In  fatti 
siccome  l'algebra  insegnava,  che  una  quantità  si  elevava 
alla  seconda  potenza  v.  g.  col  duplicare  il  di  lei  esponente, 
e  si  innalzava  al  cubo  col  triplicarlo,  ecc.,  si  vede  perciò, 
che  le  ricerche  circa  questo  oggetto  si  riducevano  a  sapere, 
quale  esponente  si  doveva  apporre  ad  un  numero  scelto 
ad  arbitrio ,  perchè  doblato  che  fosse  questo  esponente 
presentasse  il  numero  che  si  considerava  qual  seconda  po¬ 
tenza  e  dimezzalo  la  sua  radice.  Di  qua  è  facile  conoscere, 
di  quanta  utilità  e  speditezza  riescano  appunto  le  tavole 
logaritmiche,  nelle  quali  sono  preparati  ed  espressi  in  nu¬ 
meri  e  frazioni  decimali  di  numeri  tutti  questi  esponenti , 
che  servono  a  tutte  le  operazioni  numeriche. 

495.  Abbiam  dello,  che  la  geometria  e  l'algebra  sommi¬ 
nistrarono  le  tracce  e  T  an¬ 
damento  di  tutta  la  compo- 
c  sizione  di  un  quadrato  perfet¬ 

to  di  qualsivoglia  grandezza, 
tanto  espressa  sotto  forma 
monomia,  quanto  sotto  forma 
binomia  ,  o  polinomia  ;  ora 
riportiamo  qui  questi  tipi,  e 
per  non  dire  dei  monomii , 
che  sono  troppo  facili  e  sem¬ 
plici,  ricordiamo  quello  del 
binomio,  (giacché  questo  comprende  ogni  polinomio,  poi- 
poichè  può  sempre  con  facilità  ogni  polinomio  esser  espresso 
sotto  forma  di  binomio). 
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Ognuno  sa  dalla  geometria,  che  il  quadrato  della  linea 
in  a  è  m  a  e  p;  e  tagliando  la  linea  ni  a  nel  punto  n, 
formandone  così  un  binomio  espresso  dalle  due  linee  m  n, 
ed  n  a,  si  hanno  parimenti  le  quattro  seguenti  parti  m  nzo 
4-  n  a  b  z  -i-  z  b  c  r  4  o  z  v  p. 

Questi  quattro  prodotti  costituiscono,  presi  insieme,  il 
quadralo  in  a  c  p.  Queste  stesse  grandezze  espresse  sotto 
forma  algebrica  danno  il  quadrato  (a4-b)2rr  a2  +-  2  a  b 
4—  b2,  facendo  prima  m  n  —  a,  e  n  a  =  b. 

Questi  tipi  di  quadrali  perfetti,  tanto  della  forma  geo¬ 
metrica  che  algebrica,  contengono  c  presentano  sotto  gli 
occhi  le  tracce  della  radice  da  cui  derivano;  perciò  ci  danno 
quasi  in  modo  grafico  espressa  la  regola  che  dobbiam  se¬ 
guitare  nella  ricerca  delle  loro  radici.  Di  questa  radice  non 
ci  occuperemo  in  questo  luogo  perchè  lutti  gli  elementi 
geometrici  ed  algebrici  ne  parlano  diffusamente. 

49G.  Noi  abbiam  detto,  che  il  quadrato  della  in  a  era 
in  a  e  p,  cioè  un  campo  di  superficie  piana  conterminala 
da  quattro  uguali  linee,  poste  Ira  loro  a  squadra.  Ora  ogni 
uno  conosce,  che  una  linea,  entità  di  sola  lunghezza,  non 
può  originare  una  superficie,  poiché  questo  si  presenta  un 
mero  paradosso,  un  vero  enigma.  In  fatti  la  linea,  per  posizione 
e  condizione  universalmente  ammessa,  non  ha  che  la  sola 
dimensione  di  lunghezza,  mentre  la  superfìcie  piana  ne  ha 
due,  cioè  lunghezza  e  larghezza;  e  siccome  quest’ ultima 
dimensione  è  affatto  eterogenea  alla  prima,  così  non  si  po¬ 
trà  mai  comprendere  la  possibilità  di  derivare  il  largo  dal 
lungo.  Convien  dunque  dire  ed  ammettere,  che  unicamente 
per  pura  supposizione  si  ritenga  che  il  quadrato  di  una 
linea  retta  riesca  una  superficie  rettilinea  o  piana. 

È  bensì  vero  che  i  contorni  della  superficie  quadra  m  a  c  p 
sono  linee  rette ,  ma  ciò  nulla  ha  a  che  fare  colla  natura 
e  proprietà  della  superficie,  la  qual' ultima  è  uti  ente  atti- 
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nenie  più  presto  allo  spazio,  il  quale  è  un  essere  assai  di¬ 
verso  dalla  pura  dimensione  di  lunghezza. 

Perchè  dunque  avviene  che  i  geometri  nei  loro  cle¬ 
menti  ,  considerino  che  la  moltiplicazione  della  linea  m  a 
per  se  stessa  o  per  la  sua  identica  a  c  dia  origine  al  qua¬ 
drato  m  a  c  p?  Ecco  in  qual  maniera  si  può  giustificare 
la  formazione  di  questo  quadralo;  si  deve  pensare,  clic  la 
nostra  mente  soggettivamente  vi  introduca  bella  e  fatta  la 
entità  di  superficie  la  quale  entità  in  ogni  senso  di  lar¬ 
ghezza  si  ritiene  disposta  in  un  quadralo. 

È  dunque  una  pura  ipotesi,  che  nel  caso  nostro  si  con¬ 
sideri  che  la  potenza  di  una  quantità  di  sola  lunghezza  dia 
origine  e  vita  ad  una  quantità  avente  larghezza.  E  di  vero, 
se  la  grandezza  lineare  fosse  v.  b.  di  quattro  metri,  e  que¬ 
sta  si  voglia  elevarla  al  quadralo  moltiplicandola  per  sè 
stessa,  ognuno  intende,  che  il  prodotto  numerico  di  questa 
moltiplica  riuscirebbe  di  sedici  metri  lineari  o  sedici  metri 
di  pura  lunghezza.  Se  adunque  li  quattro  metri  di  lunghezza 
danno  secondo  il  dire  dei  geometri,  sedici  metri,  non  di  lun¬ 
ghezza ,  ma  di  superficie,  questo  non  può  essere  se  non 
per  nostra  ipotetica  convenzione,  la  quale  in  sostanza  scam¬ 
bia  li  quattro  metri  lineari  in  quattro  metri  di  superficie,  per 
indi  aver  diritto  a  considerare  il  prodotto  di  sedici  metri,  come 
metri  di  superficie,  anzi  che  metri  lineari.  Imperciocché  quando 
le  cose  non  procedessero  in  questo  modo  è  troppo  facile  il  cono¬ 
scere,  che  una  grandezza  accresciuta  per  moltiplicazione  di 
se  stessa,  non  potrebbe  diventare  intieramente  diversa,  anco 
nella  sua  natura  dalle  parti  moltiplicantisi.  Più,  stando  alla 
esatta  idea  del  quadralo  o  seconda  potenza,  di  quattro  metri 
lineari  noi  aver  dobbiamo  sedici  melri  lineari,  li  quali  ap¬ 
punto  sono  rappresentati  dalli  quattro  lati  m  a,  a  c,  c  p, 
p  m  ,  nell’ipotesi  che  ognuna  di  queste  linee  sia  di  quattro 
melri  di  lunghezza. 
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Ora  a  questa  lunghezza  di  sedici  metri  nulla  manca 
perche  sia  una  esalta  potenza  seconda  di  quattro  metri 
lineari. 

Convien  dunque  che  per  necessità  si  introduca  o  men¬ 
talmente  si  trasformino  li  quattro  metri  di  quantità  lunghezza 
in  quattro  metri  di  superficie  *  e  lutto  ciò  come  dato  ne¬ 
cessario  bello  e  fatto,  cioè  conviene  che  invece  delli  quattro 
metri  di  lunghezza  della  linea  m  a  espressa  come  se¬ 
gue  | - 1 - 1-  | - [  vi  si  pongano  quattro  metri  di  unità 


di  superficie  espressi  come  segue  B 

Presupposta  questa  base  fondamentale  di  superficie,  ed 


introdotta  quale  elemento  e- 
sprimente  la  natura  dei  quat¬ 
tro  metri  che  si  innalzano  al 
quadralo,  di  leggeri  si  com¬ 
prende  che,  le  quattro  unità 
di  superficie  indicate  B  pro- 
dur  possano  ,  anzi  debbano 
presentare  sedici  metri  di  su¬ 
perficie  ,  quali  sono  indicati 
nella  figura  C. 


La  filosofia  non  può  comprendere  come  i  geometri , 
senza  nemmeno  badare  ad  una  tale  incongruenza  logica , 
del  loro  quadralo  superficiale  abbiano  sempre  detto  ed  in¬ 
segnato,  che  il  quadrato  di  una  linea  retta  presentasse  una 
superfìcie  corrispondente  nella  sua  grandezza  al  numero 
delle  unità  di  pura  lunghezza;  giacché  il  loro  procedere, 
riusciva  nulla  meno,  che  a  dire,  che  una  grandezza  omo¬ 
genea  aumentando  mutava  natura ,  e  ciò  in  causa  di  sem¬ 
plice  e  puro  aumento;  il  che  apertamente  ripugna. 

197.  Queste  osservazioni  debbon  essere  appropriale  pa¬ 
rola  per  parola,  coi  debiti  riguardi,  anco  al  predicato  geo- 
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metrico  riguardante  la  produzione  o  la  generazione  del 
cubo,  o  meglio  del  solido  geometrico;  il  qual  solido,  stando 
alla  maniera  comunemente  usala  dai  Maltatori  di  elementi 
di  geometria  ,  si  considera  come  la  terza  potenza  di  una 
data  grandezza  lineare;  o  come  ad  altri  piace,  si  ritiene 
come  il  risultamenlo  di  una  superficie  quadrata  moltiplicala 
per  la  linea  esprimente  uno  de’  suoi  lati.  Ma  il  fatto  sta , 
che  in  tutta  questa  fabbrica  geometrica  del  solido  tutto 
è  incongruenza,  poiché  come  è  detto  la  linea  non  può  pro- 
dur  superficie,  c  la  mostruosa  moltiplica  della  linea  con  la 
superficie  non  può  dare  esistenza  al  solido. 

Quando  adunque  si  voglia  avere  la  verace  nozione 
della  generazione  del  solido,  fa  duopo  che  la  nostra  mente 
presupponga  bella  e  falla  l’unità  solidale,  e  questa  la  ritenga 
o  la  immagini  come  sopprapposla  all’ unità  di  superficie, 
per  così  allora  potere  dar  vita  al  solido,  considerato  quale 
prodotto  di  unità  solidali  primitive  ed  intieramente  supposte, 
e  non  dedurla  giammai  da  elementi  eterogenei  inetti,  e  del 
tutto  incapaci  a  dar  la  produzione  del  solido  medesimo. 

Ilo  voluto  accennare  questo  punto  cardinale  della  filo¬ 
sofia  di  tali  elementari  grandezze  geometriche  per  ren¬ 
dere  avvertila  la  gioventù,  che  non  si  avvezzi  ad  ammettere 
troppo  alla  buona  le  assurde  generazioni  delle  grandezze 
delle  quali  trattasi,  cioè  concernenti  la  generazione  della  su¬ 
perficie  e  quella  del  solido. 

Tuttavia  non  si  niega,  che  per  singolare  coincidenza  di 
modo  pratico  di  procedere  nelle  operazioni  geometriche  non 
si  abbia  anco  l’espressione  di  una  superficie,  moltiplicando 
le  unità  in  apparenza  lineari ,  ed  il  solido,  moltiplicando  la 
superficie  per  le  stesse  unità  in  apparenza  pure  lineari.  In¬ 
tanto  acciò  queste  moltipliche  siano  rese  possibili  e  mollo 
piu,  perchè  abbiano  un  significalo  ragionevole,  sempre  ab¬ 
bisognano  di  tre  supposizioni;  cioè  primo,  che  le  unità  li- 
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neari  per  poter  esser  moltiplicale  dcbbon  esser  considerate 
come  un  numero  concreto  lineare  e  in  pari  tempo  come 
numero  astratto,  per  cosi  poter  avere  la  veste  e  la  proprietà 
di  moltiplicatore,  nella  quale  il  moltiplicatore  è  astratto  e 
sempre  al  tutto  soggettivo  num.ri  476.  477.  478,  ecc. 

Secondo,  che  per  avere  dei  prodotti  di  superficie  vi  sia 
introdotta  da  noi  l'unità  superficiale  in  luogo  della  lineare,  e 
parimenti  clic  la  moltiplicazione  delle  unità  superficiali  sia 
fatta  per  un  moltiplicatore  di  natura  astratto  e  soggettivo. 
Terzo,  che  per  avere  il  solido  sia  egualmente  presupposta 
l'unità  solidale,  nella  formazione  del  cubo,  e  similmente  che 
le  due  moltipliche  che  si  suppongono  richieste  alla  forma¬ 
zione  di  un  solido,  siano  ambedue  rcffelto  del  numero  mol¬ 
tiplicatore  astratto  soggettivo. 

498.  Per  vie  meglio  rendersi  sensibili  queste  patenti  ve¬ 
rità,  si  prega  il  lettore  a  riflettere,  che  il  quadrato  della 
linea  retta  non  consisterebbe  in  altro,  clic  nelle  quattro  sem¬ 
plici  linee,  conterminanti  la  superficie  del  quadralo  C,  n.  496, 
poste  tra  loro  a  squadra;  ed  il  solido  regolare  chiuso  entro 
linee  rette,  parimenti  a  squadra  (  quando  non  si  abbia  ri¬ 
guardo  clic  alle  linee  che  lo  conterminano  ),  esso  non  sa¬ 
rebbe  che  una  specie  di  gabbia  tutta  vuota  nel  mezzo  ;  e 
quando  non  si  avesse  riguardo  che  alle  superficie  rettilinee, 
che  parimente  lo  contengono  e  lo  chiudono ,  esso  non  sa¬ 
rebbe  che  una  casetta  tutta  vuota  nel  mezzo.  Ora  ognuno 
comprende,  che  nell'un  caso  e  nell’altro,  non  vi  sarebbe  nem- 
men  l’ombra  di  solido  nè  reale  uè  ideale. 

L'unità  adunque  solidale  conviene  che  soggettivamente 
vi  sia  introdotta  dalla  nostra  mente,  e  questa  supposizione 
è  quella  sola  che  può  dar  vita  al  solido.  Ad  ogni  modo 
però  è  fuor  di  dubbio ,  che  con  queste  tacite  supposizioni 
si  ingenera  mentalmente  il  solido,  e  non  mai  con  modi  al  tutto 
antilogici  posti  in  uso  ed  adoperati ,  senza  veruna  esplica- 
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zione,  dai  geometri,  quando  eseguiscono  le  accennate  ope¬ 
razioni. 

199.  E  giacche  il  ragionamento  ci  ha  condotti  in  su  la 
considerazione  delle  potenze  tanto  lineari  clic  superficiali  , 
solidali,  ecc.,  osserveremo,  che  siccome  nella  scienza  nume¬ 
rica  tanto  astratta  che  concreta,  Punità  si  considera  come 
ente  uno  inalterabile;  così  il  quadrato  la  sua  terza  po¬ 
tenza,  ecc.,  è  sempre  la  stessa  unità.  Tutti  i  numeri  mag¬ 
giori  o  minori  dell’  unità  provano  variazioni  in  più  ed  in 
meno,  elevandosi  a  potenze;  l’unità  all’ invece  non  prova  nò 
può  provare  cangiamento  di  sorta.  Questo  sempre  si  avvera 
anco  delle  unità  concrete,  cioè  di  lunghezza ,  di  superficie 
solidali,  ecc.  ecc. 

Cosa  dunque  significa  la  seconda ,  la  terza ,  ed  ogni 
successiva  potenza  dell’unità?  Io  non  lo  saprei  dire;  cd 
amerei  anzi  che  qualchedun  mi  dicesse  qual  sia  il  vero 
suo  significalo. 

200.  E  qui  ci  rimane  da  rischiarare  un  altro  concetto,  cioè 
ci  resta  di  spiegare  quello  che  s’intende  esprimere  quando 
si  appella  potenza  di  un  numero  esprimente  qualche  oggetto 
concreto,  così  v.  g.,  cosa  s'intenda  significare  quando  si  dice, 
che  quattro  piedi  di  superficie  si  considerano  come  potenza 
di  due  piedi  di  superficie. 

Per  comprendere  alla  meglio  il  significalo  di  questo 
modo  di  dire  ci  convien  pensare  primamenle,  che  la  filoso¬ 
fia  mal  si  presta  a  concedere,  che  quattro  piedi  di  super¬ 
ficie  sieno  il  quadrato  di  due  piedi  di  superficie;  impercioc¬ 
ché  due  piedi  di  superficie  non  posson  moltiplicare  due 
piedi  di  superficie,  perchè  tale  operazione  manca  di  possi¬ 
bilità  e  persino  di  ogni  significazione.  E  in  vero,  più  uomini 
non  posson  moltiplicare  altrettanti  uomini,  nè  più  piedi  di  su¬ 
perficie  posson  prendere  o  moltiplicare  altri  piedi  di  super¬ 
ficie  e  così  prosegui.  Parimenti  non  si  comprende  bene , 
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come  li  quadro  piedi  di  superficie  possali  essere  ingenerali 
o  risultanti  dalla  moltiplica  di  due  piedi  di  superficie  mol¬ 
tiplicati  per  un  numero  due  ludo  astratto  ed  a  niuna 
concreta  significazione  applicato,  onde  rimane  sempre  in 
certo  modo  necessario,  che  le  due  unità  di  superficie,  nel 
concreto  caso,  depongano  il  loro  significato,  o  meglio  la 
loro  concreta  rappresentanza  di  superficie,  e  spogliale  di 
questa,  ritornino  alio  stato  di  numeri  astratti,  ed  in  questo 
modo  esser  ridotti  ad  una  vera  omogeneità  in  confronto  del 
moltiplicatore  sempre  astrailo  e  cosi  esser  atti  a  poter  esser 
elevali  a  qualsivoglia  potenza. 

Di  quà  si  ricava  adunque,  che  le  potenze  matematiche 
sono  proprie  solo  delle  quantità  astratte  ed  a  niuna  con¬ 
creta  significazione  applicale.  E  siccome  poi  spesso  accade, 
che  i  numeri  esprimenti  cose  concrete  in  forza  di  varia¬ 
zioni  divengano  doppii ,  tripli,  ed  in  qualsivoglia  altra 
proporzione  cangiati,  cosi  quando  questi  mutamenti  espressi 
numericamente  riescono  come  le  potenze  dei  numeri  espri¬ 
menti  oggetti,  si  appellanos^olcnze  delle  cose  o  degli  oggetti 
dai  numeri  istessi  significali. 

Queste  dottrine  si  comprenderanno  anco  più  dichiarala- 
tamenlc  ogni  qual  volta  rifletteremo,  che  le  unità  esprimenti 
grandezze  concrete,  scudo  ritenute  invariabili,  perciò  si  pre¬ 
sentano  incapaci  da  se  a  dar  vita  ad  altre  realità  di  loro 
maggiori  o  minori ,  quali  barinosi  ad  avere  sempre  le  po¬ 
tenze  dei  numeri  intieri  o  rotti, 

201.  Ilo  creduto  di  dover  insistere  alcun  poco  sopra  que¬ 
ste  nozioni  fondamentali  della  scienza  matematica,  acciò  la 
gioventù  particolarmente,  non  vada  delusa  circa  il  loro  vero 
significato ,  e  perchè  intenda  profondamente  il  significalo 
delle  diverse  operazioni  pratiche  adoperate  nel  calcolare  le 
superficie ,  i  solidi ,  ecc.,  e  mollo  più  acciò  sappia  sempre 
in  ogni  pratica  operazione  quale  e  quanta  sia  la  filosofia 
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da  cui  c  rischiarata  e  sostenuta;  lilosolìa  che  tutta  o  quasi 
tutta  manca  nei  trattati  di  matematica  elementare. 

Algebra. 

202.  I  ragionamenti  che  siam  venuti  esponendo  parlando 
delle  grandezze  numeriche  sono  pienamente  applicabili 
alle  grandezze  algebriche  e  algoritmiche.  Ben  inteso  però, 
che  queste  ultime  hanno  una  maniera  ed  una  rappresenta¬ 
zione  assai  più  astratta,  e  quindi  più  indeterminata  dei  nu¬ 
meri.  Poiché  laddove  la  stessa  unità  numerica  considerala 
anco  suggetlivamente,  rappresenta  nel  suo  sialo  unitario  qual¬ 
sivoglia  cosa,  tuttavia  è  almeno  limitata  a  non  esprimerne 
clic  una  sola,  laddove  la  cifra  algebrica,  una  lettera  v.  g. 
qualunque,  esprime  in  modo  ancora  più  largo  non  solamente 
qualsivoglia  cosa  concreta,  reale  od  ideale  ,  ma  la  esprime 
in  modo  non  limitalo  a  qualsiasi  numero  o  ripetizione 
di  essa. 

203.  Nella  scienza  algebrica  che  nacque  e  pervenne  a 
molla  perfezione  prima  della  scoperta  del  calcolo  infinite¬ 
simale,  le  lettere  delTalfabelo  tutte  comprese,  vengono  ado¬ 
perale  ad  indicare  o  ad  esprimere  qual  più  piaccia  gran¬ 
dezza  cognita,  incognita,  intiera  o  frazionaria,  e  tanto  im¬ 
plicita  che  esplicita,  ed  in  qualunque  funzione  contenuta;  e 
tutta  questa  rappresentanza  s' intende  fatta  nel  modo  più 
largo,  generale,  indeterminato  che  si  possa  imaginare  :  onde 
queste  lettere,  per  Fuso  dell'algebra  dette  cifre,  si  prestano 
mirabilmente  ad  ogni  combinazione  delle  grandezze  che  val¬ 
gono  a  poter  rappresentare. 

Già  s'intende  sempre,  che  le  grandezze  algebriche  in¬ 
dicanti  tutte  le  quantità  finite  cognite,  incognite,  intiere,  fra¬ 
zionare,  positive,  negative,  radicali,  potenziali,  od  algoritmi¬ 
che  d’ogni  maniera  e  di  ogni  funzione,  sono  sempre  consi- 


—  159  — 

dorale  e  ritornile  come  pienamente  rivestite  della  soggettiva 
proprietà  del  continuo. 

Parimenti  s'intende*  che  tutte  le  operazioni  algebriche 
sono  in  numero  nè  più  nè  meno  di  quelle  dell' aritmetica  * 
onde  è  per  questo  che  il  grande  geometra  Newton  appellò 
il  suo  trattato  d'algebra  aritmetica  universale . 

204.  L'algebra  oltre  a  queste  sue  cifre  dette  anco  espres¬ 
sioni  analitiche*  ha  ancora  un  linguaggio  tutto  proprio  il 
quale  consiste  in  alcuni  segni  in  essa  adoperati.  Quest i  se¬ 
gni  servono  in  gran  parte  ad  indicare  Io  stalo  relativo 
delle  grandezze*  ed  in  parte  le  operazioni  e  modificazioni 
che  sopra  le  quantità  o  si  sono  o  si  suppongono  fatte ,  o 
si  ritengono  ancora  da  farsi. 

205.  Questi  segni  costituiscono  una  verace  lingua  alge¬ 
brica  o  analitica  la  quale  si  è  rilenula  anco  in  tutta  l’ana¬ 
lisi  superiore  senza  alcuna  variazione.  Questa  lingua  è  la¬ 
conica  ed  assai  espressiva,  perchè  composta  di  pochi  segni 
e  questi  appieno  determinati.  Eccone  un  sunto.  Qualsivoglia 
unione,  di  quantità  algebriche  ,  algoritmiche  e  geometriche 
di  ogni  maniera,  si  esprìme  col  segno  4-,  detto  segno  più; 
onde  se  m  viene  unito  a  n,  ovvero  n  unito  ad  m  si  scrive 
m  -f-  n  oppure  n  +-  m. 

Ogni  qual  che  si  abbia  ad  indicare ,  che  tuia  gran¬ 
dezza  deve  essere  o  si  considera  sottratta  da  un  altra,  si 
appone  alla  grandezza  prima  il  segno  — ,  detto  segno  meno ; 
onde  per  esprimere  che  n  è  sottratta  o  si  ritiene  sottratta 
da  m  si  scrive  m  —  n. 

La  moltiplica  d’uua  grandezza  per  X  altra  si  esprime 
in  uno  di  questi  tre  modi;  m  x  n,  ovvero  m  .  n,  o  pure 
m  n.  L’  operazione  opposta  alla  moltiplica  o  la  divisione  si 

m 

segna  nei  seguenti  due  modi  m  :  u  ed  anco  — .  L'identità 

n 
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del  valore  di  due  grandezze  semplici  o  composte  si  espone 
come  segue  m  ~  n,  vale  a  dire  m  eguale  a  n.  Se  occorre 
esprimere  m  maggiore  di  n  si  scrive  m  >  n,  al  contrario 
se  sia  in  n  si  legge  ni  minore  di  n. 

Per  esprimere  le  potenze  delle  quantità  semplici  o  com¬ 
poste  si  pongono  dei  numeri  o  delle  cifre  a  destra  della 
quantità  ed  in  alto  verso  la  sommità  di  essa  ;  così  per  in¬ 
dicare  la  seconda  potenza  di  m  si  scrive  ma,  o  m  m  ovvero 
in1  x  ml  —  nP  4  1  —  ni2.  Gli  algebristi  e  tutti  gli  analisti 
ritengono  per  reciproca  convenzione  che  sia  m  :=  ni1;  per 
questo  abbiamo  fatte  sinonime  tutte  le  eguaglianze  qui  ri¬ 
portate.  Per  assegnare  la  terza  potenza  di  m  si  scrive  m3* 
vii  m4  per  la  quarta,,  c  cosi  via.  E  si  pronunciano  queste 
espressioni  o  queste  potenze  dal  numero  che  portano  in 
cuna  di  loro  ed  al  lato  destro. 

Per  egual  convenzione  si  esprimono  le  radici  col  se¬ 
gno  v  posto  innanzi  alle  grandezze  o  alle  funzioni  qua¬ 
lunque  di  esse;  avvertendo  di  porre  entro  l'angolo  del  se¬ 
gno  l  quel  numero  che  corrisponde  alla  radice  che  si 
vuole  indicare.  Così  per  esporre*  che  dalla  grandezza  m  deve 

esser  estratta  la  radice  quarta  si  scrive  [/  ni;  se  si  trat- 

6 

lasse  della  sesta  radice*  si  scrive  [  m  ;  se  dalla  ennesima 

n  _ 

si  nota  [  m;  e  cosi  prosiegui.  Evvi  pure  un'altra  con¬ 
venzione  tra  gli  algebristi  di  ritenere  che  il  segno  [ 

9 

sia  lo  stesso  che  [  . 

206.  Cerchiamo  ora  di  conoscere  la  filosofia  dei  primi  due 
segni,  cioè  del  più  -f- ,  e  del  meno  — ,  che  pure  ne  con¬ 
tengono  non  poca.  E  primamente  osserviamo  che  ogni  gran¬ 
dezza  0  entità  geometrica  ed  analitica  di  qualsivoglia  na¬ 
tura  astratta  e  soggettiva  *  essa  non  comporla  0  non  ri- 
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chiede  verun  segno;  o  meglio  riteniamo  che  ogni  gran¬ 
dezza  non  esige  nè  il  piu  nè  il  meno ,  insino  a  tanto  che 
essa  si  considera  isolata  o  da  sola;  vale  a  dire  sino  a  tanto 
che  la  si  considera  senza  riguardo  ad  altre  grandezze  o 
quantità;  imperciocché  sarebbe  una  sciempiaggine  il  doman¬ 
dare  qual  segno  convenga  ad  una  unità  numerica,  quale  ad 
una  linea,  ad  un  superficie,  ad  un  solido,  o  quale  a  qua¬ 
lunque  altra  grandezza  algoritmica  insino  che  essa  si  consi¬ 
dera  da  sola  o  quale  data  e  proposta  grandezza. 

L'entità  di  ogni  grandezza  è  quella  che  è,  ed  il  più  o 
il  meno,  non  possono  esser  ad  essa  applicati.  Quando  adunque 
si  vogliano  apporre  alle  grandezze  l'uno  o  labro  di  questi 
segni,  fa  duopo,  perchè  abbiano  qualche  significato,  che  non 
si  riferiscano  direttamente  alle  grandezze  o  alla  loro  entità, 
ma  sibbene  al  loro  stalo  estrinseco  e  relativo  o  comparativo 
ad  altre  grandezze;  poiché  è  cosa  per  se  stessa  evidente 
che  ogni  ente,  non  è  ente,  che  in  un  sol  modo,  e  che  que¬ 
sto  modo  non  è  nè  positivo  nè  negativo,  ma  sibbene  modo 
di  ente  esistente,  e  semplicemente  esistente.  Conviene  dun¬ 
que  che  questi  segni  sr  riferiscano  unicamente  alle  diverse 
relazioni  procedenti  dal  diverso  modo  di  esistere  o  di  agire 
delle  grandezze. 

207.  Si  incominci  adunque  a  ben  comprendere,  che  per 
poter  premettere  ad  una  grandezza  il  segno  più  o  meno  è 
necessario  che  con  questo  s’ intenda  indicare  uno  stato  o 
modo  comparativo  o  relativo  ed  allatto  estrinseco  alla  gran¬ 
dezza  medesima.  Perciò  quando  gli  algebristi,  dicono,  senza 
alcuna  precedente  esplicazione,  che  ogni  grandezza  qualun¬ 
que  ed  espressa  per  qualsivoglia  funzione,  si  ritiene  che  essa 
abbia  davanti  il  segno  -H,  e  ciò  anco  allorquando  essa  non 
ha  segno  veruno  davanti  a  sè  stessa,  gli  algebristi,  diciamo, 
,  pronunciano  una  proposizione  che  in  faccia  alla  filosofia  non 
ha,  nè  può  avere,  verun  chiaro  significato;  ma  anzi  pronun- 

11 
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Giano  proposizione  attissima  a  portare  la  confusione  nella 
mente  della  gioventù;  imperciocché  il  più  o  il  meno  che  si 
mette  avanti  ad  una  quantità  non  significa  altro  e  assolu- 
tamente  altroché  il  di  lei  modo  di  essere  o  di  agire  di¬ 
verso  da  quello  di  altra  quantità  a  lei  omogenea  ed  alla 
quale  essa  viene  perciò  posta  in  comparazione.  E  annun¬ 
ciando  queste  nozioni  in  modo  più  generale,  diremo,  che  i 
segni  più  e  meno  esprimono  (  preposti  alle  grandezze  )  le 
loro  diverse  ed  opposte  maniere  relative  che  hanno  o  si  sup¬ 
pongono  aver  fra  di  loro. 

208.  Per  altro  non  dimentichiamo  mai,  che  questa  estrin¬ 
seca  relazione  o  maniera  di  essere  delle  grandezze  tra  loro 
comparate  non  tocca  nè  altera  in  verun  conto  il  loro  quanto, 
o  valore  intrinseco  di  esse;  e  che  nominando  tanto  -b  A, 
quanto  —  A,  non  s'intende  di  avere  alcun  riguardo  all'in¬ 
trinseco  valore  della  stessa  A.  Dobbiamo  pure  tener  presente 
all'animo,  che  questa  relazione  esterna  indicata  con  uno  o 
coH'aUro  dei  due  segni  -b  oppure  — ,  non  può  avere  significa¬ 
zione  precisa  e  chiara,  se  non  tra  quelle  quantità  o  gran¬ 
dezze,  le  quali  per  simil  natura  posson  venir  tra  di  lor  poste 
in  comparazione,  ovvero  posson  esser  ritenute  o  supposte 
suscettive  di  sì  fatto  confronto;  poiché  quando  ciò  non  fosse, 
o  non  si  potessero  considerare  unentisi  ad  agire  o  ad  essere 
allo  stesso  modo,  nè  si  potessero  ritenere  in  elisione,  o  sot¬ 
traenti,  o  se  più  piace,  conlradicentisi,  allora  ad  esse  non 
possono  convenire  nè  il  segno  più,  nè  il  segno  meno. 

209.  Tra  i  modi  estrinseci  delle  grandezze  s'annovera  pur 
quello  il  quale  porta,  che  una  data  grandezza  di  natura  per¬ 
fettamente  simile  e  di  valore  egualmente  identico  venga  unita 
ad  un’altra  simile,  in  allora  questa  reciproca  unione  di  sta¬ 
to,  può  e  si  vuole  indicare  per  A  H-  A,  A  +-  B,  quando 
si  esprima  per  A  una  grandezza ,  e  per  A  1'  altra  eguale,  o 
pure  per  A  una  grandezza  e  per  B  un'altra  consimile.  Avendo 
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già  dichiarato  che  i  segni  più  o  meno  non  toccano  il  valore 
delle  grandezze ,  si  vede,  che  diventano  opportunissimi  ad 
indicare  le  unioni  di  tutte  le  grandezze  di  valore  qualunque, 
come  appunto  s*  è  fatto  quando  abbiamo  espressa  1'  unione 
di  A  4-  A;  perchè  ognun  comprende,  che  in  questa  alge¬ 
brica  espressione  rimane  indeterminato  il  valore  o  il  quanto 
della  prima  e  della  seconda  A,  e  solo  ci  ha  bastalo  la  pura 
supposta  condizione  che  A  sia  eguale  ad  A.  Condizione  per 
altro  non  richiesta  dalla  natura  del  segno,  perchè  qualunque 
volta  le  due  grandezze  di  diverso  valore  si  uniscano  con  que¬ 
sto  loro  relativo  stato  o  modo  si  adopera  nè  più  nè  manco 
il  segno  più,  e  indistintamente  si  scrive  tanto  A  -h  A,  quanto 
A  4-  B,  quanto  M  4-  N,  ecc.  ecc. 

Per  semplificare  più  che  possiamo  le  espressioni  ana¬ 
litiche,  usiamo  scrivere  2  A  invece  di  A  -h  A;  5  A  invece  di 
A  4-  A  4-  A,  come  2B,  anzi  che  B  4-  B,  ecc.  Questi  numeri 
che  esprimono  colle  loro  unità  quante  volte  sia  stata  ripe¬ 
tuta  una  grandezza  identica  di  valore,  o  come  si  usa  dire, 
una  stessa  grandezza,  questi  numeri,  dico,  si  appellano  coef¬ 
ficienti  o  moltiplicatori  della  grandezza.  Qui  riesce  cosa  fa¬ 
cile  il  comprendere,  che  non  esistendo  veruna  condizione  o 
restrizione  la  quale  ponga  un  limite  al  valor  del  coefficiente, 
perciò  esso  può  avere  qualsivoglia  valore  numerico  intiero 
o  frazionario  ed  anco  essere  espresso  in  qual  più  piaccia 
forma  di  indeterminato  valore,  o  come  si  usa  dire,  può  es¬ 
sere  espresso  algebraicamente  per  qualsivoglia  lettera  del- 
l'alfabetto. 

I  numeri  adunque  o  le  lettere  considerate  come  coef¬ 
ficienti,  o  quali  quantità  indicanti  quante  volte  sia  presa  una 
grandezza,  alla  quale  vengono  preposti ,  non  dovrebbero  di 
lor  natura  andar  sottoposti  a  verun  segno,  perchè  come 
coefficienti  non  fanno  che  il  solo  ufficio  di  semplici  molti¬ 
plicatori  ;  ed  è  perciò  chiaro,  che  alli  coefficienti  riescono 
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ail’in  tulio  estranee  tulle  le  altre  relazioni  esterne,  meno  quel- 
Tunica  di  moltiplicalore,  ed  anco  questa  inalterabilmente  unica 
e  sempre  conforme  a  sè  stessa.  Pure  in  onta  che  queste 
osservazioni  siano  innegabili,  i  geometri  hanno  voluto  pre¬ 
porre  li  segni  più  e  meno  anco  ai  coefficienti  ;  con  questo 
contegno  però  i  geometri  non  potendo  cangiar  la  natura 
delle  grandezze  impiegale  a  questa  funzione  ed  unico  uffi¬ 
cio  di  coefficienti,  si  sono  presi  un’arbitrio  che  noi  ci  dob¬ 
biamo  ingegnare  di  spiegare,  acciò  si  possa  filosoficamente 
determinare  cosa  significhino  questi  segni  che  si  son  vo¬ 
luti  preporre  a  questo  genere  di  quantità;  imperciocché  il 
segno  in  questo  genere  di  quantità  non  può  significare  di¬ 
verso  modo  di  agire  o  diversa  relazione,  giacché  al  coeffi¬ 
ciente  non  ne  compete  che  una  sola  ed  inalterabile.  Cosa 
dunque  posson  significare  li  segni  più  ed  il  meno  proposti 
al  coefficiente  di  cui  parliamo  ?  Ella  è  cosa  aperta  che  que¬ 
sti  segni  avanti  al  coefficiente  non  possono  avere  altro  si¬ 
gnificato  eccello  il  seguente,  ed  anco  questo  all'in  tutto  estra¬ 
neo  alla  sua  natura  di  semplice  moltiplicatore;  ed  il  signi¬ 
ficato  è  questo,  di  additare  cioè,  se  la  grandezza  alla 
quale  è  preposto  il  cofficiente,  ed  alla  quale  grandezza  posson 
convenire  li  due  segni  più  e  meno  ,  debba  essere  presa 
tale  quale  essa  è ,  ovvero  debba  essere  presa  in  uno  stato 
opposlo  allo  stato  che  essa  presenta  in  forza  del  proprio 
segno ,  v.  g.  se  la  grandezza  fosse  +  (  tu  ) ,  ed  il  coeffi’ 
dente  fosse  4-  n,  in  allora  il  più  segno  del  coefficiente  in¬ 
dicherà  che  la  (  io  )  deve  esser  presa  tale  quale  essa  è,  cioè 
col  proprio  di  lei  segno  non  cangiato,  vale  a  dire,  n  volte 
col  segno  proprio  più ,  e  nel  caso  che  il  coefficiente  abbia 
il  segno  —  m,  in  allora  vorrà  dire,  che  la  grandezza  (to) 
deve  esser  presa  n  volle  in  uno  stato  al  tutto  contrario  a 
quello  indicato  dal  segno  proprio,  cioè  col  segno  negativo, 
onde  si  avrà  il  prodotto  —  n  (mj).  Per  egual  ragione  se 
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la  (tv)  avesse  da  prima  il  segno  meno  o  fosse  —  (  w  )  , 
ed  il  coefficiente  il  segno  n  si  avrebbe  per  prodotto 
—  n  (  io  ),  c  quando  fosse  —  (  io  )  per  —  n,  finalmente 
si  avrebbe  n  (  iv  ). 

Questo  è  l'unico  possibile  significato  che  possiamo  at¬ 
tribuire  ai  segni  più  0  meno  preposti  ai  coefficienti;  onde  questi 
segni,  che  preposti  alle  grandezze  indicano  gli  stali  relativi 
che  esse  hanno  ira  grandezze  e  grandezze,  nel  coefficiente 
questi  medesimi  segni  indicano  all’invece  unicamente,  se  que¬ 
ste  grandezze  debbano  esser  prese  nel  loro  stalo,  e  perciò 
col  loro  segno  che  hanno,  ovvero  in  uno  stato  opposto  0 
con  segno  contrario  a  quello  che  hanno. 

Nè  si  creda  che  al  coefficiente,  considerato  aneli’  esso 
quale  grandezza,  come  tutte  le  altre,  possan  competere  li  se¬ 
gni  più  0  meno  e  nel  significalo  delle  altre  grandezze  per¬ 
chè  questo  sarebbe  pensamento  anlifìlosofìco.  In  fatti,  il  coef¬ 
ficiente,  benché  espresso  con  simboli  numerici,  0  con  let¬ 
tere  astratte  ed  indeterminale  dell'analisi,  è  sempre  un  nu¬ 
mero  0  una  lettera  contratta  0  ridotta  ad  una  sola  signifi¬ 
cazione  particolare,  a  quella  cioè,  di  puro  moltiplicatore  ;  ed 
in  quest'  ultimo  stato  è  evidentemente  incapace  ad  indos¬ 
sare  i  diversi  stati  delle  grandezze  tanto  ideali  soggettive , 
quanto  particolari  e  concrete. 

210.  Questi  medesimi  segni  più  e  meno  presentano  adun¬ 
que  due  ben  distinte  funzioni,  0  meglio,  significazioni,  se¬ 
condo  che  essi  stanno  avanti  alle  grandezze,  e  secondo  sono 
avanti  ahi  coefficienti.  Nel  primo  caso  il  segno  indica  lo 
stalo  relativo  estrinseco  della  grandezza  ,  nel  secondo  caso 
indica  se  la  grandezza  debba  esser  presa  (tante  volte  quante 
richiede  il  valor  del  coefficiente)  secondo  il  proprio  segno 
che  ha  innanzi  a  se  stessa,  ovvero  in  uno  stato  al  tutto  op¬ 
posto,  cioè  col  segno  cangialo. 

211.  Ora  se  associeremo  le  idee  espresse  e  dichiarale  nei 

ir 
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numeri  477,  478  e  170,  con  le  presenti  dottrine,  non  trove¬ 
remo  alcuna  difficoltà  a  conoscere,  che  tutto  quello  che  qui 
veniamo  esponendo  del  coefficiente,  è  identicamente  lo  stesso 
di  quello  che  abbiam  detto  del  numero  o  della  quantità  qua¬ 
lunque  che  vien  destinata  a  far  le  veci  di  moltiplicatore, 
macche  tanto  il  coefficiente  quanto  qualsivoglia  moltiplicatore, 
non  differiscono  che  di  puro  nome  ,  poiché  nel  resto  sono 
la  stessa  cosa  sotto  due  diverse  denominazioni.  Ciò  ritenuto 
si  comprende  di  leggieri  e  pienamente,  come  sopra  queste 
osservazioni  innegabili  riposi,  quasi  in  sua  propria  base,  la 
filosofia  di  tutte  le  vicissitudini  dei  segni  più  o  meno  che 
hanno  luogo  quando  le  grandezze  son  moltiplicale  da  coef¬ 
ficienti  o  moltiplicatori  di  consimili  o  di  diversi  segni. 

Imperciocché  nei  paragrafi  su  citali  si  è  abbastanza 
dimostrato,  che  qualsivoglia  grandezza  quando  diviene  mol¬ 
tiplicatore  di  un'  altra,  sotto  di  questo  riguardo  non  pre¬ 
senta  che  la  veste  del  coefficiente,  o  queirunica  di  prendere 
il  moltiplicando  tante  volte  quante  unità  essa  contiene,  o  si 
suppone  che  contenga;  e  sotto  quest'unico  riguardo  consi¬ 
derata  ,  non  presenta ,  che  V  unico  lato  di  coefficiente ,  a! 
quale  i  segni  più  o  meno  rappresentanti  i  diversi  stati  estrin¬ 
seci  delle  altre  grandezze,  non  possono  aver  luogo  nò  con¬ 
iarsi  alla  natura  di  esso  coefficiente  moltiplicatore. 

212.  Da  quanto  qui  veniain  ragionando  s'intende,  cosa  si¬ 
gnifichi  il  segno  più  o  meno  quando  stia  innanzi  ad  un  coef¬ 
ficiente,  e  cosa  significhi  avanti  un  moltiplicatore,  che  poi 
sempre  è  in  uno  stato  identico,  anzi  si  identifica  col  coeffi¬ 
ciente,  e  si  intende  lutto  l’andamento  dei  segni  che  hanno 
luogo  nelle  moltiplicazioni ,  o  divisioni,  di  segno  identico  o 
diverso. 

Cioè  si  comprende  con  verace  filosofia,  perchè  v.  g.  pro¬ 
posta  una  qualsivoglia  grandezza  w,  e  proposto  qualunque  mol- 
tiplicalore  di  essa  n  abbiano  luogo  li  seguenti  risultameli  : 
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4  ,u  se  abbiamo  -4 -  n  x  -4-  w  sia  il  prodotto . . .  -4-  n  w. 

2.°  se  abbiamo  —  n  x  -4-  w  sia  il  prodotto...  —  n  w. 

5.°  se .  -4-  n  x  —  w  sia  il  prodotto...  —  n  w. 

4.°  se . —  n  x  —  sia  il  prodotto...  -h  n  w. 


11  primo  di  questi  prodotti  in  lingua  comune  si  legge 
come  segue:  la  grandezza  w  avente  il  segno  positivo  es¬ 
sendo  presa  0  moltiplicata  dalla  n  avente  segno  positivo 
presenta  n  volle  tv  in  istato  più,  0  positivo. 

Il  secondo  si  legge,  la  grandezza  positiva  tv  sendo  presa 
?ì  volte  in  istato  opposto  allo  stato  di  essa  positivo,  deve 
dare  un  prodotto  negativo  ,  0  diverso  dallo  stalo  di  essa 
io  ;  perciò  in  istato  negativo. 

Il  terzo  si  traduce,  la  grandezza  w  essendo  considerata 
0  trovandosi  in  istato  relativo  negativo  presa  n  volte  in 
questo  stato  dà  un  prodotto  negativo. 

Il  quarto  finalmente  nel  quale  la  tv  trovasi  in  istato 
negativo  presa  n  volte  in  uno  stalo  opposto  0  positivamente 
deve  dare  un  prodotto  di  n  volte  tv  positivo. 

Donde  si  vede  finalmente  filosoficamente  dimostrato , 
che  la  moltiplica  dei  fattori  di  segno  eguale  dà  un  prodotto 
avente  il  segno  piò,  e  la  moltiplica  dei  fattori  di  segni  dif¬ 
ferenti  dà  un  prodotto  avente  il  segno  meno. 

243.  La  divisione  essendo  una  operazione  opposta  alla 
moltiplica,  0  come  altri  dicono,  una  operazione  che  disfà  0  di¬ 
strugge  ciò  che  la  moltiplica  dei  fattori  ha  fatto,  ben  si  vede, 
che  in  questa  operazione  uno  dei  fattori  è  sempre  dato  e 
eoi  proprio  segno ,  onde  il  quoziente  che  è  1'  altro  fattore 
è  costretto  sempre  appalesare  il  segno  che  aveva  prima  di 
esser  moltiplicato  ;  onde  per  la  divisione  non  occorre  al¬ 
cuna  particolare  osservazione  relativa  alla  filosofia  dei  segni. 

244.  La  dottrina  concernente  la  filosofia  di  questi  segni 
più  0  meno,  specialmente  nella  parte  riguardante  i  segni 
consecutivi  che  presentano  le  grandezze  risultanti  da  mol- 
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liplicazioni,  ila  elevazioni  a  potenze,  da  divisioni,  ad  estra- 
zioni  di  radici,  non  e  inai  siala  pienamente  chiarita  dalla 
mageior  parie  deidi  scrii  lori  di  Algebra,  e  da  alcuni  nem¬ 
meno  molivaia. 

E  per  comprendere  che  noi  non  siamo  Iroppo  corrivi 
nel  pronunciare  questa  asserzione,  basta  portare  la  nostra 
attenzione  sopra  le  ragioni  che  leggiamo  nei  trattali  di  Al¬ 
gebra  elementare. 

Noi  troviamo  in  tutti  questi  trattali  delle  dimostrazioni 
riguardanti  le  vicissitudini  dei  segni,  ma  queste  dimostra¬ 
zioni  sono  poi  concludenti  ed  appieno  persuasive?  Perchè 
queste  loro  prove  riescano  convincenti  debbon  contenere  la 
distinzione  sostanziale  che  passa  tra  il  significalo  del  segno 
più  o  meno  preposto  alla  grandezza  considerata  in  gene¬ 
rale  ,  e  alla  grandezza  parlicolarizzala  o  contralta  all’ unico 
ufficio  di  semplice  ed  astrailo  moltiplicatore,  o  coefficiente; 
il  che  non  rinvenendosi  in  alcun  trattalo  ci  ha  indotti  a 
dire,  che  le  dimostrazioni  loro  per  questo  lato  sono  man¬ 
chevoli.  Ed  in  vero  non  si  può,  anzi  riesce  impossibile  dare 
allì  segni  più  e  meno  un  identico  significato  ,  tanto  se  ap¬ 
partengono  alle  grandezze  come  se  sono  appropriali  al  coel- 
fìcienle  moltiplicatore;  perchè  avanti  alle  grandezze,  espri¬ 
mono,  come  è  detto,  il  loro  stato  comparativo  o  relativo 
estrinseco  che  esse  hanno  in  riguardo  allo  stato  di  altre 
grandezze,  e  davanti  al  coefficiente  o  al  moltiplicatore  que¬ 
sti  segni  non  possono  esprimere  altrettanto  perchè  al  coef¬ 
ficiente  ripugna  ogni  diversità  di  stalo  relativo:  finalmente 
nelle  grandezze  i  segni  indicano  il  loro  stato  relativo  ,  nei 
coefficienti  non  posson  indicare  altro  fuorché  se  debbunsi 
ritenere  nello  stato,  che  sono  le  grandezze  o  in  islato  di¬ 
verso;  era  dunque  necessità  di  ben  distinguere  questi  diversi 
c  differentissimi  significati  dei  segni  secondo  appartengono 
al  moltiplicando,  ovvero  al  moltiplicatore. 
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Ma  si  dirà,  il  moltiplicatore  ed  il  moltiplicando  non  sono 
forse  indistintamente  delle  grandezze?  Ogni  numero  ed  ogni 
grandezza  non  può  forse  riuscire  a  nostro  beneplacito  e 
moltiplicando  e  moltiplicatore,  perchè  adunque  assegnar 
tanta  ditferenza  tra  i  segni  di  queste  grandezze  ? 

Per  rispondere  a  questa  difficoltà  vuol  esser  notato,  che 
pur  troppo  si  concede,  che  i  due  fattori  di  ogni  moltiplica 
si  hanno  e  si  ritengono  per  due  grandezze  indistintamente, 
e  perciò  pigliando  le  cose  un  poco  alla  buona,  sembra  che 
alle  grandezze  spellar  possano  i  segni  più  o  meno  e  nel  me¬ 
desimo  significato  ,  ma  ben  addentro  sguardando  le  gran¬ 
dezze  sotto  di  questo  riguardo  di  fattori  ,  allora  la  nozione 
generale  di  grandezza  viene  ad  esser  da  noi  volontariamente 
contratta  per  uno  dei  fattori  e  ristretta  all’ufficio  di  semplice 
moltiplicatore,  e  allora  a  questo  fattore  così  particoiarizzalo 
o  così  limitalo  nel  suo  essere  di  grandezza  non  possono 
più  convenire  ad  esso  se  non  quelli  attributi ,  e  quelle  pro¬ 
prietà  che  son  proprie ,  ed  accomodate  all’  ufficio  cui  si  è 
destinato.  In  fatti  la  grandezza,  considerala  astrattamente 
è  un’ente  in  quantità,  qualunque  si  voglia.  Ma  infino  a  che 
si  considera  in  questo  stato  di  astrazione,  o  in  questa  ma¬ 
niera  generale,  la  grandezza  non  è  nè  moltiplicando  nè  mol¬ 
tiplicatore.  Quando  la  grandezza  si  pone  in  comparazione 
ad  altre  grandezze,  allora  diamo  origine  e  vita  all'idea  com¬ 
parativa,  cioè  alle  nozioni  di  dilFerenza,  di  eguaglianza  o  di  ra¬ 
gione;  e  quando  noi  portiamo  la  nostra  attenzione  al  di¬ 
verso  modo  o  stalo  comparativo  delle  grandezze,  o  al  di¬ 
verso  comparativo  modo  di  agire,  allora  diamo  vita  ed  ori¬ 
gine  ai  diversi  segni  più  e  meno  esprimenti  opposti  modi. 
E  quando  finalmente  noi  portiamo  la  nostra  considerazione 
sopra  il  numero  delle  volte  che  si  può  prendere  una  quan¬ 
tità  data  o  proposta,  allora  ci  poniamo  anco  nella  necessità 
di  dover  considerare  la  grandezza  cui  si  attribuisce  la  prò- 
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prielà  di  moltiplicatore  sotto  un  aspetto  lutto  concreto  a 
questo  particolare  ufficio  ;  quindi  siamo  in  necessità  di  non 
ritenere  in  essa  Grandezza  destinala  a  moltiplicatore  se  non 
quelle  sole  proprietà  che  ad  essa  si  addicono.  Ora  1  ufficio 
di  moltiplicatore  non  può  estendersi  ed  aggirarsi  se  non  so¬ 
pra  queste  due  sole  cose;  una  di  pigliare  tante  Tolte  la 
grandezza  che  si  intende  moltiplicare  quante  unità  sono  o 
si  suppongono  in  esso  moltiplicatore,  l'altra  di  pigliarle  nello 
stato  che  sono,  o  in  uno  stalo  al  loro  opposto;  si  dice  o 
nello  stalo  che  sono,  o  neiropposlo,  perchè  gli  algebristi  non 
fanno  uso ,  o  meglio,  non  considerano  che  due  stali  il  più 
ed  il  meno,  uno  opposto  all'  altro.  Riguardo  alla  prima,  il 
moltiplicatore  esercita  il  suo  potere  proporzionalmente  alle 
sue  unità  da  cui  risulta,  riguardo  alla  seconda  dispiega  aper¬ 
tamente  T  unico  significato ,  che  i  segni  più  o  meno  aver 
possono  in  esso  lui,  da  poi  che  fu  da  noi  contratto  od  appli¬ 
cato  a  questo  unico  esclusivo  ufficio  di  moltiplicatore. 

E  per  meglio  comprendere  queste  osservazioni  si  ri¬ 
tenga  ben  presente  alla  mente,  che  tutto  questo  mondo  ideale 
di  grandezze  soggettive  matematiche,  alla  perfine  non  risol- 
vesi  in  altro  che  in  ideali  entità  del  nostro  spirilo ,  ed  in 
relative  funzioni  del  medesimo  nostro  spirito.  Ei  ci  convien 
essere  ben  spensierati  se  ci  vogliamo  dare  a  credere,  che 
esista  per  noi  un  mondo  di  grandezze  astratte  e  soggettive, 
fuori  della  nostra  facoltà  pensante  ed  imaginativa,  o  facoltà 
comprenditriee;  imperciochè  quello  che  è  fuori  della  nostra  in¬ 
telligenza  è  anco  fuori  di  noi,  e  della  sfera  di  tutte  le  nostre 
cognizioni ,  e  non  è  che  puro  purissimo  inganno  o  solen¬ 
nissima  illusione,  il  creder  che  per  noi  si  conosca. 

Queste  cose  ho  qui  dovuto  accennare  perchè  servono 
direttamente  a  dimostrare  il  fondamento  ragionevole  delle 
osservazioni  sopra  ricordale  intorno  al  diverso  significato 
dei  segni. 
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2i5.  E  per  dare  a  queste  ragioni  maggior  luce  esaminiamo 
Tinsegnamento  algebrico  relativo  allandamento  dei  segni  al¬ 
gebrici.  Gli  algebristi  generalmente  si  appigliano  alla  seguente 
dimostrazione  di  segni:  cioè,  dicono,  è  evidente  che  qua¬ 
lunque  grandezza  moltiplicala  per  lo  zero,  dà  il  prodotto 
zero.  Questo  è  chiaro ,  e  da  tutti  deve  essere  pienamente 
ammesso;  ora  a  —  a  ~  o;  dunque  moltiplicando  a  —  a 
per  qualsivoglia  grandezza  il  prodotto  deve  esser  zero.  Ciò 
premesso,  sia  n  la  quantità  che  supponiamo  moltiplicare 

—  a  ;  il  prodotto  sarà  necessariamente  na  —  na  —  o  ; 
e  perchè  ciò  si  verifichi ,  conviene  che  -h  n  x  +■  a  dia 
-I-  na  ;  e  conviene  che  n  x  — -  a  dia  —  na,  onde  si 
verifichi  che  4-  n  x  (a — a  )  dia  na  —  na  —  o.  Poi 
soggiungono,  se  4-  n  per  —  a  presenta  un  prodotto  di  se¬ 
gno  negativo,  per  simil  ragione  quando  si  avesse  —  n  per 
4-  a,  si  avrebbe  per  prodotto  —  na.  Nell’  ipotesi  adunque 
che  n  abbia  stato  negativo,  cioè  sia  —  n,  ne  viene  che 
moltiplicando  —  n  per  a  —  a  ~  o,  si  deve  avere  —  na 
-t-  na,  perchè  tuli’ insieme  sia  —  na  4-  na  =r  o. 

Ora,  dicono  gli  algebristi ,  è  dunque  dimostrato,  che  i 
fattori  di  segni  diversi  danno  un  prodotto  avente  segno  ne¬ 
gativo;  ed  i  fattori  di  segni  eguali  danno  un  prodotto  avente 
segno  positivo;  onde  più  con  più  dà  più,  più  con  meno,  o 
meno  con  più  dà  meno,  e  meno  con  meno  dà  più. 

Ecco  la  dimostrazione  principale  e  la  più  stringente  che 
danno  gli  algebristi.  Ànaliziamo  questo  loro  ragionamento  ; 
e  primamente  osserviamo,  che  nella  prima  parte  espressa 
dal  prodotto  di  4-  n  x  (  a  -a  )  e  che  presenla  +  na 
—  na  =  o,  in  questa  prima  parte  devonsi  distinguere  due 
cose,  cioè,  primo,  perchè  -h  n  x  4-  a  dia  4-  na  ;  secondo, 
perchè  -\-  n  x  —  a  dia  per  prodotto  —  na.  Ora  per  tutta 
prova  del  prodotto  -f-  na,  gli  algebristi  mal  conoscenti  del 
segno  4-  preposto  alla  n,  si  contentano  di  dire ,  esser  cosa 


chiara  per  sè  stessa  che  +  n  x  -f-  a,  dia  na  ;  ma 
questa  supposizione  non  è  una  prova;  cosa  significa  que¬ 
sto  più  per  più  dà  più  ?  nulla  affatto.  Poi  come  si  può  pa¬ 
ragonare  lo  stalo  positivo  o  negativo  che  la  grandezza  ha 
riguardo  ad  altre  con  lo  stato  positivo  o  negativo  del  mol¬ 
tiplicatore  ,  che  non  avendo  alcuna  relazione  di  stato  con 
venui  altra  grandezza,  non  può  per  questo  significare  il  più 
o  il  meno  che  appartiene  alla  grandezza  che  moltiplica  ? 
Manca  dunque  agli  algebristi  la  prova  che  più  n  moltipli¬ 
cante  più  a  dia  H-  na,  perciò  la  dimostrazione  suddetta 
diviene  per  questo  lato  al  tutto  inconcludente,  e  mancando 
questa  base  fondamentale  essa  cade  tutta  da  cima  a  fondo. 
Più  ninno  degli  algebristi  dimostra  se  non  in  modo  al  lutto 
indiretto,  che  +  n  x  —  a,  dia  —  na,  cioè  fondandosi  : 
•i.°  su  la  non  provala  supposizione  del  prodotto  4-  na  , 

sul  bisogno  di  avere  da  +  n  x  —  a,  un  prodotto 

—  na ,  onde  il  risullamenlo  finale  sia  +  na  —  na  zz  o. 
Ma  questo  ultimo  bisogno  ,  risolvesi  in  artificio  forzato ,  il 
(piale  indirettamente  obbliga,  ma  non  convince  nè  persuade 
ragionevolmente  l’animo. 

Venendo  alla  seconda  parte  della  dimostrazione,  a  quella 
cioè  ove  si  suppone  o  si  attribuisce  al  moltiplicatore  il  se¬ 
gno  meno,  presentata  come  segue:  —  n  x  (a  — a  )  dà  — 
na  h—  na  —  o,  si  deve  osservare,  che  è  troppo  larga  licenza 
quella  che  si  pigliano  gli  algebristi ,  di  supporre  cioè  che 
ritenendo  avverato,  ■+•  n  x  —  a,  dia  —  na  si  abbia  di¬ 
ritto  di  considerare  che  anco  —  n  x  +  a  debba  dare 

—  na;  per  essere  essi  autorizzali  a  tanta  licenza,  occor¬ 
reva  ad  essi  una  patente  dimostrazione ,  ma  niuno  la  pre¬ 
senta  ;  e  pure  questa  dimostrazione  è  assolutamente  richie¬ 
sta  onde  aver  appoggio  a  stabilire  forzatamente,  che  dun¬ 
que  —  n  x  —  a,  dia  na. 

A  che  riducesi  adunque  questa  apparente  dimostrazione? 
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essa  riducesi  in  petizion  di  principio,  cioè  a  supporre  ciò 
che  intende  provare. 

216.  Se  una  grandezza  qualunque  esistesse  sola  ,  o  essa 
sola  fosse  possibile  e  nella  realtà  e  nel  pensiero  umano , 
certamente  che  a  quest'unica  grandezza  non  potrebbe  com¬ 
petere  nè  il  segno  più  nè  il  segno  meno,  poiché  nè  l'un  nè 
l'altro  potrebbero  aver  significazione  veruna.  È  dunque  cosa 
aperta,  che  il  segno  più  o  meno  ha  esistenza  e  vita  nella 
possibilità  e  realtà  di  molte  grandezze,  e  questa  vita  la  ri¬ 
ceve  tutta  dal  diverso  relativo  loro  stato  estrinseco  ;  ed  è 
pur  cosa  aperta,  che  i)  medesimo  segno  apposto  al  moltipli¬ 
catore  ,  che  come  tale  è  una  grandezza  ideata  a  fungere  un 
solo  ufficio,  quello  cioè  di  prendere  tante  volle  il  moltipli¬ 
cando  quante  unità  sono  in  esso  moltiplicatore,  è  aperta 
cosa,  dico,  che  il  segno  appo  lui  non  può  indicare  veruno 
di  questi  comparativi  diversi  stati  delle  grandezze,  giacché 
non  esiste  che  come  puro  e  semplice  moltiplicatore.  Si  deve 
dunque  convenire  nella  nostra  opinione,  che  il  segno  pre¬ 
posto  al  moltiplicatore  non  contiene  altra  significazione  ra¬ 
gionevole  se  non  quella  che  poco  innanzi  (2i4)  gli  abbiamo 
attribuita. 

Nelle  dottrine  da  noi  esposte  sta  riposta  la  filosofia  del 
significato  e  delle  combinazioni  dei  segni  più  e  meno.  Si 
deve  ritenere  privo  di  significazione  l'uso  degli  algebristi  di 
dire,  che  ogni  grandezza  la  quale  non  abbia  segno  alcuno 
avanti  a  sè  stessa,  questa  grandezza  è  ritenuta  e  considerala 
come  se  avesse  scritto  avanti  a  sè  stessa  il  segno  più;  per¬ 
chè  un  così  fatto  modo  di  parlare  darebbe  luogo  a  credere, 
che  una  grandezza  qualunque,  fosse  essa  anco  unica,  dovesse 
avere  il  segno  più,  il  che  ripugna  alla  natura  relativa  ed 
estrinseca  del  segno;  secondariamente, darebbe  luogo  a  cre¬ 
dere,  che  ogni  grandezza  sia  necessariamente  sempre  in  istato 
di  comparazione  con  altre,  ed  in  uno  stato  estrinseco  rcla- 


ti vo  sempre  conforme;  il  che  quanto  sia  ipotetico  e  som¬ 
mamente  ipotetico,  ognuno  lo  intende. 

È  bensì  vero  che  nella  scienza  analitica ,  geometrica  , 
meccanica  ecc.  nelle  quali  appunto  si  hanno  sempre  in  con¬ 
siderazione  i  rapporti,  e  li  diversi  stali  delle  grandezze  tanto 
analitiche  che  meccaniche  ecc.  siamo  sempre,  o  quasi  sem¬ 
pre,  nel  sentito  bisogno  di  aver  riguardo  a  questo  estrinseco 
stalo  o  modo  di  essere  delle  grandezze ,  e  quindi  ai  segni 
più  e  mfeno  ;  tuttavia  è  però  sempre  vero  ancora ,  che  i 
segni  si  riferiscono  per  intiero  non  alla  natura  o  valor  delle 
grandezze,  ma  bensì  unicamente  alle  estrinsece  ed  uniformi 
o  disformi  loro  maniere  o  stali  di  essere  o  di  agire. 

E  questo  è  appunto  ciò  che  rende  evidente  il  proposto 
caso  di  a  —  a  —  o;  perchè  onde  il  —  a  annulli  tutto  il 
valor  di  -l-  a,  conviene  che  il  valore  di  -f-  a,  sia  identico 
col  valore  di  —  a,  e  di  più  è  giuocoforza  che  la  —  a  sia 
considerala  in  uno  stato  pienamente  opposto  a  quello  di  -f-  a. 
La  equazione  qui  sopra  è  impossibile  quando  non  si  abbia 
riguardo  all’opposizione  di  stalo  delle  due  a,  giacché  sap¬ 
piamo  che  Tenie  consideralo  in  sè  stesso  non  è  opposto  al¬ 
l’ente.  E  le  grandezze  negative  non  sono  negative  riguardo 
alla  loro  natura  od  entità,  perchè  altrettanto  sarebbe  aperta 
ripugnanza,  ma  sono  negative  in  riguardo  a  questo  loro 
reale  o  ipotetico  modo  di  esistere,  e  di  scambievole  com¬ 
parazione. 

Così  una  forza  meccanica  negativa  è  una  ripugnanza 
in  termini,  mentre  una  forza  reale  in  meccanica  la  quale 
in  confronto  di  un'aUra  agisca  od  eserciti  la  sua  azione  in 
un  senso  o  direzione  contraria  ad  un'altra  forza  meccanica, 
questa  è  una  verità  di  fallo  ed  è  anco  una  posizione  di 
ragione  apertissima. 

Onde  n'è  venuto  il  bisogno  di  indicare  queste  opposte 
ed  ambedue  reali  azioni  con  segni  diversi,  cioè  ambedue  col 
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segno  più  o  col  segno  meno;  cioè  quando  cospirano  col 
segno  più,  e  meno  quando  si  contradicono  o  si  distruggono 
nei  loro  effetti  reali  o  ideali. 

Così  un  movimento  negativo  in  sè  stesso  è  un'enigma* 
un  assurdo,  ma  un  moto  reale  che  agisca  in  senso  contra¬ 
rio  ad  un'altro  moto  reale,  questo  è  ciò  che  sempre  è  vero 
ed  in  pratica  ed  in  teorica. 

Quindi  se  il  movimento  di  un  corpo  lo  trasporta  verso 
oriente,  ed  un  altro  lo  risospinga  verso  occidente ,  segnalo 
che  siasi  il  primo  col  segno  -t-,  il  che  è  per  noi  arbitrario, 
è  necessità  che  si  segni  il  secondo  moto  col  segno  — ,  per¬ 
chè  relrospingendo  il  corpo  mosso  verso  oriente  distrugge 
parte  o  tutto  T allontanamento  del  corpo  dal  punto  d'onde 
è  partito. 

Wronski  nella  sua  Introduzione  alla  filosofia  delle  Ma¬ 
tematiche ,  stampala  in  Parigi  1811,  da  per  schema  o  per 
forma  intellettuale  della  somma  la  seguente  espressione 
A  -t-  B  ~  C.  Chiama  questa  legge  fondamentale  della  teo¬ 
rica  della  somma.  Si  rimarchi  bene  che  nel  fondare  o  sta¬ 
bilire  questo  schema,  o  espressione  analitica,  non  dà  veruna 
deduzione  od  esplicazione  del  segno  più  posto  tra  A  e  B  ; 
ma  all'  invece  assume  questo  segno  come  cosa  pienamente 
nota  a  tulli.  Poi  egli  soggiunge,  che  lo  schema  A  +  B  ~  C 
implica  necessariamente  lo  schema  reciproco  C  =  A  —  B. 
Questo  modo  di  dire  non  sembra  fondato  in  buona  filosofia, 
perchè  il  secondo  schema  non  deriva  dal  primo  per  ve¬ 
runa  necessilà,  ma  unicamente  per  pura  nostra  volontaria 
operazione,  e  benché  posta  una  verità  da  questa  se  ne  sap¬ 
piano  derivare  delle  altre,  però  mal  si  direbbe  che  ne  de¬ 
rivino  per  necessilà.  Sorpassando  però  queste  osservazioni, 
portiamo  la  nostra  attenzione  a  ciò  che  si  soggiunge  nella 
sullodata  opera  dello  stesso  autore  risguardante  la  Filosofia  dei 
segni  più  e  meno.  ~  Le  operazioni  di  addizione  e  di  sot- 
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trazione  che  formano  i  due  rami  dell'algoritmo  della  somma, 
non  sono  fondale,  che  sopra  le  primitive  leggi  M\' intendi¬ 
mento*  quello  della  quantità ,  della  quale  la  applicazione  al- 
r intuizione  del  tempo,  dà  propriamente  il  concetto  e  lo  schema 
del  numero.  Ma  in  considerando  la  diversità  della  funzione 
(o  uflicio)  del  numero  B  nelle  due  relazioni,  l'opposizione  di 
questa  funzione  ammette  inoltre  l'applicazione  della  seconda 
legge  dell' intendimento ,  quella  della  qualità  ;  e  ne  risulta 
da  questa  applicazione  trascendentale  una  significazione  par¬ 
ticolare  per  la  funzione  del  numero  B  nelle  due  relazioni 
A  +  B  “  C,  e  C  —  B=zA. 

Ella  è  questa  significazione  trascendentale,  la  quale 
costituisce  i  caratteri  particolari  del  numero  B  nelle  due 
relazioni  in  discorso,  e  sono  questi  caratteri  particolari  che 
si  appellano  con  ragione  stato  positivo  e  stato  negativo  del 
numero  B.  Ecco  la  deduzione  metafisica  del  positivo  c  del 
negativo  nr  . 

A  dire  la  verità  questa  deduzione  che,  egli  chiama  me¬ 
tafisica  o  filosofica,  non  si  appalesa  molto  persuasiva ,  anzi 
appare  una  mera  petizione  di  principio.  Di  fatti  egli  non 
dimostra  il  filosofico  concetto  del  segno  -4-  preposto  a  B 
nel  primo  schema  ;  e  questo  solo  basta  per  mandar  in  fumo 
tutta  la  sua  deduzione  metafisica.  All'  invece  egli  ha  intie¬ 
ramente  supposta  la  nozione  del  segno  4-  che  pone  innanzi 
a  B.  Egli  non  dice  che  il  segno  4-  indichi  principalmente, 
anzi  quasi  esclusivamente,  lo  stato  estrìnseco  relativo  che  la  B 
ha  con  la  A,  e  tace,  che  secondariamente  dia  luogo  ad  una 
somma.  Egli  non  spiega  in  alcuna  maniera ,  perchè  ad  in¬ 
dicare  una  sottrazione  si  possa  e  si  debba  adoperare  il  se¬ 
gno  negativo.  E  dopo  tutte  queste  mancanze,  conchiude,  ecco 
la  metafisica  del  positivo  e  del  negativo . 

Più,  egli  si  permette  di  appellare  ora  qualità  ed  ora 
caratteri  queste  due  funzioni  della  B  nelli  due  citali  schemi, 
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menlre  dal  sin  ora  ragionato  da  noi  apparisce,  che  queste 
due  denominazioni  non  sono  per  verun  conto  appropriale 
agli  stati  positivo  e  negativo. 

217.  Le  vicissitudini  che  presentano  i  segni  tanto  con¬ 
formi  che  diversi  nelle  operazioni  analitiche  hanno  sugge¬ 
rito  ai  geometri  delle  importanti  cognizioni;  come  v.  g. 
elevando  a  potenze  le  grandezze  le  quali  abbiano  il  segno 
più  o  meno  avanti  a  sè  stesse,  ovvero  elevando  a  potenze 
le  grandezze  considerate  in  relazione  ad  altre,  presentano 
in  queste  stesse  potenze  delle  singolarità  rilevantissime  in 
matematica  ;  imperciocché  il  quadrato  di  4-  a,  riusciva  -h  a2, 
ed  egualmente  il  quadrato  di  —  a,  riusciva  4-  a2. 

In  generale  4-  a  ha  tutte  le  potenze  di  segno  positivo 
indistintamente  elevale  a  qualsivoglia  grado,  e  — a,  ha  le  poten¬ 
ze  pari  tutte  di  segno  positivo,  e  le  dispari  tulle  di  segno  nega¬ 
tivo.  Cosi  -b  a,  ha  le  potenze  4-  a2,  4-  a3,  4-  a4,  -4-  a5,  4-  ecc. 
e  —  a,  ha  le  sue  4-  a2,  —  a3,  4-  a4,  —  a5,  4-  ecc. 

Le  potenze  delle  grandezze  considerate  in  relazione  al 
segno  delle  loro  radici ,  0  in  riguardo  allo  stato  positivo  0 
negativo  di  esse  radici  non  sono  possibili  che  in  qualche¬ 
duna  delle  due  maniere  qui  accennate  ;  quindi  niuna  po¬ 
tenza  può  in  massima  esistere  la  quale  non  si  rinvenga  in 
una  delle  due  arrecate  serie  di  potenze,  quindi  si  ritiene 
giustamente  esser  assurda  una  potenza  seconda,  come  —  a3 
avente  il  segno  negativo,  così  egualmente  si  ritiene  assurda 
—  a4,  —  a6,  —  a8,  ecc.  indefinitamente. 

Nè  a  queste  grandezze  espresse  con  li  soli  esponenti 
2,  4,  6,  ecc.  si  riferisce  questa  impossibilità,  ma  anco  a 
tutte  quelle  grandezze  le  quali  si  vogliono  ritenere  0  con¬ 
siderare  come  potenze  pari  menlre  hanno  segno  negativo, 

2 _ _  2 _ 

così  v.  g.  \T  —  a,  è  imaginaria;  [  —  1,  è  imuginaria; 

9  4 

\f  —  n,  è  imaginaria;  [  ^  —  n ,  è  imaginaria, ecc. 
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Gli  antichi  geometri  pare  che  non  posassero  la  loro 
attenzione  se  non  alle  grandezze  incommensurabili,  e  non 
a  queste  induzioni  preziose  che  noi  qui  ricordiamo  ;  eppure  è 
cosa  indubitata  che  anch'essi  facevano  uso  dei  segni  più  e 
meno.  Forse  la  combinazione  delle  idee  non  li  aveva  posti  su 
questa  via.  I  moderni  geometri  han  cercato  di  trarre  gran  pro¬ 
fitto  da  queste  osservazioni  intorno  la  possibilità  o  impossibilità 
di  alcune  potenze  delle  grandezze  relativamente  al  segno  che 
precede  queste  potenze  medesime;  perciò  presso  i  moderni 
è  divenuto  una  sorgente  di  speculazioni  la  possibilità  o  im¬ 
possibilità  di  certe  potenze  da  essi  appellale  suede  o  i- 
maginarie.  Nell’occuparsi  però  che  fanno  i  moderni  di  que¬ 
ste  grandezze  da  loro  giustamente  appellale  iniaginarie 
o  impossibili ,  si  sarebbe  di  leggieri  credulo  che  tali  gran¬ 
dezze  dovessero  esser  bandite  dai  loro  calcoli,  come  entità 
assurde  ed  appieno  insignificanti  ;  ma  la  cosa  non  accade 
così,  che  anzi  essi  le  han  volute  ritenere  nei  loro  calcoli 
ed  hanno  voluto  fare  sopra  di  tali  assurde  o  impossibili 
grandezze  tutte  quelle  operazioni  che  si  fanno  sopra  le  al¬ 
tre  grandezze  reali,  o  ideali,  c  pienamente  possibili.  Che 
dobbiamo  dunque  pensare  di  questo  contegno  dei  geometri 
di  calcolare  cioè  le  grandezze  imaginarie,  e  di  trattarle  nè 
più  nè  meno  di  quello  che  si  trattano  le  reali?  A  parer 
nostro  noi  dobbiamo  pensare,  che  con  questa  loro  condotta 
i  geometri  si  gettano  in  braccio  ad  una  forzala  arditissima 
ed  insieme  assurda  ipotesi;  si  appella  forzata,  perchè  ci 
vuole  un  grande  sforzo  contro  ragione  per  ritenere  e  con¬ 
siderare  l'impossibile,  come  si  considera  e  tratta  il  possi¬ 
bile;  si  chiama  anco  arditissima,  perchè  il  trattar  l’impos- 
sibile  come  fosse  possibile  è  una  ipotesi  che  in  filosofìa 
non  se  ne  sa  imaginare  una  eguale,  e  specialmeute  perchè 
a  tali  assurde  grandezze  appropriando  loro  li  segni  più  e 
meno  par  che  si  voglian  considerare  assurde  e  non  assurde 
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ne]  medesimo  tempo;  imperciocché  i  segni  designando  lo 
stato  relativo  estrinseco,  si  verrebbe  con  ciò  ad  ammettere 
che  anco  gli  impossibili  aver  possano  delle  relazioni  o  di¬ 
versi  siati  lauto  Ira  di  loro  quanto  con  le  grandezze  reali. 

Ecco  adunque  quante  supposizioni,  quante  difficoltà  si 
debbono  superare  per  poter  ragionevolmente  trattar  nel 
calcolo  le  imaginarie  grandezze.  Piu,  dopo  tante  inamissi- 
bili  posizioni ,  qual  nozione  possiamo  noi  formarci  della 
somma  o  della  sottrazione  di  due  grandezze  imaginarie  ? 
Quale  nozioue  di  tutte  le  altre  analitiche  operazioni?  Niuna 
certamente.  Anzi  tutte  le  volte  che  seguendo  l’uso  degli  a- 
nalisli  noi  mettiamo  a  calcelo  delle  grandezze  assurde,  noi 
ci  incontriamo  sempre  in  una  inesprimibile  sconvenienza  di 
idee  ed  in  aperte  assurdità.  Così  v.  g.  quando  ci  poniamo 
a  moltiplicare  o  ad  elevare  alla  seconda  potenza  la  assurda 
grandezza  \/  —  4  x  \f  —  4  e  ne  ricaviamo  ([/  —  l) 
=:  —  4  ;  cosa  otteniamo  mai?  forse  la  grandezza  di  unità 
col  segno  meno,  grandezza  reale  o  ideale  vera?  Questo  non 
già,  perchè  posso  bene  formarmi  un’esatto  concetto  dell'u- 
nilà  positiva  o  negativa  ,  ma  derivare  questo  concetto  da 
fonte  assurda  impossibile,  o  come  suol  dirsi,  ripugnante,  e 
col  mezzo  di  operazioni  applicale  a  ciò  che  non  solo  è, 
ma  che  nè  anco  può  essere ,  questo  è  ciò  che  ognuno  in 
filosofia  non  potrà  inai  concepire  possibile,  c  molto  meno 
fallibile.  Poi  —  4  presentasi  qui  un  quadralo  ! 

Che  se  i  geometri  voglion  continuare  a  trattare  in  sì 
fatto  modo  queste  grandezze  assurde  di  lor  natura,  e  se  può 
dirsi  così,  intrattabili,  tal  sia  di  loro;  a  noi  basti  l’aver  qui 
fatto  conoscere  quale  e  quanta  sia  la  filosofia  che  esiste  in 
questo  loro  contegno. 

Wronski  nella  sua  Introduzione  filosofica  alle  matema¬ 
tiche,  poc’  anzi  ricordala,  e  venula  alla  luce  in  Parigi  4844, 
alla  pag.  176,  parla  nel  seguente  modo  degli  imaginarii  : 
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—  Or  le  nombre  elaut  necessairement  impair  ,  il  est  evi¬ 
dente  suivant,  celle  génération  indefinie  de  Punite  negative, 
<|ue  toules  les  fois  qu  il  s’agira  de  prendre  une  ratine  a 
exposant  pair  de  cetle  unilé,  Poperalion  algorilmique  sera 
impossible  en  realité ,  et  cependant  elle  sera  possible  en 
idée  ;  et  c’est  là  Panlinomie  faisant  Pobjel  da  corrolaire 

philosopltique  qui  nous  oceupe . Or  ce  sont  les 

nombres  eorrespondans  à  celle  génération  ideale  possible , 
et  doni  le  caractère  consiste  precisement  dans  cetle  possi¬ 
bili^  de  génération  idéale ,  qui  forment  les  nombres  qu  on 
appelle  Irès  inexactement  nombres  imaginaires.  Telle  est  la 
deduclion  metaphysique  de  ces  nombres  vraiment  extraordi- 
naires,  qui  forment  un  des  phenomènes  inlellectuels  les  plus 
remarquables  ;  et  qui  donnent  une  preuve  non  équivoque 
de  l'influencc  qu’exerce  dans  le  savoir  de  ritornine ,  la 
facullé  legislatrice  de  la  raison  doni  ces  nombres  sont  un 
produit,  en  quelque  sorte  malgré  renlendement  ~  , 

Noi  confessiamo  candidamente  di  non  intender  bene 
cosa  voglia  significare  questo  grande  geometra  con  questa 
sua  posizione  dell’ideale,  il  quale  a  parer  suo  dà  vita  e  fa 
diventare  idealmente  possibile  l’impossibile  e  l’assurdo;  per¬ 
ciò  lasceremo  al  lettore  che  ne  pensi  ciò  che  meglio  crede. 
Diremo  unicamente,  che  a  forza  di  ritener  reale  ciò  che  è 
imaginario ,  e  di  trattarlo  nel  calcolo  ,  come  si  trattano  le 
veraci  reali  grandezze,  si  arriva  a  forza  di  ardile  e  antifilo- 
sofiche  ipotesi  a  dar  vita  a  delle  entità  che  non  posson 
averla,  ed  a  supporre  grandezze  originate  da  operazioni  che 
non  sono  che  supposte  e  non  vere. 

248.  Partendo  da  questi  filosofici  principi!  i  geometri 
quando  si  incontrano  in  queste  irnaginarie  espressioni,  quale 
è  [  —a,  hanno  imaginato  di  considerare  la  —  a,  come  ri¬ 
sultante  da  -h  a  x  —  1,  ovvero  da  a  x  —  1.  E  tutto  ciò 
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a  fine  di  semplificare  più  che  potevano  l'espressione  imagi- 
naria,  e  di  renderla  vie  meglio  trattabile  nei  calcoli. 

E  giacché  qui  cade  il  ragionamento  sopra  le  indu¬ 
zioni  derivanti  dalle  potenze  delle  grandezze,  pare  si  debba 
osservare,  che  siccome  i  gradi  delle  diverse  potenze  sono 
segnate  dai  numeri,  o  meglio  dalle  unità  contenute  nei  nu¬ 
meri  esprimenti  il  loro  grado,  così  si  comprende,  che  per  legit¬ 
tima  induzione  ci  resta  aperta  una  via  retrograda  delle  po¬ 
tenze,  o  aperta  la  via  all'estrazione  delle  radici,  dividendo 
T  esponente  per  due  quando  si  voglia  esprimere  la  radice 
quadrata  ,  dividendolo  per  tre  quando  si  voglia  additare  la 
radice  terza  o  cuba,  e  così  prosiegui. 

219.  Sopra  questi  principii  si  fonda  appunto  la  dottrina 
dei  logaritmi  e  delle  tavole  logaritmiche,  le  quali  presentano 
tutte  le  gradazioni  rispondenti  a  tutte  le  potenze  ;  e  quando 
non  fu  possibile  avere  queste  esponenti  in  numeri  o  fra¬ 
zioni  compiute  ed  esatte  furono  per  indefinita  approssima¬ 
zione  determinali,  precisione  che  in  quanto  alla  pratica  dei 
calcoli  è  più  che  sufficiente. 

220.  L'esser  noi  al  fatto  di  estrar  la  radice  dal  quadralo 
perfetto  del  binomio  num.  195,  è  la  stessa  cosa  che  l'aver  noi 
la  cognizione  della  formazione  concreta  ed  anco  generale 
del  quadrato  del  binomio,  e  perciò  sapere  la  via  che  dob- 
biarn  tenere  per  estrarre  la  radice. 

Però  una  cosa  è  il  conoscere  il  quadrato  perfetto  del 
binomio  a2  2  a  b  -f-  b2  e  la  sua  piena  forma  ed  altra  cosa 
ben  diversa  è  quella  dei  quadrati  imperfetti,  i  quali  per  es¬ 
ser  trattabili  nel  calcolo  algebrico  conviene  sempre  renderli 
perfetti ,  ciò  che  sempre  è  fallibile  comparando  la  forinola 
data  imperfetta  alla  formola  perfetta  qui  sopra  riportala. 

221.  Pigliando  in  considerazione  il  quadralo  di  un  mo¬ 
nomio  v.  g.  dia,  ognuno  sa  eh'esso  è  a2;  come  pure  il 
quadrato  di  —  a,  è  4-  a2.  Il  geometra  clic  si  propone  di 
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estrarre  la  radice  dal  quadrato  4-  a2,  non  può  riguar¬ 
dando  allo  stato  di  4-  a8  sapere  se  esso  derivi  dalla  radice 
4-  a;  ovvero  dalla  radice  —  a;  in  questo  dubbio  insolu¬ 
bile  per  esso ,  non  può  risolvere  la  quistione  per  eslrar  la 
radice  da  4-  a2  additando  piùm,  piuttosto  che  meno  a.  Che 
fa  dunque  in  questo  caso?  esso  piglia  una  soluzione  doppia 
lasciando  indeterminata  la  quistione  relativa  al  vero  segno 
della  radice,  e  la  presenta  perciò  a  doppio  segno  esprimen¬ 
dola  per  ±  a. 

Per  egual  modo  il  binomio  a2  4-  2  a  b  4-  b\'può  ri¬ 
sultare  e  provenire  tanto  da  a  4-  b  quanto  egualmente  da 
—  a  —  b;  per  lo  che  trovasi  nella  stessa  contingenza  di 
non  sapere  qual  sia  il  verace  segno  della  radice,  ogni  qual¬ 
volta  è  costretto  desumerlo  della  sola  ispezione  del  qua¬ 
drato  qui  arrecato,  onde  anco  in  questo  caso  assegna  la  ra¬ 
dice  in  modo  indeterminato,  per  quello  concerne  il  segno, 
indicandola  per  ±  (a  4-  b). 

222.  Qui  convien  fissare  un  momento  la  nostra  attenzione 
a  considerare  la  differenza  sostanziale  che  passa  tra  una 
potenza  seconda  di  una  data  radice  ,  ed  una  equazione  di 
secondo  grado,  come  suol  dirsi,  o  una  equazione  contenente 
il  quadrato  di  qualche  grandezza;  imperciochè  ognun  vede 
che  V elevazione  di  una  radice  al  suo  quadralo  procede  per 
legge  fissa  ed  unica  della  moltiplicazione  della  radice  in  sé 
stessa;  laddove  una  equazione  di  secondo  grado,  o  presen¬ 
tante  seconda  potenza  può  derivare  da  operazioni  miste,  e 
complicate  ed  estranee  alla  considerazione  del  puro  quadralo. 
Queste  equazioni ,  od  espressioni  analitiche,  dette  equazioni 
di  secondo  grado ,  contengono  perciò  bensì  la  seconda  po¬ 
tenza,  ma  inchiudono  e  contengono  sempre,  o  quasi  sempre, 
delle  condizioni  ultronee  ed  elorogenee  alla  potenza  me¬ 
desima. 

Più  ognuno  di  leggieri  comprende,  che  le  equazioni 
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di  secondo  grado  posson  essere  risultami  da  grandezze  note, 
benché  elevate  alla  seconda  potenza.,  e  posson  essere  miste 
di  grandezze  note  ed  ignote,  come  generalmente  parlando 
sono  sempre  tutte  le  equazioni  di  secondo  grado.  Ora  lo 
scopo  principalmente  inteso  nella  inslituzione  di  queste  equa¬ 
zioni  si  è  quello  di  procacciarsi,  nel  formarle ,  un  metodo 
di  determinare  le  quantità  ignote  per  mezzo  delle  note,  me¬ 
diante  alcune  condizioni  espresse  e  denunciate  dalla  forma 
istessa  della  equazione  quadrata. 

E  poiché  le  grandezze  ignote  non  si  ritengono  mai  per 
appieno  determinate,  se  non  quando  si  presentano  semplici 
o  senza  alcuna  potenza,  perciò  anco  in  tutte  le  equazioni 
di  secondo  grado  occorre  sempre  di  eseguire  Y  estrazione 
della  radice  onde  avere  la  grandezza  ignota  come  suol  dirsi 
al  primo  grado,  e  quindi  appien  determinata  daireguaglianza 
che  presenta  con  le  quantità  pienamente  note. 

Ma  condotti  da  questo  bisogno  di  dover  estrarre  la  ra¬ 
dice  dall’equazione  di  secondo  grado,  e  non  conoscendo  noi 
altro  mezzo  di  estrarre  la  radice  delle  potenze  binomie,  se 
non  quello  che  ci  presenta  un  quadrato  perfetto  del  bino¬ 
mio,  ne  viene,  che  noi  ci  troviamo  nella  necessità  di  com¬ 
parare  lo  stato  dell’equazione  e  della  sua  forma,  allo  stato 
e  forma  del  quadrato  perfetto ,  a  fine  di  conoscere  se  sia 
possibile  di  estrarre  la  radice  della  data  equazione.  Nel  caso 
che  T  equazione  elevata  al  quadralo  presenti  forma  di  per¬ 
fetto  quadrato  di  binomio  in  allora  contiene  anco  la  possi¬ 
bilità  di  essere  perfettamente  risolubile,  ovvero  presenta  la 
via  da  poterne  estrarre  esattamente  la  radice  della  gran¬ 
dezza  incognita  elevata  al  secondo  grado,  ma  quando  altret¬ 
tanto  non  si  verifichi,  ed  allo  invece  presenti  un  quadralo 
o  una  seconda  potenza  di  binomio  incompleta  V  unica  via 
che  ci  resta  a  poter  risolvere  l'equazione  si  è  quello  di  ren¬ 
dere,  con  artificio  analitico,  compiuto  il  quadrato  di  quest'e- 
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quazioue ,  perchè  ridolla  a  questo  stato  se  ne  possa,  colle 
note  regole  deirestrazione  della  radice  del  binomio,  estrarre 
la  radice. 

Sebbene  con  questo  artificio  di  calcolo  abbiasi  ridotta 
la  equazione  di  secondo  grado  allo  stato  di  quadrato  per¬ 
fetto,  tuttavia  conviene  ben  guardarsi  dal  confondere  le  con¬ 
siderazioni  che  abbiami  fatto  relative  alle  potenze  del  bino¬ 
mio,  con  quelle  che  appartengono  a  queste  equazioni  ben¬ 
ché  equiparate  alla  seconda  potenza  binomiale.  Nel  quadralo 
perfetto  sia  poi  di  monomio,  sia  poi  di  binomio,  la  radice 
ha  bensì  sempre  doppio  segno,  positivo  cioè  e  negativo,  ma 
questa  radice  è  una  sola,  positiva  o  negativa  che  sia;  lad¬ 
dove  nelle  equazioni  quadratiche  la  radice  in  forza  del  dop¬ 
pio  segno  presenta  dei  valori  assai  rimarcabili,  ed  al  tutto 
diversi  da  quelli  della  radice  del  quadrato  semplice  e  per¬ 
fetto  del  binomio. 

223.  Per  meglio  chiarire  queste  osservazioni  arrechiamo 
un  esempio  pratico,  e  consideriamo  un  problema  concreto 
e  di  secondo  grado. 

Cerchiamo  qual  sia  quel  numero  che  sottratto  una  volta 
dal  suo  quadrato  presenti  per  risultato  56? 

Ognuno  vede  che  esposto  il  quesito  in  forma  analitica 
presenta  l'equazione  x1  —  x  ~  5G.  Essendo  x  il  numero 
incognito  che  si  cerca. 

Quest'equazione  non  è  un  quadrato  perfetto,  ma  ricor¬ 
rendo  alle  nozioni  che  presenta  il  quadralo  perfetto  si  vede 
che  se  lo  rende  completo,  aggiungendo  ad  ambo  i  membri 
4 

dell'equazione  —  per  cui  diviene  essa  la  seguente  x%  —  x 

l  4 

4-  —  =56  -t-  — . 

4  II 
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Estratta  la  radice  secondo  le  norme  del  quadrato  perfet- 

1  _ _  _ - 

to  si  ha:  x - —  ±  |/  gg  h-_L,  ovvero  ±  [/  225  ,  e 

2  4  4 

4 

finalmente  liberando  Y  incognita  x  si  ha:  x  —  ~\ - ± 

2 

\f  22b  . 

4 

224.  Ora  fermiamo  la  nostra  attenzione  a  ben  ponderare 
questo  risultamento  finale.  Considerando  i  due  membri  quali 
quadrati  resi  perfetti  è  chiaro,  che  la  sua  radice  può  avere 

4  4 

-±  ;  difalti  x - elevato  al  quadralo  da  f  —  x  -] - 

2  4 

4  4 

—  56  H - ;  e  parimenti  —  x  -b  — •  elevato  al  qua- 

4  2 

\ 

drato  dà  x9  —  x  -b  — ;  similmente  il  secondo  memhro 
4 

i  45 

56  H - presentando  la  radice  ±  —  ben  si  vede  che 

4  2 

45  15  225 

tanto  h - quanto - danno - per  seconda  potenza. 

2  2  4 

Ma  si  noti  che  il  secondo  membro  avendo  radice  con  se¬ 
gno  ±  come  vuole  la  forma  del  quadrato  preso  da  solo 

225 

soddisfa,  come  qui  è  notato  al  quadrato  - tanto  col  segno 

4 

positivo,  quanto  col  negativo  e  nel  medesimo  tempo  sia  ben 
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45 

rimarcato,  che  le  due  radici  tanto  H - ,  quanto  I'  altra 

2 

45 

- hanno  lo  stesso  valore  prescindendo  dal  segno.  Ma 

se  con  queste  considerazioni  in  animo  noi  passiamo  ad  os¬ 
servare  lo  scopo  finale  del  problema  proposto  ,  cioè  por¬ 
tiamo  la  nostra  considerazione  alla  liberazione  della  x9  scopo 

4 

della  ricerca  del  problema,  allora  si  vede  che  x  —  H - ± 

_  2 

1  r 56  H-JU  nella  qual  finale  equazione  è  passata  nel  se- 


4 

condo  membro  la  frazione - col  segno  cangiato.  Ora 

4  2  _ 

questa  frazione  —  concorrendo  con  la  doppia  radice  ±  {/"  225 

2  4 

a  presentare  il  valore  della  x,  deve  presentare  per  questo 
due  ben  diversi  valori  della  x;  perchè  avendo  la  frazione 

1  45 

—  il  segno  piu,  forma  somma  con  li  —  aventi  il  segno 
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Ora  il  segno  che  porta  con  se  la  frazione  —  dipende 
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evidentemente  dalla  condizione  del  problema,  cioè  da  quella 
che  impone,  che  dal  quadrato  dell'incognita  sia  levato  il  va¬ 
lor  della  medesima  incognita,  acciò  il  risultamento  56  sia 
corrispondente  al  valor  della  incognita  medesima  diminuito 
di  lutto  il  proprio  valore;  quindi  il  doppio  e  diversissimo 
valore  che  hanno  le  due  radici  dell’  equazione  quadrata  di 
cui  parliamo  dipende  unicamente  dalle  condizioni  del  pro¬ 
blema  per  le  quali  riescono  differenti  i  valori  simili  della 
radice  del  quadrato. 

225.  Dal  sin  qui  detto  è  chiaro,  che  le  due  radici  8 
e  — ■  7  non  sono  le  radici  del  quadrato  perfetto,  bensì  quelle 
deirequazione,  cioè  la  radice  del  quadrato  perfetto  di  dop¬ 
pio  segno  accresciuta  o  diminuita  secondo  le  condizioni  del 
problema,  dall’aggiunta  o  dalla  sottrazione  dell’  incognita. 

Non  conviene  però  dimenticare  una  particolarità  costante 
in  queste  equazioni  di  secondo  grado,  quella  cioè  che  le  due 
radici  -H  8,  e  —  7  soddisfanno  ambedue  alle  condizioni  del 
problema,  o  come  dicono  gli  analisti ,  ambedue  verificano 
’  equazione  del  secondo  grado  di  cui  trattasi  quando  sono 
poste  in  luogo  della  incognita.  In  vero,  poste  queste  due 
radici  alla  prova,  o  sostituite  in  luogo  della  incognita  nella 
equazione  x*  —  x  =  56  presentano  esatta  verificazione; 
mettendo  più  8  in  luogo  di  x  si  ha  64  —  8  ~  56;  e 
mettendo  —  7  in  luogo  di  x  si  ha  49  -p  7  ~  56. 

226.  Conviene  dunque  che  il  giovane  studioso  si  avezzi 
di  buon  ora  a  riconoscere  nelle  equazioni  di  secondo  grado, 
e  le  proprietà  delle  potenze  esatte,  che  le  dominano,  e  le 
finali  risultanze,  che  riescono  molto  differenti  da  quelle  delle 
potenze  esatte.  Il  doppio  segno,  che  si  usa  nelle  equazioni 
di  secondo  grado  per  esprimerne  la  radice  positiva  o  nega¬ 
tiva  è  ritenuto  nella  soluzione,  e  forma  delle  equazioni  di 
secondo  grado  perchè  esse  per  essere  risolubili  si  sono  ri¬ 
dotte  a  quadralo  perfetto,  e  questo  può  sempre  derivare 
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tanto  da  radice  positiva,,  quanto  da  radice  negativa;  cd  in 
pari  tempo  non  deve  perder  di  vista,  che  nel  ridurre  V  e- 
quazione  incompleta  di  secondo  grado  allo  stato  di  quadralo 
perfetto  si  sono  mantenute  e  rispettate  tutte  le  condizioni 
inchiuse  nella  equazione  medesima;  la  qual'  ultima  circo¬ 
stanza  esige,  che  i  risultarnenti  della  doppia  radice  più  e 
meno  del  quadrato  perfetto  vanno  ad  essere  modificati  da 
queste  condizioni  del  problema,  nella  finale  determinazione 
dell'incognita. 

227.  Queste  osservazioni  servono  a  chiarire  un  punto  di 
filosofia  analitica  lascialo  generalmente  oscuro  dalla  univer¬ 
sale  degli  algebristi.  La  radice  di  una  seconda  potenza  , 
quanto  di  una  terza,  quarta,  ecc.  di  quantità  monomia,  é 
una  sola,  ed  avente  l'uno  o  l’altro  dei  due  segni  più  o  meno; 
con  questa  sola  diversità  che  ove  le  potenze  dispari  abbiano 
segno  negativo,  è  certo  che  la  radice  è  di  segno  negativo, 
e  nelle  potenze  pari  rimane  indeterminato  sempre  se  il  se¬ 
gno  della  radice  sia  positivo  o  negativo. 

Nelle  equazioni  alTin vece  d^  secondo  grado,  le  espres¬ 
sioni  corrispondenti  alla  radice  sono  sempre  due,  cioè  per 
dir  meglio  le  radici  son  sempre  due  e  di  diverso  valore  , 
nelle  equazioni  di  terzo  grado  sono  tre  radici,  ed  in  quelle 
di  quarto,  quattro,  ecc.  Ma  basti  questo  motto  intorno  alle 
radici  delle  potenze  e  delle  equazioni,  basti  l'aver  accennalo 
l'origine  delle  une  e  delle  altre,  per  evitare  ogni  confusione 
di  idee  ,  e  per  supplire  alla  dottrina  delle  equazioni  di  se¬ 
condo  grado  lasciata  in  non  poca  oscurità  dagli  algebristi. 

228.  Dopo  aver  parlato  dei  principi  sopra  dei  quali  si 
fonda  la  geometria,  e  dopo  avere  dello  qualche  cosa  intorno 
a  quelli  sopra  dei  quali  si  sono  elevale  le  due  parti  della 
matematica,  l’aritmetica  e  l'algebra,  ci  conviene  di  fare  qual¬ 
che  parola  ancora  dei  principii  sopra  dei  quali  i  geometri 
hanno  fondate  le  loro  dottrine,  che  ci  hanno  date  intorno 
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alla  natura  e  misura  delle  curve;  giacché  la  dottrina  fon¬ 
damentale  di  queste  linee  appartiene  all'  antica  geometria  , 
ed  è  anteriore  di  molto  alla  scoperta  dell’  analisi  infinite¬ 
simale. 

229.  Noi  abbiamo  già  rimarcalo.,  che  la  definizione  della 
linea  retta  appare  chiara  insino  a  tanto  che  la  si  considera 
in  modo  generale  ed  indeterminalo,  o  meglio,  insino  a  che 
la  si  prende  astrattamente  per  una  semplice  quantità  in  lun¬ 
ghezza.  Àbbiam  pure  notato  ai  num.  24  c  25  che  allorquando 
si  è  voluto  scandagliare  il  concetto  mentale  di  questa  lun¬ 
ghezza,  allora  la  nostra  intelligenza  che  l’ha  ideala  c  posta, 
si  è  anco  accorta,  che  aveva  posto  un’entità  che  non  sapeva 
appieno  comprendere  e  dispiegare,  perchè  quando  ha  cer¬ 
calo  di  conoscere  la  origine  e  la  formazione  di  questa  sua 
entità  ,  s'  è  trovala  costretta  di  vagare  sopra  diverse  maniere 
di  generazione  senza  rinvenirne  alcuna  che  fosse  verace¬ 
mente  appieno  soddisfacente.  E  queste  diverse  maniere  tutte 
dirette  ad  esprimere  un’identico  concetto  di  entità,  riesccndo 
inette  a  spiegarne  la  genesi,  hanno  indotto  a  considerare  la 
nozione  della  linea  retta  come  un  fatto  intellettuale  primi¬ 
tivo  della  nostra  intelligenza  ,  ovvero  a  considerare  la  no¬ 
zione  della  linea  come  più  chiara  in  sé  stessa,  che  per  espli¬ 
cativa  definizione  della  medesima. 

250.  Di  consimile  natura  è  pure  la  linea  curva,  la  quale 
benché  per  sua  natura  all'in  tutto  diversa  dalla  linea  retta, 
in  quanto  che  segue  sempre  una  direzione  fuori  della  retta, 
pure  non  presenta  aneli’ essa  una  genesi  o  nozione  precisa 
che  possa  soddisfare  l'animo.  Imperciocché  non  avendo  noi 
della  curva  altra  nozione  fuor  di  quella  vaga  ed  indeter¬ 
minala  di  una  linea  procedente  in  lunghezza  ma  sempre 
fuori  più  o  meno  indeterminatamente  del  corso  rettilineo , 
ne  veniva,  che  in  sequela  di  questa  vaga  maniera  di  deno¬ 
minarla  e  di  concepirla  non  si  potesse  aver  di  essa  veruna 
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precisa  nozione.  La  infinità  delle  diverse  piegature  e  tutte 
scostatisi  dal  cammino  rettilineo ,  e  costituenti  la  infinità 
delle  curve  è  già  questo  solo  un  concetto  così  vago,  vasto 
ed  indeterminato,  che  a  nessuno  particolar  concetto  di  curva 
si  può  riferire.  Una  curva,  o  una  parte  di  essa  la  quale  non 
sia  di  regolare  o  identica  piegatura  non  può  servire  di 
misura  alla  curva  istessa,  e  molto  più  poi  si  presenta  inetta 
a  misurare  qualsivoglia  altra;  onde  per  questo  ogni  curva 
può  solo  misurare  sè  stessa,  quando  sia  considerata  come 
un  tutto  solo,  il  che  vuol  dire,  che  nella  infinita  famiglia 
delle  curve  non  si  può  rinvenire  una  commune  misura.  Come 
pure  anco  nella  indefinita  serie  di  tutte  le  circonferenze  pos¬ 
sibili  e  tutte  di  diverse  grandezze  circolari  non  esiste  al¬ 
cuna  commune  misura ,  o  alcun  arco  che  le  misuri ,  o  le 
possa  misurare  tutte. 

251.  E  quando  in  alcuna  curva  regolare  v.  g.  in  un  cir¬ 
colo  si  scelga  una  parte  determinata  di  esso ,  o  un  tratto 
d’arco  rispondente  a  quella  parte  di  esso  che  ripetuta  tre¬ 
cento  sessanta  volle,  riproduca  l’intiero  circolo,  abbiamo  noi 
con  questa  misura  elementare  simplificata  o  chiarita  la  no¬ 
zione  del  circolo  ?  Poi  eccettuata  la  sola  curva  circolare  , 
quali  sono  quelle  altre  che  conservino  in  lutto  il  loro  corso 
un*  andamento  pienamente  regolare ,  ovvero  che  presentino 
in  lutto  il  loro  procedimento  una  regolare  identica  pie¬ 
gatura  ? 

L’unità  adunque  di  misura  nelle  curve  in  generale  non 
vi  può  essere.  Nella  retta  non  accade,  così,  perché  ogni  lun¬ 
ghezza  rettilinea  conforme  a  sè  stessa  in  tutto  il  proprio 
prolungamento,  o  in  tutta  la  sua  distensione  indefinita  am¬ 
mette,  e  può  sempre  ammettere,  una  misura  capace  a  mi¬ 
surare  tanto  una  linea  di  cento  metri,  quanto  una  di  mille 
e  di  un  millione  di  metri. 

252.  Siccome  però  noi  non  abbiamo  altro  dato  per  con- 
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cepire  la  maggiore  o  minor  curvatura  di  una  linea,  se  non 
quell’  unico  del  maggiore  o  minor  allontanamento  di  essa 
dalla  linea  retta,  e  in  un  qualunque  dato  tratto  di  essa,  per¬ 
ciò  la  nostra  mente  è  sempre  stala  naturalmente  forzata  di 
riferire  le  curve  alle  rette,  siano  poi  queste  ultime  consi¬ 
derate  nello  spazio  o  distese  sopra  qualche  piano;  e  tutto 
questo  per  potere  in  qualche  modo  comprendere  e  per  ap¬ 
prossimazione  conoscere  il  più  o  men  rapido  piegarsi  della 
curva. 

Di  qui  n'è  venuto,  che  i  geometri  appunto  si  sono  appi¬ 
gliati  a  questo  metodo  di  indagare  la  piegatura  delle  curve 
riferendole  cioè  e  comparandole  alle  rette  od  a’  piani  de¬ 
terminati  ,  come  a  luoghi  o  posizioni  fisse  e  parimenti  de¬ 
terminati  da  rette. 

E  per  poterci  formare  un’adequala  cognizione  di  que¬ 
sta  comparativa  indagine  dell'andamento  della  curva  riferito 
alla  retta,  arrechiamo  un  esempio,  o  una  figura  sensibile  rap¬ 
presentativa. 

Sia  A  C  Z  una  curva;  questa  si  voglia  riferire  alla 

retta  A  B  S;  ecco  come 
usano  fare;  da  un  punto  B 
scelto  ad  arbitrio  s’innalza 
la  perpendicolare  B  C  so¬ 
pra  una  linea  data  AB  S, 
presa  a  nostro  arbitrio, 
e  scelto  il  punto  A  per 
origine  della  curva ,  si 
chiama  A  B  l' ascissa,  B  G  V ordinala  alla  curva.  La  prima  cioè 
l'ascissa  A  B,  con  la  sua  lunghezza,  ci  addita  il  punto  dove  noi  ci 
trasportiamo  andando  da  A  insino  B  per  indagare  il  corso  della 
curva  a  questa  distanza,  e  ciò  otteniamo  colla  ordinata  B  C  in¬ 
nalzata  perpendicolare  alla  A  B  S  da  questo  punto.  La  distanza 
B  C  segnala  da  questa  linea  ci  fa  conoscere  quanto  la  curva 
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A  C  Z  siasi  discostala  dalla  retta  A  B  S  alla  distanza  A  B, 
considerata  la  curva  al  punto  G. 

Con  queste  due  coordinate,  cioè  ascissa  A  B,  ed  ordi¬ 
nata  B  C,  le  quali  per  esser  due  rette  si  ritengono  sempre 
anco  cognite,  i  geometri  tentano  seguire  ed  indagare  il  corso 
della  curva  j  e  così  conoscerne  tutto  il  di  lei  andamento. 
(Già  s'intende  che  in  questo  caso  si  suppone  che  la  curva 
A  G  Z  proceda  innanzi  esattamente  sopra  la  retta  A  B  S , 
cioè  in  un  piano  verticale  commune  ).  Ora  che  significano 
queste  due  coordinate?  la  B  G  ci  dice,  che  la  curva  estesa 
ed  arrivata  sino  al  punto  G  si  è  elevata  sopra  la  linea  oriz¬ 
zontale  arbitraria  cui  si  riferisce  di  tutta  l'altezza  espressa 
dalla  B  C  ;  e  la  linea  A  B  ci  addita,  che  la  curva  arrivata 
sino  al  punto  C  si  è  allontanala  dalla  sua  origine  A,  o 
punto  considerato  sua  origine,  di  tutta  la  distanza  rettilinea 
A  B.  11  punto  A  preso  ad  arbitrio  ,  chiamasi  anco  vertice 
della  curva. 

Se  la  curva  A  C  Z  non  procedesse  nel  suo  corso  pre¬ 
cisamente  a  perpendicolo,  ma  anzi  si  scostasse  dal  perpen¬ 
dicolo  sopra,  la  orizzontale  linea  A  B  S ,  allora  converrebbe 
riportarla  o  riferirla  ad  una  terza  linea  ;  per  la  quale  pari- 
menti  si  scioglierebbe  il  punto  A;c  questa  terza  linea  a- 
vrebbe  per  fine  di  scandagliare  quanto  la  curva  nel  suo  pro¬ 
gredimento  si  allontani  di  qua  o  di  là  dalla  retta  A  B  S,  o 
dal  piano  comune. 

Gol  mezzo  di  queste  Ire  linee  sappiamo  sempre  quanto 
qualsivoglia  punto  della  curva  sia  lontano  da  A  in  qualunque 
senso,  o  per  qualsivoglia  lato. 

253.  Noi  non  entreremo  in  questi  dettagli  i  quali  con¬ 
ducono  alla  cognizione  deH'andamento  di  ogni  curva  e  delle 
proprietà  che  derivano  da  questo  andamento.  Invece  rivol¬ 
geremo  il  nostro  pensiero  ad  un  oggetto  che  più  da  vicino  inte¬ 
ressa  la  filosofia  di  queste  maniere  usale  dai  geometri  per  ve- 
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nire  in  cognizione  di  Lutto  il  procedimento,  o  andamento  delle 
curve;  cioè  cercheremo  di  esporre  se,  e  quanto  si  posson 
conoscere  le  curve  per  mezzo  di  queste  linee ,  elicale  ac¬ 
compagnano  ,  e  ne  spiano,  per  così  dire,  tutti  i  punti  del 
loro  andamento;  imperciocché  non  dobbiamo  su  questo  og¬ 
getto  giammai  dimenticare,  che  tutte  queste  artificiate  ed 
elehorale  maniere  di  seguire  le  curve  col  mezzo  di  linee 
rette,  tutte  riduconsi  a  farci  conoscere  i  soli  punti  delle 
curve  espressi  dai  rapporti  o  dalle  ragioni  delle  linee  rette. 
Or  bene,  che  possiamo  noi  ottenere  da  queste  maniere  in¬ 
gegnose  di  ricerche?  Possiamo  ritenerci  in  diritto  di  indos¬ 
sare  le  ragioni  o  i  rapporti  che  hanno  tra  di  loro  queste 
rette  alle  curve,  che  esse  seguono,  ed  alle  quali  vengono  da 
noi  le  nostre  rette  applicate?  La  filosofia  approva  essa  l’ap- 
propriamento  delle  rette  alle  curve  mentre  le  prime  sono  d* 
diversa  natura  dalle  seconde? 

234.  Esaminiamo  questo  punto  importante  delle  matema¬ 
tiche.  Queste  rette  ,  dicono  i  geometri ,  che  noi  destiniamo 
ad  accompagnare  le  curve,  pongono  queste  ultime  ad  un 
verace  rendiconto  di  ogni  lor  passo ,  e  per  conseguente  ci 
appalesano  ogni  loro  procedimento  e  consecutiva  affezione; 
dunque,  soggiungono  gli  stessi  matematici,  queste  nostre 
rette  scandagliano  e  ci  presentano  tulli  i  luoghi  e  con  essi 
tutte  le  proprietà  delle  curve;  dunque  con  tali  rette,  benché 
siano  di  natura  diversa  dalla  curva,  si  possono  matematica¬ 
mente  conoscere  le  curve  medesime. 

Ma  posti  noi  in  faccia  a  questi  ragionamenti,  osserve¬ 
remo,  che  queste  rette  però,  che  noi  impieghiamo  a  seguire 
il  corso  delle  curve,  queste  rette,  diciamo  non  si  confondono 
mai  con  le  curve,  ma  all'  invece  non  si  confondono  c  non 
si  identificano  se  non  con  alcuni  punti  delle  curve;  ma  da 
questa  comunanza,  che  le  rette  hanno  coi  punti  della  curva 
o  delle  curve ,  sebbene  appaia  che  si  possa  indurne ,  che 

lo 


qualunque  punto  della  curva  possa  esser  così  reso  comune 
alle  rette,  però  questa  comunanza  non  basta  a  dare  una 
verace  nozione  o  cognizione  della  curva.  Ed  cccone  la  ra¬ 
gione:  i  punti  non  costituiscono  la  curva,  e  non  esprimono 
nè  possono  esprimerne  la  sua  natura,  perchè  nessuna  linea 
può  essere  ingenerata  dai  punti  (num.  25)  e  questo  solo  ba¬ 
sta  a  farci  palese,  che  con  le  linee  rette  non  si  può  arrivare 
alla  cognizione  di  veruna  curva  ,  perchè  con  quelle  non  si 
conoscono ,  o  non  sappiamo  determinare  se  non  dei  punti 
nella  curva. 

235.  Forse  alcuno  dirà,  che  conoscendo  noi  i  diversi 
punti  della  curva,  anzi  quanti  a  noi  più  piaccia  di  cono¬ 
scere,  noi  possiamo  dire  di  conoscere  la  curva  che  li  con¬ 
tiene.  Questa  di  fatti  par  che  sia  la  più  forte  ragione  ,  o  la 
più  potente,  che  si  conosca,  per  indurci  a  credere  di  poter 
noi  àrrivare  alla  cognizione  delle  curve  col  mezzo  delle 
rette.  Tuttavia  ci  convien  confessare,  clic  questo  ragiona¬ 
mento  è  più  apparente  che  solido.  In  fatti  tutto  quello  che 
noi  possiamo  con  tal  mezzo  conoscere  della  curva  sono  i 
punti  di  essa,  che  si  rendono  comuni  alle  rette;  ma  questi 
punti  non  sono  la  curva  ;  ed  i  geometri ,  che  han  voluto 
considerare  tanto  le  rette  che  le  curve  come  risultanti  da 
punti  disposti  di  seguito  gli  uni  vicini  agli  altri ,  sono 
entrali  in  un  labirinto  dal  quale  non  hanno  più  rinvenuto  la  via 
per  sortirne,  e  si  sono  incontrati  in  tante  e  sì  grandi  difli- 
eollà,  che  per  nulla  hanno  mai  potuto  superare  ;  impercioc¬ 
ché  i  principii  che  assumono  in  questa  ipotesi  contradicono 
le  induzioni  che  da  essi  ne  ricavano,  e  distruggono  da  cima 
a  fondo  le  stesse  linee  che  vorrebbero  costituire.  In  vero  , 
la  nostra  mente  è  sempre  costretta  ad  ammettere  resistenza 
della  linea  tra  l'uno  e  l'altro  punto,  c  ciò  per  rendersi  pos¬ 
sibile  a  sè  stessa  la  linea  medesima,  perchè  senza  di  que¬ 
sta  mentale  supposizione,  o  meglio  posizione,  sfuma  da  capo 
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a  fondo  ogni  concetto  di  linea,  E  per  appieno  persuaderci 
di  ciò,  basla  riflettere,  che  o  questi  punti  tutti  di  cui  par¬ 
liamo,  e  die  si  posson  concepire  in  qualsivoglia  ÌThea,  si 
toccano,  o  sono  fra  di  loro  poco  o  mollo  discosti;  nel  primo 
caso  non  possono  formar  la  linea,  perchè  tulli  si  fondono 
e  si  compenetrano  in  un  punto  solo:  o  non  si  toccano,  cioè 
sono  tra  loro  discosti,  ed  in  tal  caso,  non  solo  non  costi¬ 
tuiscono  la  linea,  la  quale  è  una  lunghezza  senza  interruzione, 
ma  non  sono  che  all1  ingrosso  capaci  di  additarne  appena 
il  di  lei  corso. 

Di  falli  la  nostra  intelligenza  è  costretta  ad  ammettere 
Ira  un  punto  c  Talli  o  la  linea  bella  e  falla  la  quale  appunto 
si  concepisce,  che  passi  tra  questi  punti  distaccati  e  li  uni¬ 
sca  ;  quindi  il  trailo  che  giace  interposto  Ira  un  punto  e 
l’altro  è  occupato  dalla  linea,  sia  poi  retta  o  curva;  onde 
si  vede  che  il  parere  dei  geometri,  il  quale  si  appoggia  ai 
punti ,  od  alla  loro  nozione  o  cognizione,  non  somministra 
alcuna  via  la  quale  conduca  alla  piena  rigorosa  cognizione  delle 
linee  curve. 

Battendo  la  via  indicata  dei  punti  communi  alle  rette 
ed  alle  curve  ,  non  si  fa  altro  che  aggirarsi  nelle  tenebre 
e  divagar  la  nostra  attenzione  dal  principale  oggetto  che  ci 
siamo  proposti  di  trattari  e  di  esaminare,  e  ciò  senza  mai 
aver  in  mano  un  primo  grado  di  fondata  speranza  di  po¬ 
ter  su  questa  via  raggiungere  la  cognizione  precisa  della 
curva  ,  o,  come  suol  dirsi,  senza  speranza  di  essere  gui¬ 
dati  e  sostenuti  nelle  nostre  ricerche  da  verun  rigore  geo¬ 
metrico. 

Nè  si  pensi  da  alcuno ,  che  queste  mancanze ,  che 
noi  ravvisiamo  nel  ragionamento  geometrico,  che  veniamo 
esponendo,  vengano  tolte  di  mezzo  col  determinare  dei  punti 
c  quanti  a  noi  piacciono  e  vicini  tra  di  loro  olire  ogni  pic¬ 
cola  distanza;  1°  perchè  non  si  comprende  come  i  punti 
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che  sono  comuni  alle  rette  ed  alle  curve  possano  servire 
a  dar  la  nozione  (li  due  linee  diverse  per  natura  una  dal- 
l'allra,  quali  sono  la  curva  e  la  retta;  e  questa  c  tale  os¬ 
servazione,  che  ben  conosciuta  e  ponderala,  basta  essa  sola 
a  far  conoscere,  che  i  punti  sono  tali  da  appalesarsi  inetti 
alla  determinazione  di  ogni  linea  qualunque  essa  siasi  retta 
o  curva. 

Poi  sia  rimarcato,  che  la  diversità  v.  g.  che  passa  tra 
una  retta  che  congiunga  Roma  con  Parigi ,  ed  una  curva 
che  pure  unisca  queste  due  lontane  città,  ha  sempre  la  stessa 
diversità  di  quella,  che  esiste  tra  una  retta  ed  una  curva, 
che  congiungano  Bergamo  con  Milano  o  due  altri  vicinissimi 
punti,  anzi  largheggiando,  due  punti  infinitamente  vicini; 
donde  ne  viene,  che  ogni  ragionamento  fondato  sopra  l'uso 
dei  punti,  siano  pure  essi  communi  a  due  diversi  sistemi  di 
linee*  è  sempre  stato  e  sarà  ognora  inettissimo  a  disco¬ 
prirci  la  natura  delle  linee  e  mollo  più  il  verace  rigoroso 
loro  andamento. 

Alcun  altro  forse  favorevolmente  prevenuto  per  questo 
metodo  tenuto  dai  geometri  per  conoscere  le  curve  e  de¬ 
terminare  il  loro  corso,  dirà,  che  i  punti  benché  non  siano 
le  curve,  tuttavia  i  punti,  che  sono  nelle  curve,  additano 
fedelmente  in  qualche  modo  la  strada,  su  la  quale  le  curve 
procedono  innanzi  nel  loro  corso,  e  perciò  appare  cosa 
certificala  che  i  punti  ci  scoprano  il  corso,  e  tutte  le  più 
o  men  grandi  piegature  delle  curve. 

Ma  preghiamo  chi  la  pensasse  a  questo  modo  a  ricor¬ 
darsi ,  che  a  questo  ragionamento  serve  di  risposta  quanto 
qui  poc’  anzi  siam  venuti  esponendo,  perchè  i  punti  non 
segnano  rigorosamente  la  curva,  ma  tulio  al  più,  solo  alcuni 
punti  salluarii  e  discosti  Ira  di  loro,  i  quali  sono  communi  alle 
rette  ed  alle  curve,  ed  i  punti  non  possono  mai  darci  alcuna 
nozione  dei  traiti  della  curva  che  giaciono  tra  essi  punti. 


—  497  — 

E  siccome  la  curva  non  è  diversa  per  natura  dalla  rolla, 
che  per  la  propria  piegatura,  ne  conseguila,  che  appiglian¬ 
doci  alla  propinquità  dei  punti  non  si  fa  alcun  guartagno  > 
perchè  V  idea  di  piegatura  è  onninamente  estranea  alla 
natura  e  proprietà  dei  punti  che  sono  nelle  linee,  e  special- 
mente  nelle  curve. 

236.  In  forza  di  queste  giuste  ed  irrefragabili  conside¬ 
razioni  veniamo  con  tutta  facilità  condotti  a  conoscere,  che 
ogni  qual  volta  noi  vogliamo  dichiarare  rigoroso  un  metodo, 
che  tenta  scandagliare  il  corso  e  conoscere  la  natura  della 
curva  comparandola  e  deducendola  dalla  proprietà  e  natura 
delle  rette,  noi  ci  abbandoniamo  in  braccio  ad  un  metodo,  il 
quale  ci  induce  niente  manco,  che  nella  falsa  posizione  di  disco¬ 
noscere  i  concetti  ammessi  e  ritenuti  con  costanza ,  voglio 
dire,  i  concetti  che  noi  ci  siamo  formali  delle  rette  e  delle 
curve;  anzi  parliamo  più  largo,  conducono  niente  meno,  che 
a  distruggere  le  nozioni  che  abbiamo  di  queste  due  diffe¬ 
rentissime  specie  di  linee  ,  poiché  un  tale  contegno  mira 
direttamente  ad  unificare  linee  di  natura  affatto  diverse. 

Questo  si  intenda  detto  per  quelli  che  trattano  di  rigo¬ 
roso  questo  metodo,  giacché  noi  non  vogliamo,  nè  potremmo 
negare  che  un  tal  mezzo  adoperalo  alla  buona  e  come  mezzo, 
che  per  appropinquamenlo  fa  conoscere  il  corso  della  curva, 
questo  metodo,  diciamo,  noiosi  può  negare,  che  non  assegni 
la  posizione  di  alcuni  punti  pei  quali  possa  la  curva,  e  quindi  in 
modo  approssimativo  l'andamenlo  e  il  corso  della  curva  stessa. 

237.  Di  qui  s’  intende  appieno  l’equivoco  nel  quale  si  ag¬ 
girano  que'geometri  che  pensano  di  conoscere  le  curve  per¬ 
chè  conoscono  lutti  que’punli  di  esse  che  loro  sono  a  grado, 
e  credono  così  di  esser  essi  appoggiali  a  metodo  di  rigore, 
anzi  che  di  semplice  approssimazione.  In  fatti  se  supponiamo 
una  gran  curva  che  congiuuga  Roma  con  Parigi,  dicanci  i 
geometri,  se  le  coordinate  condotte  ai  due  punti,  che  occu- 
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pano  queste  due  città ,  giovino  a  farci  conoscere  tutto  il 
tratto  della  curva  che  congiunge  passo  per  passo  questi  due 
punti  ?  Certamente  che  ognuno  comprende  la  impossibilità 
di  questa  cognizione;  ora  avviciniamo  pure  questi  punti 
quanto  a  noi  più  piaccia  *  cosa  allora  avremo  ottenuto? 
conosceremo  noi  anco  qualche  punto  intermedio,  che  tocca 
la  curva  nel  distendersi  che  essa  fa  su  di  questa  ampia 
distanza,  ma  con  questo  quale  e  quanto  è  il  guadagno  relativo 
alla  cognizione  della  curva  ?  Nessuno.  Quindi  per  ogni  fi¬ 
nito  appropinquamento  dei  punti  determinati  dalle  coordi¬ 
nate  certamente  niun  guadagno,  assolutamente  niuno,  in  ri¬ 
guardo  alla  rigorosa  geometrica  cognizione  della  stessa.  E 
la  stessa  idea  di  ricorrere  alla  propinquità  dei  punti  por¬ 
tala  sino  ad  essere  essi  tra  di  loro  infinitamente  vicini ,  a 
cosa  può  mai  giovare  quando  si  vegga  e  sia  ben  compreso, 
che  dalla  maggiore  o  minor  loro  distanza  niun  profitto  si 
ottiene  per  la  cognizione  della  curva  ?  È  troppo  aperta  cosa 
che  con  tale  risorsa ,  o  con  tale  maniera  di  ragionare  noi 
siamo  sempre  fuor  di  strada,  ognora  che  si  guardi  al  rigor 
geometrico,  e  si  comprende, che  la  infinita  propinquità  dei 
punti  non  può  servire  che  ad  attutire  le  difficoltà,  ed  a  na¬ 
scondere  la  verace  natura  della  qtiislione  o  della  ricerca, 
che  andiam  facendo.  E  in  vero  la  indefinita  o  infinita  pro¬ 
pinquità  dei  punti  segnali  dalle  ordinate  ad  una  curva,  tra- 
duccndo  l'animo  in  su  la  considerazione  di  questa  estrema 
propinquità,  lo  pone  innanzi  a  delle  particelle  di  curva  che 
per  la  loro  suprema  piccolezza  gli  diventano  iucomprensi- 
bili;  intanto  qual  prò  o  guadagno  da  ciò?  Certamente  nes¬ 
suno  ;  ed  a  persuaderci  di  ciò  basta  notare ,  che  con  que¬ 
sto  metodo  veramente  singolare  si  tenta  spiegare  la  natura 
della  curva  ed  il  rigoroso  di  lei  andamento  col  condurre 
l'animo  in  mezzo  a  parli  incomprensibili,  e  perciò  al  lutto 
inette  a  somministrare  nozioni  precise  e  rigorose. 
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258.  Poi  siccome  la  propinquità  dei  punti  non  può  esser 
spinta  al  segno  clic  essi  si  tocchino  (  perchè  in  allora  si 
coKipenelrano  in  un  solo,  c  così  mandano  in  fumo  tutta  la 
nostra  indagine,  e  tutto  il  nostro  ragionamento),  dunque  ira 
questi  punti  è  necessario  che  scorra  la  curva  a  noi  scono¬ 
sciuta,  della  quale  rigorosamente  parlando  non  sappiamo  mai 
quanto  si  scosti  o  s'allontani  dalla  retta  che  cougiunge  que¬ 
sti  due  punti  medesimi. 

Infinita  è  la  famiglia  delle  curve,  infinite  le  diverse  af¬ 
fezioni  o  piegature  saltuarie,  che  posson  prendere  Ira  due 
punti ,  intanto  che  una  sola  ed  uniforme  a  sè  stessa  è  la 
linea  curva  che  unisce  i  punti  medesimi  ! 

259.  Tutto  l'avvantaggio  adunque,  che  filosoficamente  par¬ 
lando,  si  può  ricavare  da  questo  genere  di  speculazioni  geo¬ 
metriche,  spinto  sino  all'indefinita  propinquità  dei  punti,  per 
determinare  le  curve,  si  riduce  ad  un  bel  nonnulla  ,  rigo¬ 
rosamente  parlando. 

E  di  falli,  tradotto  l'animo  davanti  a  questi  infinitesimi 
tratti  di  curva  determinati  dai  punti  medesimi  infinitamente 
vicini,  gli  abbisognano  ancora  due  ipotesi ,  per  aver  diritto 
di  ritenersi  con  ciò  prossimamente  vicino  alla  cognizione  che 
desidera  ;  una,  e  tutta  gratuita  ipotesi,  è  quella  che  la  curva 
in  questo  piccol  tratto  si  scosti  pochissimo  dalla  retta ,  c 
non  presenti  qualche  singolarità  di  piegatura,  l’altra  ipotesi 
è  quella,  che  servendosi  quasi  di  saldo  scabello  della  prima 
ipotesi,  si  possa  con  rigore  considerare,  che  la  curva  in 
questa  brevissimo  o  infinitesimo  tratto  si  confonda  con  la 
retta,  che  unisce  i  due  vicinissimi  punti.  Ora  se  ne  posson 
forse  ricavare  induzioni  rigorose  e  matematicamente  vere  da 
basi  ipotetiche ,  ed  anco  erronee ,  come  sono  quelle  che  si 
pongono  o  che  possiamo  avere  nel  caso  presente? 

Pervenuti  col  nostro  dire  a  questa  considerazione  mi 
pare  ,  che  senza  limor  di  andare  errali ,  si  possa  ritenere. 
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che  il  metodo  dei  geometri, del  quale  ragioniamo,  non  sia 
per  vermi  conto  diverso  da  quello,  col  quale  si  tentasse 
torre  di  mezzo  la  incommensurabilità  del  lato  del  quadrato 
alla  propria  diagonale,  impiccolendo  continuamente  il  qua¬ 
drato  medesimo;  e  proseguendo  questo  impiccolimento  sino 
alla  insigne  ipotesi  di  aver  ridotto  il  quadralo  allo  slato  di 
infinitamente  piccolo.  Cosa  avrebbe  un  geometra  guadagnato 
con  tutte  queste  artificiate  ipotesi?  Certamente  nulla  adatto, 
riguardo  al  tor  di  mezzo  rigorosamente  la  incommensurabilità 
di  cui  si  tratta,  perchè  avendo  sempre  ritenuto  la  identica 
proporzione  nei  lati  del  quadrato  diminuenlisi ,  e  la  incom¬ 
mensurabilità  dipendendo  tutta  intieramente  da  queste  pro¬ 
porzioni  e  ragioni  dei  lati  con  la  diagonale,  egli  avrà  sem¬ 
pre  conservata  intatta  tutta  la  incommensurabilità  di  cui  trat¬ 
tasi.  In  fatti ,  siccome  in  un  lungo  tratto  finito  vediamo  la 
curva  diversa  dalla  retta  ,  così  in  ogni  escogitabile  piccol 
tratto,  la  curva  sarà  sempre  diversa  dalla  retta  ,  e  quindi 
perpetuamente  mancheremo  di  verace  vigore  percorrendo 
queste  vie,  clie  sembrano  conducenti  al  bramato  fine. 

240.  Tutti  i  metodi  adunque  i  quali  si  appoggiano  a  que¬ 
sto  genere  di  investigazione  delle  curve ,  col  mezzo  cioè 
delle  rette  applicate  alle  curve,  come  sono  quelli  proposti 
da  Euclide,  da  Archimede,  da  Apollonio,  da  Pappo,  da  Pro¬ 
clo  e  da  altri,  e  come  pure  sono  quelli  identici  dei  moderni 
geometri,  non  possono  mai  guidare  alla  rigorosa  cognizione 
della  curva;  quindi  non  possono  mai  esser  ritenuti  per  me¬ 
todi  rigorosi  ed  esattamente  rigorosi. 

Nel  pronunciare  questa  asserzione,  o  questa  sentenza  , 
conosciamo  di  opporci  alTopinione  universalmente  ammessa 
e  ritenuta  per  vera  ;  ma  e  per  questo,  doveva  esser  taciuta 
questa  filosofica  verità?  Un'errore,  perchè  comune,  deve  es¬ 
ser  ritenuto  e  rispettato  come  fosse  una  verità  ? 

Questo  non  mai.  Pieni  di  stima  e  di  venerazione,  come 
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siamo  per  lutti  i  geometri,  e  segnatamente  per  que'  sommi 
che  hanno  fondala  e  ingrandita  la  matematica,  non  potevamo 
però  ricusare  il  debito  ossequio  alla  verità,  ne  accomodarci  ad 
un'abbaglio,  die  l’autorità  di  tutti  gli  uomini  non  vale  a 
tor  di  mezzo. 

Di  buon  grado  riconosciamo  e  confessiamo  che  questo 
metodo  però  benché  per  niun  conto  veracemente  rigoroso , 
nè  pienamente  esatto,  serve  assai  comodamente  a  farci  pa¬ 
lese  l'andamento  delle  curve,  il  loro  corso,  e  le  loro  pro¬ 
prietà,  con  molta  approssimazione,  ed  anzi  con  grandissima. 
Per  altra  parte  confessiamo,  che  questo  è  l’unico  mezzo  che 
sia  in  mano  dell’  uomo  per  venire  alla  meglio  che  si  può 
in  cognizione  delle  curve  ;  di  questo  mezzo  noi  ne  cono¬ 
sciamo  tutta  rutilila  e  la  grandissima  importanza,  tuttavia 
in  onta  di  tutti  questi  pregi,  non  possiamo  disconoscerne  la 
sua  natura  di  pura  approssimazione. 

I  moderni  geometri  che  considerano  la  curva,  non  come 
curva,  ma  arbitrariamente  la  trasmutano  in  linea  retta  com¬ 
posta  di  piccoli  lati  ad  angoli  ottusissimi  congiunti  tra  di 
loro,  o  come  si  usa  dire  in  altra  maniera,  che  considerano 
la  curva  come  un  poligono  formato  di  infiniti  latercoli  infi¬ 
nitesimi,  appare  (secondo  l’opinione  di  alcuni  geometri)  che 
incominciassero  le  loro  ricerche  là  dove  gli  antichi  già  stanchi 
dalle  loro  speculazioni  finivano  le  loro;  ma  prescindendo 
per  ora  daU’esaminare  la  filosofia  di  questa  sentenza,  o  pa¬ 
rere  di  alcuni  geometri ,  rivolgiamo  invece  il  nostro  pen¬ 
siero  a  ponderare  ben  bene,  se,  e  quanto  vantaggio  i  mo¬ 
derni  ottengano  di  più  di  quello  degli  antichi  con  questa 
loro  arditissima  ipotesi  ?  In  quanto  a  noi  dobbiamo  confes¬ 
sare,  che  l’idea  deH’infinitesima  grandezza  ci  pare  assai  più 
determinata  e  precisa  di  quella  della  grandezza  minor  di 
ogni  data,  e  perciò  che  l’ipotesi  dei  moderni  sia  in  filoso¬ 
fia  più  pregievole  di  quella  degli  antichi;  vedremo  pure  in 


seguilo  meglio  dichiaralo  questo  nostro  pensamento;  venendo 
per  allro  in  questo  luogo  al  vero  guadagno  che  presentar 
può  la  opinione  dei  moderni  ,  confesseremo  che  non  lo  tro¬ 
viamo  nelle  moderne  ricerche,  perchè  in  quanto  alla  possi¬ 
bilità  di  guadagno  questa  tutta  dipende  da  quel  poco  che 
sembravano  trascurare  gli  antichi,  ammettendo  eguale  a  zero 
la  loro  minore  di  ogni  data,  e  da  quel  poco  che  sembran 
trascurare  i  moderni  col  porre  la  loro  grandezza  infinitesima 
eguale  allo  zero;  perciò  prescindendo  che  i  vecchi  geome¬ 
tri  si  innollravauo  in  un  grande  ginepraio  di  diverse  ipotesi, 
tuttavia  in  sostanza  intendevano  a  render  rigoroso  per  quanto 
si  poteva  il  loro  ragionamento,  e  quindi  la  consecutiva  co¬ 
gnizione  della  curva. 

Gli  antichi  adoperavano  l’ipotesi  che  la  curva  o  il  cir¬ 
colo  fosse  un  poligono  di  infiniti  lati  per  appropriare  al  cir¬ 
colo  le  proprietà  del  poligono  e  così  aver  in  mano  loro  la 
cognizione  di  quella  curva  ,  cd  i  moderni  con  più  di  fran¬ 
chezza  di  pensamento  ritengono  questa  antica  ipotesi  come 
un  concetto  facile  e  semplice.  Ma  in  far  questo,  i  moderni, 
si  permettono  più  dichiaratamente  l’assurda  idea  di  trasmu¬ 
tare  la  curva  in  una  retta,  concetto  e  idea  che  non  potrà 
mai  appieno  purgarsi  dalia  taccia  di  ripugnanza,  rigorosa¬ 
mente  parlando. 

Intanto  chiuderemo  questo  cenno  intorno  al  metodo  im¬ 
piegalo  dagli  antichi ,  e  seguito  con  pochissima  differenza 
dai  moderni,  di  procurar  di  conoscere  le  linee  curve  dedu¬ 
cendo  tal  cognizione  dalle  linee  rette ,  e  dalie  proprietà  di 
queste  ultime,  facendo  osservare,  che  tutte  le  equazioni 
esprimenti  le  proprietà  delle  curve  di  qualsivoglia  natura , 
sono  equazioni  che  rigorosamente  considerale,  non  esprimono 
altro  e  puramente  altro,  che  proprietà,  relazioni,  ragioni 
o  rapporti  di  linee  rette  applicate  però  con  molla  sagacilà 
alle  curve. 


CAPITOLO  SESTO 


Filosofia  del  calcolo  infinitesimale,  o  calcolo  sublime . 


241.  Eccoci  alla  nuova  analisi,  vogliami  dire,  al  calcolo  - 
delle  flussioni  e  delle  fluenti ,  al  calcolo  differenziale  ed 
integrale ,  al  calcolo  dei  limiti ,  delle  evanescenti  ,  delle  de¬ 
rivate,  ecc.  ecc. 

Prima  di  venire  all'esposizione  di  questi  nuovi  calcoli, 
siaci  permesso  di  riassumere  quello  che  sin'ora  sparsamente 
siarn  venuti  esponendo.  E  prima  d’  ogni  cosa  richiamiamo 
alla  nostra  memoria,  che  la  nozione  deirinfìnilo  per  quanto 
può  essere  conosciuta  dalla  mente  umana  è  molto  incom¬ 
prensibile  ed  oscura  ,  come  quella ,  che  vince  di  mollo  la 
nostra  comprensiva  facoltà.  E  sebbene  la  vediamo  adoperata 
in  matematica  sino  dai  primi  tempi  nei  quali  si  coltivò  que¬ 
sta  scienza,  tuttavia  rimane  sempre  una  verità  di  fatto,  che 
questa  nozione  dell'  infinito  supera  d'  assai  il  nostro  inten¬ 
dimento. 

242.  La  proprietà  del  continuo,  consistente  in  una  forma 
o  concetto  nostro  intellettuale,  che  introdotta  ed  indossata 
alle  grandezze,  le  rende  infinitamente  divisibili,  è  una  no¬ 
zione  ancor  essa  per  noi  incomprensibile,  perchè  contenente 
espressamente  la  nozione  dell’infinito. 

Questa  nozione  intanto  fu  universalmente  ammessa ,  e 
di  essa  si  sono  sempre  considerale  come  intrinsecamente  ed 
essenzialmente  dolale  od  informate  tutte  le  grandezze  lineari. 
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superficiali,  solidali,  numeriche, algebriche,  algoritmiche,  ec.  ec. 
non  che  lo  spazio  ed  il  tempo,  considerali  soggettivamente 
conte  entità  geometriche  ideali. 

243.  La  infinita,  o  meglio,  la  indefinita  divisibilità  delle 
grandezze  geometriche  ha  suggerito  ai  matematici  il  pensa¬ 
mento  delle  indefinite  diminuzioni  ritenute  eseguibili  sopra 
tutte  le  grandezze  geometriche,  e  quindi  gli  ha  indotti  a 
credere,  che  questa  via  delle  indefinite  diminuzioni  condu¬ 
cesse  a  quel  supremo  grado  di  ultima  piccolezza  delle  gran¬ 
dezze  medesime  il  quale  per  la  sua  suprema  tenuità  riu¬ 
scisse  poi  minore  di  ogni  data  ed  assegnata  grandezza  ;  e 
quindi  gli  ha  anco  indotti,  in  vista  di  una  tenuità  sì  estrema 
a  ritenere,  che  la  grandezza  ridotta  a  questo  stato  fosse  anco 
zero;  onde  n’ebbe  origine  il  celebre  principio,  che  la  minor  di 
ogni  data  era  eguale  a  zero,  e  che  le  grandezze  finite,  che 
non  differivano  tra  di  loro ,  che  per  una  grandezza  minor 
di  ogni  data  fossero  anco  eguali,  e  rigorosamente  eguali. 

244.  Questo  stalo  supremo  di  piccolezza  derivato,  o 
accagionato,  secondo  essi,  alla  grandezza  geometrica  finita 
in  causa  di  indefinite  diminuzioni  ad  essa  sopravvenute,  con¬ 
duceva  la  mente  cd  il  pensiero  sino  all’  ultima  risoluzione 
della  grandezza  ,  o  sino  ai  primi  elementi  ideali  soggettivi 
della  medesima  ;  e  gli  elementi  considerali  in  questo  stato 
come  zero  nel  loro  valore,  somministravano  anco  l'idea  dei 
principii  evanescenti,  e  delle  prime  ed  ultime  ragioni  delle 
grandezze. 

245.  Intrattenendo  la  nostra  attenzione  sopra  la  indefinita 
serie  delle  diminuzioni  delle  grandezze,  e  consecutive  di¬ 
minuzioni  sopravvenienti  ad  esse,  e  queste  spinte  sino  alle 
ultime  ragioni ,  ed  alle  evanescenti ,  si  scorgeva  anco  per 
necessaria  illazione  aperta  la  via  a  risalire  retrocedendo  da 
queste  supreme  ultime  inassegnabili  entità,  alle  parli  fi¬ 
nite,  e  quindi  alle  grandezze  medesime  finite,  delle  quali  esse 
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ne  venivano  considerate  i  primi  altissimi  elementi  costitutivi; 
ed  in  questa  mentale  scomposizione  e  ricomposizione  della 
grandezza  geometrica  hanno  anco  creduto  di  rinvenirvi  la 
nozione  della  generazione  delle  grandezze  d’  ogni  maniera , 
perchè  dotate  della  proprietà  del  continuo. 

Quest'idea  della  generazione  indefinita  delle  grandezze, 
quantunque  suggerita  o  derivante  dai  premessi  principii , 
tuttavia  parve  dall'  antica  geometria  appieno  trascurala  ,  o 
meglio  lasciala  in  disparte,  senza  che  se  ne  scorga  il  mo¬ 
tivo  di  queslo  contegno  ;  ma  quando  comparve  in  su  la 
scena  dei  geometri  il  divi n  Galilei  la  pose  pel  primo  in  chiara 
luce  ed  in  piena  dilucidazione  filosofica.  Egli,  per  esser  anco 
preciso  ne'suoi  concetti,  appellò  questi  primitivi  generatori 
della  grandezza  principii  indivisibili,  ed  appellò  i  primi  pri¬ 
missimi  principii  del  molo  col  nome  di  velocità  virtuali , 
dalle  quali  ultime  ebbe  appunto  origine  e  vita  il  famoso 
principio  delle  velocità  virtuali,  per  cui  il  molo  secondo  le 
sue  dottrine,  risultava  dalla  somma  infinita  di  queste  velo¬ 
cità  virtuali,  infinitesimi  elementi  di  esso  moto,  le  quali  poi 
consumandosi  anco  in  tempo  finito,  e  consumandosi  col  ri¬ 
passare  per  lutti  i  gradi  di  diminuzioni  riusciva  di  nuovo 
alle  velocità  virtuali,  indi  alla  quiete  o  zero  molo,  da  esso 
lui  chiamalo  anco  infinita  tardità. 

246.  Siccome  la  supposizione  delle  prime  ed  ultime  ra¬ 
gioni  considera  la  grandezza  finita  in  certo  modo  esaurita 
nella  propria  entità  e  come  consumala  insino  all’ultimo  ele¬ 
mento,  così  suggeriva  e  presentava  ,  come  induzione  legit¬ 
tima,  l’idea  deH'esauslione,  od  il  così  delio  metodo  di  esali - 
sifone,  il  quale  sotto  altra  denominazione  era  poi  identico  con 
quelle  delle  prime  ed  ultime  ragioni ,  atteso  che  queste  nè 
più  né  meno  delle  evanescenti  si  ritenevano  per  eguali  a 
zero. 

247.  Archimede  fondandosi  sopra  queste  stesse  idee,  creava 
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il  suo  metodo  dei  limiti,  il  quale  consisteva  nel  considerare, 
mediante  alcune  quantità  costanti  considerate  quali  limiti, 
la  differenza  che  in  origine  esisteva  Ira  alcune  grandezze, 
nel  considerarla  diciamo  come  consunta  od  esaurita  allor¬ 
quando  le  grandezze  si  erano  infinitamente  avvicinale  allo 
stalo  della  grandezza  limite . 

248.  Galilei  con  li  suoi  indivisibili  dichiaratamente  infi¬ 
nitamente  piccoli,  ne’ quali  supponeva  mentalmente  risolubile 
ogni  grandezza  finita,  veniva  direttamente  fondando  TanaliSf 
sublime  o  il  calcolo  differenziale,  appoggiato  alla  posizione 
e  considerazione  di  uno  di  questi  supremi  infinitesimi  ele¬ 
menti. 

E  questa  idea  sublime  fu  poi  portala  come  vedremo 
alla  sua  perfezione  dall'ingegno  perspicacissimo  di  Leibnitz. 

249.  Lo  stesso  Galilei  ponendo  francamente  lo  infinito , 
al  quale  trovavasi  condotto  direttamente  dalle  sue  dottrine, 
sebbene  dichiarasse  questo  infinito  incomprensibile,  tuttavia, 
stabiliva  ed  insegnava  il  seguente  principio  :  cioè,  che  uno 
indivisibile  non  poteva  accrescere  nè  diminuire  l'infinità  de¬ 
gli  indivisibili  da  cui  risultava  ogni  grandezza  finita,  c  quindi 
rinveniva  e  dimostrava  il  famoso  principio,  detto  poscia 
principio  del  calcolo  differenziale. 

250.  Barrow  faceva  uso  delle  dottrine  di  questo  nostro 
insigne  italiano  ,  chiamando  lo  indivisibile  dal  suo  valore  , 
quantità  cioè  infinitamente  piccola,  e  ciò  faceva  appunto  per 
aver  1’  appoggio  filosofico  di  Galilei ,  di  trascurare  questa 
quantità  infinitamente  piccola  ne'suoi  calcoli. 

251.  Lo  stesso  filosofo  di  Firenze  ponendo  vie  meglio  in 
chiaro  questi  suoi  concetti,  nel  parlare  dell'  infinito  ammet¬ 
teva,  o  meglio  confessava,  che  secondo  le  sue  dottrine  si  tro¬ 
vava  nell'assoluto  bisogno  di  dover  ammettere  degli  infiniti 
gli  uni  degli  altri  incomparabilmente  maggiori;  circostanza 
che  lo  poneva  in  qualche  imbarazzo,  al  quale  per  altro  cer- 


cava  ripiego  ed  evasiva,  col  far  osservare,  che  allrelianlo 
ridiicevasi  solo  a  nostra  inesatta  maniera  di  idearsi  I’  infi¬ 
nito,  e  di  trattarlo,  come  fosse  quantità  finita,  maniera  che 
non  può  nè  debbe  aver  luogo  quando  si  parla  deH’infinilo, 
perchè  a  questo  supremo  concetto  non  s’  addicono  le  pro¬ 
prietà  del  più  e  del  meno,  del  maggiore  e  del  minore,  tulle 
proprie  esclusive  della  quantità  finita. 

252.  Cavalieri  fondandosi  sopra  idee  e  nozioni  in  molta 
parte  conformi  a  quelle  di  Galilei,  insegnava  più  dichiara¬ 
tamente,,  che  all'  indivisibile  competevano  le  proprietà  della 
grandezza  finita  della  quale  lo  indivisibile  era  ritenuto  come 
una  parte  costitutiva  di  essa  ;  e  procedendo  innanzi  su  la 
scorta  di  queste  posizioni  apriva  gli  occhi  ai  geometri,  mo- 
slando  loro,  come  dalla  cognizione  delle  proprietà  degli  indi- 
visibili  si  risaliva  alla  cognizione  della  grandezza  medesima, 
ponendo  così  la  vera  base  del  calcolo  che  poscia  fu  appel¬ 
lalo  integrale. 

Altrettanto  fatto  aveva  Galilei  e  nella  maniera  più  di¬ 
chiarata  che  si  possa  ideare ,  perchè  insegnava  a  som¬ 
mare  gli  istanti  infinitesimi  del  tempo  per  formare  il  tempo 
finito  ,  e  gli  infinitesimi  momenti  di  moto  appellali  velocità 
virtuali,  per  formare  il  momento  di  molo  finito. 

253.  Walltè,  sommo  geometra  inglese,  trattava  le  serie  pro¬ 
cedenti  all'infinito,  e  ne  portava  a  grande  perfezione  le  loro 
dottrine  e  proprietà  ,  e  nelle  sue  speculazioni  parlava  del- 
rinfinilo,  come  di  cosa  ordinaria  conosciutissima  (num.  155). 

Fermai,  grande  matematico  francese,  scendeva  anco  a 
più  spiegalo  ragionamento  fondalo  sopra  l'indivisibile,  o  sopra 
la  quantità  infinitamente  piccola,  cd  al  modo  di  trattarla,  po¬ 
sta  che  fosse  in  comparazione  della  grandezza  finita.  E  prima 
di  Fermai,  Keplero  aveva  con  successo  adoperala  la  dot¬ 
trina  degli  indivisibili,  sotto  il  loro  aspetto  naturale  di  gran¬ 
dezze  infinitamente  piccole  (  num.  158,  ecc.  ). 
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254.  L'idea  di  considerare  i  circoli  e  le  altre  curve  come 
altrettanti  poligoni  composti  da  una  infinità  di  piccole  linee 
rettilinee  era  già  ammessa  sino  da  Euclide,  da  Archimede, 
da  Galilei,  ecc.  ecc.  e  tanto  gli  uni  che  gli  altri  fondarono 
sopra  di  questa  idea  delle  proposizioni  e  dimostrazioni 

geometriche. 

255.  La  dottrina  di  assiepare  le  curve  di  poligoni,  e  di 
accostarsi  indefinitamente  con  essi  alle  curve,  a  raano  che 
si  moltiplicavano  i  lati  dei  poligoni,  era  dottrina  conosciutis¬ 
sima  e  con  moltissima  sagacità  portata  a  molla  perfezione 
dagli  antichi  geometri. 

256.  Fino  dalla  più  remota  antichità  erasi  creato  e  po¬ 
sto  in  uso  il  princ^io,  che  due  grandezze  finite  le  quali  non 
differissero  tra  di  loro,  che  di  una  grandezza  minor  di  ogni 
data  od  assegnala  ,  queste  due  grandezze  erano  rigorosa¬ 
mente  eguali. 

257.  Meditando  adunque  sopra  tutte  queste  dottrine  po¬ 
tremo  di  leggieri  comprendere ,  e  senza  niuna  difficoltà , 
quanto  mancasse  alla  scoperta  del  calcolo  differenziale  ed 
integrale,  e  quale  e  quanto  sia  stato  V  avanzamento  della 
scienza  matematica,  fatto  con  la  scoperta  di  questo  nuovo 
calcolo  da  Newton  e  da  Leibnitz. 

258.  Ma  per  formarsi  una  vera  nozione  adequala  dell'a- 
vanzamento  delle  matematiche,  avanzamento  consideralo  spe¬ 
cialmente  sotto  il  punto  di  veduta  intellettuale  riguardante 
il  perfezionamento  delle  dottrine  derivante  da  questa  \  sco¬ 
perta  famosa,  o  in  essa  contenuto,  ci  conviene  porre  in 
chiara  luce  le  dottrine  dispiegate  dai  suddetti  due  scopritori. 
Incominciaremo  dal  primo,  non  già  perchè  si  ritenga  a  lui 
appartenere  la  priorità  della  scoperta  in  confronto  di  Leib¬ 
nitz  che  qui  si  è  nominalo  in  secondo,  ma  perchè  le  opere 
ilei  primo  si  presentano  più  consenzienti  alle  opinioni  de¬ 
gli  antichi ,  e  per  questo  le  più  appropriale  ad  appalesare 
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lutto  il  perfezionamento  della  lìlosolia  incliiuso  in  c^uesui 
famosa  scoperla. 

259.  E  qui  sia  avvertito  il  lettore  ,  c!ie  citando  le  opere 
di  Newton,  noi  ci  riportiamo  alTedizionc  di  Losanna  del  1744, 
del  tipografo  Bousqucl. 

Nel  suo  primo  Opuscolo  intitolalo:  Analysis  per  cequa- 
tiones  immero  (erminorum  infmitas  ,  alla  pagina  24  e  25, 
scrive:  =r  Et  quidquid  vulgaris  analysis  ‘  per  sequationes 
ex  finito  terminorum  numero  constantes  (quando  id  sit  pos¬ 
sibile  )  porfìcil,  linee  per  aequationes  infinilas  semper  perfi- 
cial;  ut  ni  hi  I  dubiiaverim  nornen  analysis  eliain  buie  tri¬ 
bù  ere.  Raliocinia  nempe  in  bac  non  minus  certa  sunt,  quam 
in  illa,  nec  mquatioiics  minus  cxactce;  licei  omnes  earum 
terminos,  nos  bomines  et  ralionis  finilm,  nec  designare,  nc- 
(|ue  ila  concipere  possimus,  ut  quantitates  inde  desidcralas 
exacle  cognoscamus:  sicut  radices  surdse  flnilarum  mqua- 
lionum,  nec  numeris,  nec  qtiavis  arte  analylica  ita  possunt 
exhiberi,  ut  alicujus  quanlilas  a  reliquis  dislincta  exacle  co- 
guoscalur.  Denique  ad  analvtieam  merito  perlinere  censea- 
tur  cttjus  benefìcio  curvarum  arete,  et  longiludines,  eie.  (id. 
modo  fiat)  exacle  et  geometrie  determinentur 

260.  Da  questo  suo  modo  di  esprimersi  si  vede  chiaro, 
che  egli  non  riforinidava  per  vermi  conto  la  nozione  e  la 
natura  dell' infinito ,  ma  che  anzi  si  poneva  francamente  a 
considerare  e  trattare  questo  inarrivabile  supremo  concetto, 
nè  più  nè  meno  di  quello  potesse  fare  con  qualunque  altra 
idea  ordinaria  ed  attinente  all'analisi  delle  grandezze  finite. 
Più  coraggiosamente  asserisce,  elle  le  equazioni  clic  si  espri¬ 
mono  con  un  numero  infinito  di  termini,  sono  egualmente 
esatte,  di  quelle  che  si  esprimono  con  un  numero  finito 
di  termini. 

Circa  questo  newtoniano  asserto  però  dobbiamo  avver¬ 
tire  ad  una  filosofica  distinzione  molto  importante  ,  dislin- 

14 
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zjone  die  disvela  una  svisla  di  questo  sommo  filosofo.  Im¬ 
perciocché  altra  cosa  è  una  equazione  espressa  per  un  nu¬ 
mero  finito  di  termini,  ed  altra  e  ben  diversa  cosa  è  un  equa¬ 
zione  che  non  può  essere  espressa  se  non  con  un  infinito 
numero  di  termini.  Nel  primo  caso  la  equazione  è  rigoro¬ 
samente  esalta  perchè  nei  membri  sono  tutti  i  termini  ne¬ 
cessari!*  a  costituire  la  rigorosa  eguaglianza ,  o  identità  del 
valore  dei  membri  formanti  l'equazione  ;  ma  quando  uno  al¬ 
meno  dei  due  membri,  non  può  esser  espresso  (  nel  risol¬ 
vere  l'equazione),  se  non  per  mezzo  di  un  numero  infinito 
di  termini,  o  per  mezzo  di  serie  procedente  all'infinito,  al¬ 
lora  noi  ci  troviamo  posti  avanti  a  delle  considerazioni,  non 
mollo  esplicite,  e  che  perciò  non  si  possono  ammettere  e  com¬ 
prendere  egualmente  che  quelle,  le  quali  derivano  e  risultano 
dalle  equazioni  composte  di  un  numero  finito  di  termini.  In 
fatti  la  serie  infinita  dei  termini  mantiene  e  ci  presenta  bensì 
in  una  maniera  astratta  la  eguaglianza  della  equazione,  ma 
siccome  quest'eguaglianza  si  appoggia  al  numero  infinito  dei 
termini,  come  mai  questi  possono  concepirsi  ed  aversi  lutti?  ed 
espresso  perciò  che  sia  qualcuno  dei  membri  della  equa¬ 
zione  mediante  qualunque  serie  progrediente  coi  suoi  ter¬ 
mini  all’infinito,  non  si  sa  conoscere  mai,  come  sia  esalta, 
se  non  all’  infinito,  al  quale  è  impossibile  di  pervenire;  e 
perciò  la  mente  nostra  in  faccia  a  questa  infinità,  che  non 
può  nè  concepire  nè  esprimere,  rimane  sempre  in  sospen¬ 
sione  circa  la  rigorosa  eguaglianza  dei  due  membri  della 
equazione.  La  maniera  adunque  di  esprimersi  usala  da  New¬ 
ton  appare  che  non  presenti  quella  identità  rigorosa  di  va¬ 
lori,  quale  si  vede  e  si  trova  nelle  equazioni  aventi  termini 
numero  finiti.  Newton  che  asserisce  con  lulla  la  confidenza 
questa  identità  di  valore  tra  le  equazioni  espresse  di  un 
numero  finito  di  termini,  e  quelle  che  sono  espresse  per  un 
numero  infinito,  doveva  presentare  a'  suoi  lettori  anco  la  di- 
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moslrazioue;  perchè  senza  di  questa,  il  suo  dire  non  ma¬ 
nifestasi  aperlamcnte  esalto. 

Newton  si  trovò  guidalo  a  queste  $erie  derivanti  dalle 
equazioni  algebriche  e  di  alcune  curve,  quando  aveva  biso¬ 
gno  di  integrare  per  parti  la  funzione  componente  un  mem¬ 
bro  dell'equazione,  la  qual  funzione  non  sviluppata  in  serie 
non  si  presentava  integrabile. 

I  geometri  che  vennero  dopo  di  lui,  quando  non  pote¬ 
vano  integrare  simili  funzioni ,  considerate  quali  si  presen¬ 
tavano,  anchessi  ebbero  sempre  ricorso  allo  sviluppamenlo 
delle  funzioni  in  serie:  ma  in  questo  caso  veggendo  che 
non  potevano  mai  esibire  tutti  i  membri  o  i  termini  infiniti 
delle  serie ,  si  accontentarono  sempre  di  dire ,  che  le  loro 
integrazioni  riescivano  solamente  per  indefinita  approssima¬ 
zione;  e  procuravano  di  portare  sempre  la  loro  attenzione 
non  sull*  infinità  della  serie,  ma  sull'ultimo  residuo,  procu¬ 
rando  di  renderlo  alla  meglio  trattabile  con  qualche  artificio; 
e  così  essi  s'adoperavano  per  dare  alla  equazione  quel  ri¬ 
gore  di  eguaglianza,  che  per  loro  si  poteva  maggiore. 

Ognun  vede  però,  che  fondandosi  questi  geometri  so¬ 
pra  la  considerazione  dell’  ultimo  residuo  delle  serie  spinte 
mollo  innanzi  ,  essi  non  fondavano  più  la  perfetta  egua¬ 
glianza  sul  numero  infinito,  ma  sibbene  sopra  le  loro  diffe¬ 
renti  artificiate  maniere  di  analisi. 

A  meglio  renderci  famigliai  queste  dottrine  arrechiamo 
un  esempio,  e  questo  sia  tolto  dal  medesimo  primo  opuscolo 
di  Newton,  pagina  sesta  ,  regola  terza,  ove  egli  si  propone 
a  a 

la  equazione - “  y,  c  svolgendo  in  serie  la  frazione 

I)  +  x 

del  primo  membro,  trasforma  1’  equazione  nella  seguente  : 
a2  a2  x  a2  x2  a2  x3 

y  = - -f- - 4-  ecc.  airinlinito. 

b  b2  b3  b4 
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Ora  è  facile  cosa  il  comprendere,  che  l’equazione  ul¬ 
tima  qui  arrecala  è  vera  ed  esatta  quando  sia  la  y  in  un 
membro  e  tutta  la  serie  nell' altro:  ma  questa  serie  conte¬ 
nendo  infiniti  termini,  e  questi  non  potendo  esistere  nè  ra¬ 
zionalmente  nè  realmente,  come  si  dirà  esatta  rigorosamente 
l'equazione  di  cui  si  tratta?  Tutto  questo  manco  dj  rigo¬ 
rosa  esattezza  viemeglio  si  appalesa  nell'equazione  qui  so¬ 
pra  trattata  da  Newton  ,  perchè  egli  si  appiglia  a  questo 

a  a 

sviluppamenlo  'della  funzione - per  arrivare  a  conse- 

b  -4-  x 

guire  l’integrale  della  fonzione  y  espressa  in  x,  il  qual  in¬ 
tegrale  non  può  mai  riuscire  rigorosamente  compiuto,  ma 
solo  indefinitamente  prossimo  al  vero.  Par  dunque  cosa  aperta, 
che  questo  grande  uomo  siasi  in  questo  luogo  espresso  con 
una  larghezza,  la  quale  sicuramente  non  si  sa  comprendere 
come  risponder  possa  al  rigor  di  ragione,  e  quindi,  che  non 
avesse  tutto  il  fondamento  di  asserire,  che  una  equazione 
espressa  in  uno  dei  suoi  membri  con  termini  infiniti  sia 
egualmente  rigorosa  ,  che  le  equazioni  algebriche  le  più 
esatte. 

261.  Ho  qui  voluto  fare  queste  poche  osservazioni  non  a 
titolo  di  critica  del  sommo  inglese,  ma  perchè  di  buon  ora 
sia  fatto  presente  al  lettore,  che  egli  non  sempre  appoggia 
il  suo  dire  al  pieno  rigor  filosofico,  e  segnatamente  perchè  si 
comprenda  ,  non  esser  di  piena  evidenza  il  di  lui  dettato 
quando  scrive  :  zz  Raliocinia  nempe  in  hae  analysi  (e  que¬ 
st'analisi  comprende  le  serie  contenenti  infiniti  termini)  non 
ininus  certa  sunl  quam  illa,  (cioè  spettanti  all'analisi  finita) 
nec  sequaliones  minus  exacloe,  licet  omnes  carum  (enninos* 
nos  homines,  et  rationis  finitile  nec  designare  neque  ita  con- 
cipere  possimus,  ut  quanfitales  inde  desidcrnlas  exaete  co- 
guoseamus  ~. 


262.  Ma  venendo  a  delle  considerazioni,  clic  più  direi- 
lamenle  riguardano  la  nuova  scoperla  dell'analisi  sublime, 
vediamo  come  nel  medesimo  Opuscolo  q  precisamente  alla 
pag.  25  egli  si  esprima  presentando  una  dimoslrazionc  di  dif¬ 
ferenziazione  e  di  integrazione,  riguardante  la  quadratura 
delle  curve,  zz  Sit  itaque  curva?  alicujus  A  D  d,  basis  A 
B  zz  x,  perpendiculariler  applicala  B  I)  z=  y,  et  area  A  B 
D  zz  z,  ut  prius.  Ilem  sii  B  p  —  o  ;  B  R  zz  v  et  rec- 
tangulum  BpHK(ov)  equale  spatio  B  p  H  K. 

Est  ergo  A  p  r :  x  +  o,  el  A  d  p  r  z  4-  ov.  1-Gs 
proemisi  ex  relatione  inler  x  et  z  ad  arbitrium  assumpta 

quaero  v  islo,  quem  sequenlem  vides,  modo. 

2  1  4 

Pro  lubitu  suinalur  —  x  2  —  z,  sive  —  x  3  zz  zz. 

a*  ?» 


Tulli  x  -i  0  (  A  p  )  prò  x,  et  z  b  ov  (  A  d  p  ) 
4 

prò  z  substilulis,  prodibit  —  in  x3  H-  5  xa  0  -b  5  x  0*  -b  o3  zz 

9 

(ex  natura  curva?)  z2  -b  2  z  0  v  -b  o2v2,  et  sublatis* 
(  i  x3  et  zz  )  oequalibus,  rcliquisque  per  0  divisis,  re- 
4 

stai  —  in  5  x*  -b  3  x  0  -b  oa  zz  2  1  v  -4-  0  v*. 

9 
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lam  si  supponamus  B  p  in  infinilum  diminuì  elevanc- 
scere,  sive  o  esse  niliil  ,  erunl  v  el  y  oequales  ,  et  termini 
per  o  multi plicati  evanescente  quare  reslabit 
4  2  2  j 

_  x  3xxp2zv,  sive  —  x  x(zz  z  y)  =  —  x 2  y , 

9  3  3 

v 2  J 

sive  x1^  — _  )  =>*  Quare  e  conira  si  x  2  y,erit 

x  4 

2  L 

—  x  2  =  z. 

3 

263.  In  questo  computo  del  sommo  inglese,  benché  giu¬ 
sto  ed  assai  ben  guidalo,  non  esiste  però  nella  dottrina  che 
lo  accompagna  e  lo  sostiene  sufficiente  convenienza  di  con- 
cetli  e  di  idee,  perchè  la  supposizione  che  la  B  p  diminui¬ 
sca  all’infinito,  ed  in  forza  di  tale  diminuzione  diventi  eva¬ 
nescente ,  o  zero,  questa  è  mera  supposizione,  e  non  mai 
una  verità  dimostrata  o  dimostrabile.  Acciò  la  B  p  dimi¬ 
nuisca  all’  infinito  e  divenga  ,  non  per  semplice  ipotesi,  ma 
per  qualsivoglia  operazione  intellettuale  o  geometrica,  co¬ 
tanto  stremata,  che  si  possa  aver  diritto  a  considerarla  come 
evanescente,  questo  inchiude  il  concetto,  che  la  grandezza 
B  p  sottoposta  a  diminuzione  continua  ,  fosse  in  origine  o 
potesse  essere  di  un  valor  finito,  onde  aver  motivo  di  con¬ 
siderarla  suscettiva  di  indefinite,  anzi  infinite  diminuzioni  , 
diminuzioni  precedenti  la  evanescenza  e  conducenti  ad  essa; 
similmente  il  concetto  deir  evanescenza,  quale  si  considera 
dal  nostro  filosofo,  inchiude  egualmente,  che  la  diminuzio¬ 
ne  ,  per  poter  essere  infinita,  sia  fondala  sopra  la  proprietà 
del  continuo  e  proceda  in  modo,  che  sempre  c  poi  sempre 
lasci  residui  capaci  di  diminuzione ,  onde  sia  cosi  aperta 
sempre  la  via  aH’infinilo,  o,  ciò  che  vale  lo  stesso,  manchi 
sempre  di  fine. 
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264.  Ora  qualsivoglia  diminuzione  sottoposta  a  questa  con¬ 
dizione  impreteribile  che  sempre  lasci  residui  suscettivi  di 
nuova  diminuzione  è  chiara  cosa,  che  presenta  due  aspetti 
inconcepibili;  uno,  che  perla  diminuzione  procedente  all'in¬ 
finito,  la  grandezza  finita,  possa  alla  fin  fine  arrivare  ad  es¬ 
ser  portata  all’  insigne  supremo  stalo  dell’evanescenza,  par¬ 
ticolarità  la  quale  non  si  può  ammettere  se  non  in  forza 
della  tacita  ma  insieme  necessaria  supposizione  di  infinita  reale 
eliminazione,  il  che  ripugna  alle  basi  già  poste. 

L’altro  si  è,  che  anco  nella  insigne  ipotesi,  che  la  di¬ 
minuzione  si  supponga  protraila  sino  all'infinito  e  si  voglia 
in  forza  di  sì  ardita  ed  inamissibile  supposizione,  ritenere 
la  grandezza  (sottoposta  a  diminuzione),  divenuta  evanescente 
o  zero,  questa  ipotesi  riesce  assurda;  imperciocché  dando 
alle  diminuzioni  tutto  il  potere  di  cui  sono  capaci,  e  dando 
loro  tutta  la  possanza  che  possono  esercire  sopra  una  grandezza 
in  origine  finita,  tuttavia  non  può  la  grandezza  pervenire  a 
tanto  di  piccolezza  che  si  abbia  diritto  di  considerarla  evane¬ 
scente  in  forza  di  una  diminuzione  regolata  da  legge  geome¬ 
trica,  la  quale  inchiude  rimprcterribile  precetto,  che  sempre 
resti  parte  finita  da  diminuire. 

265.  Per  rendersi  anco  più  familiare  l’importanza  dei 
due  inamissibili  aspetti  nei  quali  si  abbatte  la  dottrina  new¬ 
toniana,  proponiamoci  un  esempio  pratico,  cioè  supponiamo 
che  la  grandezza  sottoposta  a  queste  infinite  diminuzioni  sia 
espressa  per  a.  Questa  si  sottoponga  a  serie  geometrica  di 
diminuzioni  procedenti  all'infinito  ;  e  le  diminuzioni  siano  or¬ 
dinale  su  la  seguente  semplicissima  ipotesi ,  che  a  prima 
giunta  o  per  primo  termine  si  prenda  la  metà  parte  di  a; 
indi  la  metà  parte  del  residuo,  e  così  si  faccia  sempre. 

Già  s’intende  che  il  prenderne  la  metà  col  primo  ter- 
1  i  ì 

mine,  anzi  che — ,  ovvero  — ,  o  pure - è  sempre  la  stessa 

3  i  100 
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cosa,  c  la  serie  è  seuijire  di  ima  medesima  indole  e  oalura. 
Allora  avremo  il  complesso  delle  diminuzioni  di  eni  parliamo 

fl  fl  11 

espresso  dalla  seguente  serie,  a  n  —  4  ~  ~ 


Ora  fenriìiunci  per  un  istante  a  considerare  il  signifi¬ 
cato  di  questa  serie.  Il  geometra  seguendo  l'andamento  della 
serie  la  scrive;  e  dopo  alcuni  termini  indicanti  la  base  su 
cui  è  fondata  la  serie  ,  vi  appone  alcuni  segni  o  punti  in¬ 
dicanti  la  infinità  dei  termini  interposti,  e  voluti  per  giungere 
all'ultimo  termine  che  suppone  esser  quello  che  esprime  la 
distanza  infinita,  o  meglio,  che  compie  la  infinità  della  serie. 
Tutto  questo  è  quanto  basta  a  contentare  il  geometra  ,  ed 
è  quanto  ci  vuole  a  far  che  il  lettore  si  ammutolisca  c  ri¬ 
spetti  questo  ultimo  risultato,  che  a  dir  vero,  a  prima  giunta 
par  elle  vesta  l'aspetlo  di  evidenza  persuasiva. 

Ma  quando  la  nostra  mente  pone  attenzione  alla  di  lei 
esattezza  e  domanda  a  sè  stessa  ,  quale  e  quanto  è  il  ri¬ 
goroso  filosofico  significato  di  questa  forinola  che  essa  s'  è 
creata,  e  che  nella  sua  alla  importanza  pare  che  la  sba¬ 
lordisca  e  la  sopraffaccia,  cosa  debbo  pensarne?  Primamente 
conosce  (  volendo  esser  consentanea  a  se  medesima  )  clic 
1'  ultimo  termine  della  serie  contiene  un  significato  incom¬ 
prensibile  ,  essendo  che  i  punti  replicati  cd  usali  ad  espri¬ 
mere  la  infinità  dei  termini  sottintesi  sono  una  espressione 
insignificante.  In  fatti  smascherala  dalPimponimento  che  la 
serie  esercita  su  di  noi,  che  l’abbiamo  creala,  ma  guardandola 
ben  addentro,  dice  da  sè  stessa,  ohe  non  è  possibile  la  espres- 
a 

sione  — ,  perchè  l’infinito  esaurito  ripugna,  ed  anco  snp- 


ponendo  possibile  ciò  che  ripugna*  è  sempre  di  una  aperta 

a 

ripugnanza  che  —  riesca  indivisibile*  o  minor  d’ogni  data. 

00 

e  mollo  più  poi  evanescente;  e  perchè?  perchè,  è  alla  fin 
line  uno  dei  termini  della  nostra  serie,  ed  ogni  termine  I  ho 
dobbiamo  supporre  sempre  diminuibile  per  precetto  impre- 
lerribile,  o  meglio,  per  posizione  essenziale  della  legge  della 
serie;  non  possiamo  adunque  riconoscerlo  nè  per  ultimo, 
nè  per  indivisibile,  e  mollo  meno  per  evanescente.  Onde  le 

a 

nostre  posizioni:  una  cioè,  che  —  sia  I’  ultimo  è  impossi* 

OD 

sibile,  l’altra  che  sia  evanescente  è  anco  più  impossibile,  e 
ciò  anco  in  onta*  che  sia  sorpassala  la  prima  impossibilità. 

Che  cosa  deve  dunque  pensare  la  nostra  intelligenza  . 
che  si  pone  a  considerare  col  lume  di  ragione  queste  sue 
espressioni  o  forinole  matematiche?  Ella  deve  pensare,  clic 
quasi  senza  avvedersene  ha  posto  piede  in  una  regione  in¬ 
cognita,  e  di  tal  natura,  che  manca  di  mezzi  per  inoltrar- 
visi,  e  per  comprenderne  razionalmente  la  vastità  c  la  sua 
natura.  Non  proseguiamo  questi  pensieri ,  giacché  al  solo 
meditarli,  ognuno  ne  rimarrà  (almenle  compreso,  che  non 
saprà  più  che  pensare  nè  dire  della  seducente  forinola  geo¬ 
metrica  esprimente  la  nostra  serie. 

2G6.  Ma  ritorniamo  a  noi.  Questi  pensamenti  non  sono 
forse  sfuggiti  alla  mente  perspicacissima  dell’inglese  filosofo, 
perchè  poco  dopo,  nello  stesso  opuscolo,  alla  pagina  27, 
soggiunge  :  ~  nempe  quod  quotiens,  eum  x  sit  salis  parva 
quo  magis  producitur,  co  magis  ad  veritalem  accedit,  ut 
defeclus  (  p,  q,  vel  r,  eie.)  quo  disiai  ah  exaclo  valore  ip- 
sius  \  ,  (e  qui  si  noli  bene  che  Newton  allude  ah'  equa- 

X  ~  v) 

/.ione  [/  a  a  xx  —  ' 


tandem  evada!  minor  qua  vis 


—  2i8  - 

data  quanlitate  ,  et  in  infinitunn  producla  sit  ipsi  y 
mqualis.  zz 

Da  quest’  ultima  maniera  di  parlare  del  gran  Newton 
risulta  a  chiare  note,  che  egli  ritiene,  che  la  protrazione 
delle  diminuzioni  e  consecutiva  approssimazione  prolungata 
all’infinito  sia  capace  di  ridurre  aH’esatlezza  il  valore  di  y 
espresso  dalla  serie  prodotta  all’infiuilo. 

Ma  venuti  col  nostro  ragionamento  su  queste  nozioni, 
per  grazia,  i  lettori  si  richiamino  a  memoria  i  pensamenti 
espressi  nel  numero  precedente ,  e  si  comprenderà  quanto 
siano  infondate  le  dottrine  newtoniane,  e  per  lo  meno  quanto 
siano  lontane  da  quella  evidenza  aperta  e  spontanea,  che  sola 
ottiene  e  può  ottenere  il  pieno  assentimento  e  relativo  con¬ 
vincimento  della  nostra  ragione. 

Più  dalla  maniera  usala  dal  nostro  gran  geometra  ci 
viene  anco  veduto,  che  egli  comprende  di  essersi  posto  uni¬ 
camente  in  su  la  via  delle  approssimazioni,  perchè  espres¬ 
samente  dichiara,  quo  magis  producitur  eo  magis  ad  veri- 
tatem  accedit.  Ove  viene  da  osservarsi,  che  Newton  in  que¬ 
sto  luogo  si  aggira  in  un  equivoco,  perchè  la  via  di  appros¬ 
simazione  non  conduce  mai  ad  esattezza  se  non  cangiando 
di  natura, e  divenendo  via  di  rigore;  in  fatti  non  è  concetto 
giusto  quello  espresso  in  questo  luogo:  =z  che,  quo  magis 
producitur,  eo  magis  ad  veritalem  accedit,  zz  perchè  la  ve¬ 
rità  o  esiste,  e  si  raggiunge,  o  mal  si  può  dire,  che  le  siamo 
più  o  men  vicini,  finché  ne  siamo  sempre  discosti;  imper¬ 
ciocché  supponendo  v.  g.  che  il  numero  dieci  esprima  un 
valore  esatto,  ben  si  vede  che  tanto  il  tre,  quanto  il  quattro, 
il  sei,  Totlo  ed  il  nove,  non  sono  il  dieci,  e  ben  si  vede 
che  tutti  indistintamente  portano  con  sè  1*  impronta  piena 
dell’  inesalezza  ,  giacché  niuno  di  questi  numeri  pareggia 
l'esatto  valor  del  dieci;  e  niuno  per  quanto  vi  si  accosti  è 
il  dieci;  per  la  qual  cosa  questo  appropinquamento  all'esal- 
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tezza  del  dieci,  non  è  che  illusorio,  e  non  si  risolve  perciò 
che  in  una  seducenle  apparenza  di  ragionamento  verace. 

Ma  alcuno  ci  inviterà  a  riflettere,  che  in  questo  suo  dire 
l’inglese  ha  voluto  farci  presente  appunto,  che  il  nove  si 
accosta  più  al  dieci  che  rollo,  che  il  sette,  ecc.  e  per  questo 
motivo  esigerà  che  sia  riconosciuto  per  esatto  il  suo  modo 
di  esprimersi.  A  chi  credesse  però  di  proporre  così  fatta 
osservazione,  gli  diremo,  che  tutto  questo  va  bene  in- 
sino  a  tanto  che  alla  buona  si  considera  che  tra  il  valore 
del  nove  v.  g.  e  quello  del  dieci  vi  passa  una  differenza 
minore  di  quella  che  esiste  tra  il  selle  ed  il  dieci ,  ma 
quando,  come  appunto  è  nel  caso  nostro,  si  parla  deH'esatto 
valor  del  dieci ,  e  si  vuol  insinuare  V  appropinquamento  a 
questa  identità  di  valore ,  che  presenta  il  dieci,  niuno  dei 
ricordati  numeri  è  più  lontano  nè  più  vicino  dell'altro,  per¬ 
chè  a  rigore  lutti  ne  sono  infinitamente  lontani.  Queste  dot¬ 
trine  saranno  meglio  chiarite  in  progresso. 

267.  Intanto  proseguiamo  nell*  esposizione  delle  dottrine 
del  nostro  filosofo.  Questi  suoi  pensamenti  sono  meglio  di¬ 
chiarati  nell’  Opuscolo  secondo  ove  più  diffusamente  mani¬ 
festa  la  sua  dottrina  relativa  alla  scoperta  del  calcolo  su¬ 
blime.  Questo  Opuscolo  secondo  è  denominato  Methodus 
fluxionum  et  serierum  infmilarum .  La  dottrina  della  delle 
flussioni  la  appoggia  ai  due  seguenti  principii,  ricordati  alla 
pag.  53,  del  medesimo  Opuscolo. 

PROBLEMA  PRIMO. 

—  Longitudine  descripli  spalii  semper  (idest  quovis  lem- 
poris  momento  )  data  ,  invenire  velocitatem  molus  tempore 
proposito.  ~ 
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problema  secondo, 

—  Velocitale  molus  semper  dalu,  invenire  lougiludincm 
spalii  descripti  tempore  proposito. 

Si  e.  g.  in  aqualione  xx  ~y,  exponit  y  longiludinem 
sj>aiii  quodam  momento  temporis  percursi  (pag.  54) ,  quod 
lempus  mensuratur  et  deseriplum  exhibelur  ab  alio  spalio 
x  crescente  juxta  uniformem  celerilaleuTx  ;  exponet  2xx 
ceieritatem  ,  qua  spalmili  y  eodem  temporis  momento  pro- 
greditur  ad  ulteriorum  sui  dcscriplionem ,  et  vice  versa. 
Hinc  fu,  ut  in  sequenlibus  considerern  quanlilalcs  lamquam 
genitas  continuo  incremento,  ut  spalium,  quod  corpus  aut 
quoeli bel  res  mola  describit. 

Gum  aulem  hic  tempus  tantum  consideraudum  veniat, 
lamquam  exposilum  et  mensuralum «equabili  motu  locali, et  pre- 
lerea,  cum  so  Le  quanliiates  ejusdem  generis  invicela  comparaci 
valeanl,  ul  et  velocilates,  quibus  augentur  aut  minuunlur  : 
idcirco,  in  iis,  quae  sequunlur ,  lempus  formaliter  non 
considero,  sed  suppono,  quod  una  ex  proposilis  quanlitati- 
bus  bomogenea  cum  aliis  crescat  equabili  fluxu,  ad  quam 
celerà,  tamquam  ad  lempus,  referanlur,  qum  ideo,  per 
analogiam  non  inconeinne  dici  potest  lempus .  Quoties  igitur 
vox  lempus  in  sequenlibus  iuvenietur  (  eam  aulem  sepiu- 
scule  usurpavi  perspicuilalis  et  distinctionis  causa)  hoc  ver- 
bum  sumendum  est,  non  quasi  lempus  intellexissem  in  sua 
formali  signifiealione,  sed  lamquam  significans  quanlilatem 
illarn  a  tempore  diversam ,  cujus  aequabili  incremento  vel 
fluxu  lempus  exponilur  et  mensuratur. 

INunc  in  posterum  fluenles  vocabo  quanliiates  bas,  quas 
considero  tamquam  gradalim  et  indefinite  crescenles,  easque 
repraesentabo  per  ultimas  alfabeti  lilteras  x,  y,  u  et  z,  ni 
discerni  possint  ab  aliis  quanlitatibus,  quaj  in  aequalionibus. 
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consideratilur  lamquam  cognito;  et  determinala;;  et  quoe  id- 
circo  per  primas  alfabeti  lilleras,  a,  b,  c,  d,  e,  ecc.  expo- 
nunlur.  At  velocilates  quibus  singula;  (luenles  augentur  pei* 
molum  generantem  (quas  velocilates  appello  fluxioncs,  aut 
simpliciter  velocilates  vel  celerilates)  exprimuntur  iisdem 
lilleris  puncto  auclis,  sic  u  ,  x,  y  et  z;  idest  prò  celeri- 
tatc  quantitalis  u  pono  u  ,  et  eodem  paclo  prò  celerìtati- 
bus  aliarum  quanlilalum  x,  y,  et  z  scribain  x,  y ,  z  re- 
spectivc.  = 

268.  Dopo  aver  egli  esposto  queste  dottrine  si  mette  a 
dimostrare,  come  data  che  sia  la  relazione,  che  hanno  vi¬ 
cendevolmente  tra  di  loro  le  quantità  fluenti ,  con  questa 
relazione  si  determina  sempre  la  relazione  che  hanno  fra 
loro  le  flussioni .  Indi  venendo  di  proposito  al  fondamento 
tilosolìco  della  sua  dimostrazione  si  esprime  alla  pag.  59,  nel 
seguente  modo:  —  fluetilium  quanlilalum  momenta  (  vide- 
licet  earuin  partcs  indefinite  parva;;  quarum  accessione  in 
indefinite  exiguis  parlibus  temporis  quantitales  ipsoe  jugiler 
augentur  )  stilli  ut  velocilates,  quibus  fluitili  aut  croscimi. 

Quapropter,  si  motnenlum  alicu jus  (pula  x)  repraesen- 
lalur  facto  ex  ejus  celcritate  x  in  quanlitalem  indefinite 
parvam,  idest  (x  o)  momenlum  aliarum  u,  y  ,  z  repriesen- 
landum  eril  per  uo,  yo,  zo,  quia  uo ,  xo ,  yo  ,  zo  haheiq 
invicem  eandem  raiionem  quam  x,  u,  y,  z. 

Jam  quia  momenta  e.  g  ,  xo  ,  et  yo  sunt  incrementa 
indefinite  parva  ,  quibus  fluenlcs  quantitales  x  et  y  augen- 
lur  per  indefinite  parva  temporis  intervalla,  ex  co  sequilur 
has  quanlilales  x  et  y  post  indefinite  parva  temporis  spa¬ 
lla  evasisse  x  -h  xo  et  y  4-  yo.  ~ 

Ed  alla  png.  60  soggiunge,  per  dare  uua  verace  idea 
della  sua  quantità  indefinitamente  piccola:  ”  cum  autem 
linxerimus  o  quanlitalem  infinite  parvam  (ove  è  a  rimar¬ 
carsi,  che  fa  sinonimo  le  espressioni  di  indefinitamente  pie- 
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cola  grandezza  con  la  infinitamente  piccola  grandezza!),  ut 
exponere  posset  quanlUatum  momenta,  termini  in  eam  duoli 
prò  n  i  h  i  lo  possunt  haberi  cum  aliis  colla  ti  ^  eos  igitur  negligo, — 
E  nel  trattato  della  quadratura  delle  curve  si  intro¬ 
duce  con  le  seguenti  idee  :  —  Quantitales  mathematicas  * 
non  ut  ex  partibus  quam  minimis  constantes ,  sed  ut  motu 
continuo  descriptas  hic  considero.  Linee  describunlur  ac  de- 
scribendo  generantur,  non  per  appositionem  partium  ,  sed 
per  motum  continuum  punclorum;  superflcies  per  molum 
linearum,  solida  per  motum  superficierum,  anguli  per  rolatio- 
nem  laterum;  tempora  per  fluxum  continuum,  et  sic  in  cseteris. 
Hae  geneses  in  verum  natura  locum  vere  habent,  et  in  motu 
corporum  quolidie  cernuntur  ...  et  has  motuum  vet  incre- 
mentorum  velocitates  nominando  fluxiones ,  et  quantitales 
genitas  nominando  fluentes  incidi  paulatim  annis4665,  1666 
in  meihodum  fluxiouum.  z= 

269.  Esaminando  queste  posizioni  analitiche  o  geometri¬ 
che  del  grande  Inglese,  si  comprende  di  leggeri,  che  pre¬ 
senta  delle  nozioni  attinte  anzi  intieramente  apprese  dalla 
filosofia  o  geometria  del  Cavalieri  num.  d51e!52,  il  quale 
pure  aveva  aneli'  egli  tolta  da  quei  geometri  anteriori , 
che  vollero  assegnare  delle  genesi  alle  grandezze  geome¬ 
triche.  Ma  non  curandoci  di  questa  storica  origine  delle  no¬ 
zioni  che  a  noi  presentar  volle  il  filosofo  inglese,  che  per 
altro  sono  tutte  derivate  dalla  nazione  italiana,  fermiamoci 
a  considerare  che  da  queste  sue  dottrine  apertamente  fa 
vedere  che  ammetteva  pienamente  le  dottrine  di  Galilei  , 
cioè  che  Lindi  visibile  ,  o  meglio  la  grandezza  infinitamente 
piccola  la  considerava  e  la  riteneva  come  zero  in  compa¬ 
razione  della  grandezza  finita  num.  1 46  ecc.  =  cum  finxeri- 
mus  o  infinite  parvain  termini  in  eam  ducli  prò  nihilo  ha¬ 
beri  possunt.  —  Consimili  vedute  Intellettuali  erano  già 
state  abbracciale  anco  da  Fermai,  Wallis,  Keplero,  Barrow  ecc- 
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Si  comprende  pure  apertamente  che  Newton  fece  anco 
uso  delle  quantità  infinitamente  piccole  per  esprimere  con 
esse  le  prime  ed  ultime  ragioni,  cioè  i  primi  principii  ge¬ 
neratori  e  gli  estremi  momenti  del  moto  ;  ed  in  pari  tempo 
abbracciava  largamente  queste  dottrine,  onde  cacciar  fuori 
da' suoi  calcoli,  o  trascurare  in  essi  le  quantità  infinitamente 
piccole,  non  che  quelle  altre  che  di  valor  finito,  erano  mol¬ 
tiplicale  per  delle  quantità  infinitamente  piccole. 

270.  Qui  però  occorre  rimarcare,  che  la  genesi  mentale 
delle  grandezze  geometriche ,  in  forza  delle  quali  le  gran¬ 
dezze  vengono  considerate  quali  prodotti  del  concorso  infi¬ 
nito  di  elementi  infinitesimi  viene  in  mano  di  Newton  a 
perdere  qualche  volta  la  sublimità  del  concetto,  che  essa  ha  con¬ 
siderala  nella  sua  astrazione  e  generalità,  perchè  egli  ha  co¬ 
raggio  di  dire  schiettamente  ~  hae  geneses  in  verum  na¬ 
tura  locum  vere  habent,  et  in  molu  corporum  quolidie  cer- 
nunlur.  ~  Di  falli  in  questa  maniera  d'  esprimersi  esiste 
più  d’un  equivoco,  primo  perchè  niuno  può  provare,  che  il 
molo  reale  e  che  ha  luogo  negli  oggetti  reali  sussistenti  e 
moventisi,  risulti  da  momenti  infinitesimi  o  da  velocità  vir¬ 
tuali  considerate  anco  prima  da  Newton  cioè  dal  Galilei  come 
i  primitivi  generatori  del  movimento  e  delle  rispettive  velo¬ 
cità  del  molo  generale  ed  astrattissimo  ;  quindi  il  passare 
daH'astratto  suscettivo  di  tulli  i  concetti  infinitesimi  sublimis¬ 
simi,  e  trasferirsi  al  concreto,  al  quale  non  può  competere 
nella  intera  sua  estensione,  la  proprietà  del  continuo,  è  equi¬ 
voco  non  piccolo ,  e  per  lo  meno  una  larghezza ,  che  mal 
s'addice  al  rigor  geometrico. 

Secondo  perchè,  deducendo  le  genesi  di  tutte  le  gran¬ 
dezze  geometriche  dal  molo,  è  formarne  una  produzione  di 
prodotti  che  l’animo  non  può  concepire  ;  imperciocché,  come 
si  è  già  detto  qui  innanzi,  niuno  sa  concepire  come  il  punto 
possa  muoversi ,  niuno  intende  coinè  il  punto  senza  parli 


prodm*  possa  la  lunghezza  ,  ninno  comprende  clic  la  lun¬ 
ghezza  possa  ingenerare  la  superficie,  e  quest* ultima  il  so¬ 
lido,  e  così  prosiegui,  num.  24  ecc. 

271  Ma  seguitiamo  ad  esporre  i  suoi  pensamenti  diesi 
riferiscono  alla  grande  scoperta  dell’  analisi  infinitesimale  ; 
nel  secondo  Opuscolo  parimenti  parlando  della  trocoide  ani¬ 
melle.  che  faccia  un'angolo  infinitamente  maggiore  di  quello 
che  fa  un  circolo  qualunque  con  una  data  reti  a.  zr  Qua- 
propler  irochois  facit  angulum  contaclns  infinite  majoretti 
ilio  queiri  circulus  quivis  Tacere  polest  cum  recta  linea 
sed  dantur  angui!  contactus,  qui  sunt  infinite  majores,  (piani 
quilibel  ex  iis,  quos  facit  Irochois,  et  alii  rursus  bis  infi¬ 
nite  majores,  et  sic  in  infinitum.  =z 

Qui  Newton  senza  esservi  guidalo  da  veruna  elevala 
filosofica  dottrina  razionale,  ma  scorlo  dalla  sola  profonda 
cognizione  che  aveva  della  scienza  o  meglio  proprietà  delle 
curve  si  trovò  condotto  nel  santuario  dell'Infinito*  e  dell'In¬ 
finito  dello  stesso  infinito.  Santuario  al  quale  erano  già  per¬ 
venuti  e  i  pitagorici,  e  l'aulor  dell’  indivisibile,  c  dopo  lui 
rnoll'aliri. 

272  II  nostro  Fiorentino  però  più  versalo  ed  approfon¬ 
dilo  dell'inglese  nella  filosofia  razionale  ,  quindi  più  circo¬ 
spetto,  e  più  conoscente  delle  difficoltà  razionali  che  si  af¬ 
facciano  all’animo  in  causa  della  ammissione  di  codesti  in¬ 
finiti,  ed  infiniti  maggiori  degli  stessi  infiniti,  rista  vasi  dal- 
T  ammetterli ,  e  ritraeva  il  pensiero  da  questi  incomprcnsi- 
bili  ed  in  pari  tempo  iiiamissibili  concetti,  mentre  Newton 
all’ invece  pone  largamente  queste  dottrine  senza  nemmeno 
dare  a  divedere  che  sentisse  la  forza  delle  gravi  difficoltà 
che  includevano,  difficoltà  che  nessuno  saprebbe  risolvere. 
E  si  dice,  clic  nessuno  può  risolvere  le  difficoltà  ebe  insor¬ 
gono  nell' animo  e  ad  esso  si  presentano,  perchè  non  fa 
bisogno  di  esser  filo  olì  e  profondi  pensatori  per  compirli- 
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dorè  come  sia  ripugnante  il  concetto  di  un'inlinilo  infinita¬ 
mente  maggiore  di  un  altro. 

273.  Newton,  nell'  opuscolo  terzo  denominalo:  Introdu¬ 
zione  alla  quadratura  delle  curve ,  dopo  avere  additato 
il  metodo  geuerale  di  ritrovare  in  ogni  caso  contingibile  la 
flussione  di  una  quantità  indeterminala  ed  insieme  generale 
come  è  xn,  prosieguo  in  tal  modo  :  rr  similibus  argumentis 
per  methodum  ralionum  primarum  et  ultimarum,  colligi  pos- 
sunt  fluxiones  linearum  seu  rectarum,  seu  eurvarum,  ut  et 
fluxiones  superfìcierum,  angulorum  et  aliarum  quanlitatum. 

In  finilis  autem  quantilatibus  analysin  sic  instituere,  et 
finitarum  nascentium  vel  evanescentium  raliones  prirnas  vel 
ultimas  investigare,,  consonum  est  geometrige  veterum;  et 
volui  estendere  quod  in  methodo  fluxionum  non  opus  sit 
fìguras  infinite  parvas  in  geometriam  introduccre.  Peragi  la- 
men  potest  analysis  in  figuris  quibuscumque,  seu  finitis,  seu 
infinite  parvis,  quae  figuris  evanescentibus  finguntur  similes, 
ut  et  in  figuris ,  qua3  per  methodos  indivisibilium  prò  infi¬ 
nite  parvis  haberi  solent,  modo  caule  procedas 

274.  In  questo  opuscolo  e  con  questo  ragionamento  in 
esso  dispiegato  ravvicina  il  suo  nuovo  metodo  delle  flussioni, 
o  delle  quantità  infinitamente  piccole  coi  melodi  degli  an¬ 
tichi  e  degli  indivisibili  ,  ed  in  pari  tempo  in  questo  opu¬ 
scolo  lo  vediamo  però  in  via  di  l’atto  prevalersi  intiera¬ 
mente  delle  dottrine  di  Galilei,  di  Fermai,  di  Barrow,  cioè 
delle  dottrine  di  ritenere  la  quantità  infinitamente  piccola 
come  incapace  di  alterare  il  valore  di  una  quantità  finita; 
(piando  la  infinitesima  sia  aggiunta  o  sottratta  alla  medesima 
quantità  finita:  zz  cum  finxerimus  o  infinite  parvam  ter¬ 
mini  in  cam  ducli  prò  nihiló  haberi  possunl,  cos  igitur  ne¬ 
gligo  Ove  è  a  rimarcarsi,  che  i  termini  di  valor  finito 
moltiplicali  per  una  grandezza  infinitesima  presentano  un 
valore  infinitesimo,  e  questo  egli  lo  considera  eguale  a  zero  e 

45 


ciò  anco  senza  la  circospezione  di  considerarlo  tale  in  com¬ 
parazione  della  quantità  finita.  E  nell'opuscolo  XIII  pag.  565 
scrive  :  —  terminos  mulliplicalos  per  o  tamquam  infinite 
parvos  dele  La  stessa  sentenza  aveva  già  manifestalo 
parlando  della  quantità  minor  di  ogni  data,  la  quale  da  lui 
si  considera  come  trascurabile  e  perciò  indistintamente  come 
zero,  o  ciò,  che  vale  lo  stesso,  come  incapace  ad  alterare 
Io  stato  od  il  valore  di  una  qualsivoglia  analoga  grandezza 
finita.  Qualche  altra  volta  fa  uso  del  metodo  dei  limili  ,  e 
poco  più  poco  meno  come  n'  aveva  usato  il  suo  inventore 
Archimede.  Parla  pure  ed  adopera  anco  il  metodo  delle  esau- 
stioni,  esso  pure  antico,  il  quale  in  quanto  alla  sua  dottrina 
si  risolve  in  quello  delle  prime  ed  ultime  ragioni,  non  che 
in  quello  dei  limiti. 

275.  Nella  sua  grand'opera:  Philoso pince,  naluralis  Prin¬ 
cipia  mathematica  sezione  I.a  tom.  I.°  pag.  28  (edizione  di 
Londra,  4724)  scrive  Lem.  I:~  Quantitates  ut  et  quantitalum 
rationcs,  quoe  ad  sequalitatem  tempore  quovis  finito  conslan- 
ler  tendunt,  et  ante  finem  temporis  illius  proprius  ad  invi¬ 
celi!  accedunt  quam  prò  data  quavis  differentia,  fieni  ultimo 
mquales. 

Si  negas,  fiant  ultimo  inaequales,  et  sii  earum  ultima 
differentia  D  ;  ergo  nequeunt  proprius  ad  cequalitalem  ac¬ 
cedere,  quam  prò  data  differentia  D;  contra  hypolhesin. 

Lem.  II. 

Si  in  figura  quavis  A  ac  E,  rectis  Aa,  AE,  et  curva  ac 
E  compreheusa ,  inscribanlur  parallelogramma  quoteumque 
Ah,  Bc,  Cd  eie.,  sub  hasihus  AB,  BC,  CD,  etc.  aequalibus, 
et  laterihus  Bh,  Cc,  Dd  eie.  figurse  Interi  Aa,  paralleli  con¬ 
tenta;  et  compleantur  parallelogramma  a  K  h  L,  h  L  c  m, 
c  M  d  il  etc.;  dein  lioruin  parallelograinmorum  laliludo  mi- 
nuatur,  et  numerus  augeatur  in  infinilum  :  dico  quod  ulu¬ 
line  rationcs  quas  habent  ad  se  invicem  figura  inscripla  A 
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K  b  L  c  IVI  d  I),  el  circumscripla  A  a  I  b  m  e  n  d  o  E , 
et  curvilinea  A  a  b  c  d  E  sunl  rationes  tequalilalis. 


Nani  figuroe  inseriptae  et  cireumscriplm  differenlia  est 
sutnma  parallelogrammorum  K  I,  L  m,  M  n.  Do,  hoc  est 
(oh  a;quales  omnium  bases)  reclangulnm  sub  unius  basi  K  b, 
et  allitudinum  summa  A  a,  idest  reclangulum  A  B  I  a.  Sed 
hoc  reclangulum  ,  co  quod  lalitudo  ejus  A  B  in  infinilum 
minuilur  fìt  minus  quovis  dato.  Ergo  (per  lemma  primum) 
figura  inscripla  et  circumscripla,  et  multo  magis  figura  cur¬ 
vilinea  intermedia  fieni  ultimo  sequales.  q.  e.  d.  — 

276.  Si  prega  il  lettore  a  considerare  che  questo  primo 
lemma  era  come  un  principio  di  gran  moda  quando  New¬ 
ton  scriveva  questa  sua  celebre  opera,  e  perciò  non  è  mera¬ 
viglia  se  questo  sommo  l'abbia  usato  senza  mollo  pensarvi 
sopra,  ed  anco  a  preferenza  della  sua  nuova  dottrina  delle 
flussioni. 

Di  fatti,  se  con  la  sua  perspicacia  lo  avesse  richiamato 
a  sindacato  avrebbe  anco  conosciuto,  che  la  natura  del  primo 


lemma  era  nula  razionale  soggettiva,  e  che  in  esso  si  sta¬ 
biliva,  clic  tanto  le  grandezze,  quanto  le  loro  ragioni,  che 
in  un  tempo  finito  si  accostavano  all'  eguaglianza ,  e  che 
avanti  che  questo  tempo  fosse  finito  erano  già  divenute  mi¬ 
nori  di  tutte  le  date,  diventavano  alla  fin  fine  eguali,  tutto 
questo  lemma  razionale  ipotetico  ,  come  solenne  ipotesi  si 
sarebbe  presentato  a  lui  chiaro  cd  irrefragabile.  In  tal  caso 
1J  inglese  copiando  il  lemma  avrebbe  ommesso  la  prova  o 
la  dimostrazione  di  esso  come  al  lutto  disutile  ed  incon¬ 
cludente ,  perchè  ne  avrebbe  intesa  tutta  la  concludenza; 
di  fatti  in  essa  si  dice,  se  tu  Io  nieghi ,  riescano  alla  fin 
fine  ineguali  e  la  lor  differenza  sia  D;  ma  quando  per  ipo¬ 
tesi  si  è  supposto  ed  ammesso  che  la  differenza  sia  dive¬ 
nuta  minor  di  ogni  data,  è  strana  per  non  dirla  ridicola 
ipotesi,  che  sia  cioè  D  finita;  quindi  il  credere  di  conchiu¬ 
dere  ad  assurdità  con  questa  contraria  posizione  è  puerile 
petizione  di  principio.  Ma  intralasciando  di  più  oltre  dire 
circa  questa  illusoria  dimostrazione  del  lemma,  osserviamo 
che  esso  è  tutto  ipotetico  razionale,  o  soggettivo. 

277.  Intanto  venendo  al  secondo  lemma,  è  pregalo  il  let¬ 
tore  a  voler  considerare,  che  questo  contiene  dottrine  af¬ 
fatto  diverse  da  quelle  del  primo.  In  quest'  ultimo  tutto  è 
supposto,  e  quando  nelle  supposizioni  non  vi  siano  idee  esclu- 
dentisi,  niuna  difficoltà  può  esistere,  che  ci  impedisca  di  ri¬ 
conoscerlo  per  vero,  ed  ammetterlo;  nel  secondo  lemma 
all'invece,  egli  passa  ad  un  caso,  non  astratto,  ma  concreto, 
cioè  esso  viene  a  dimostrazione  concreta  di  eguaglianza  di 
grandezze,  le  quali  benché  astratte,  da  prima  erano  però  sup¬ 
poste  disuguali. 

Egli  lenta  adunque  nientemeno  che  di  provare, che  alla 
fin  line  le  ultime  ragioni  o  i  supremi  residui  delle  linee  rette 
sono  eguali  a  quelli  delle  linee  curve,  e  ciò  che  ancor  più 
imporla,  egli  tratta  di  arrivare  a  questa  concreta  dimostrazione 
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colla  posizione  di  un  impiccolamento  dei  parallelogrammi 
porlato  all'infinito  c  protratto  all'Infinito:  —  dein  horuni  pa- 
rallelogrammorum  laliludo  minualur,  et  numerus  augealur 
in  infinilum  =. 

Ora  credo  che  nessuno  durerà  fatica  a  ravvisare  l'anti¬ 
logia,  che  esiste  e  traspare  in  questo  ragionamento,  che  serve 
di  dimostrazione  al  secondo  lemma.  Nel  primo  lemma  ove 
tutto  rimane  soggettivo  ed  in  islato  di  puro  principio,  o  di 
semplice  posizione  razionale,  le  posizioni  in  esso  contenute, 
come  ipotetiche,  possono  aver  luogo  e  costituire  la  verità  del 
lemma  in  via  ipotetica  bensì,  ma  per  altro  anco  persuasiva: 
ma  nel  secondo  lemma  ove  si  viene  a  concreta  pratica  iden¬ 
tificazione  od  a  concreta  eguaglianza  di  grandezze  disuguali 
e  per  valore  e  perfino  per  natura,  bisogna  in  buona  ed  im- 
prelerribile  regola  di  logica,  che  Y  impiccolimento,  all*  infi¬ 
nito  prodotto,  ed  appropriato  ai  parallelogrammi,  sia  non 
solo  asserto  ed  in  via  razionale  supposto ,  ma  questo  im- 
piccolimenlo  infinito  deve  avere  realtà  ed  esistenza  concreta. 
Ora  un  impiccolimento  infinito  concreto  ripugna;  dunque  nulla 
la  induzione  ultima  del  lemma  ,  induzione  procedente  della 
realtà  dell' impiccolimento  ;  dunque  nulla  la  dimostrazione 
del  secondo  lemma,  nullo  il  lemma  medesimo. 

Esaminiamo  un  poco  più  diffusamente  questo  nostro 
pensamento. 

Nel  primo  lemma  si  stabilisce,  che  due  grandezze  suppo¬ 
ste  disuguali,  se  di  queste  la  differenza  venisse  a  diminuire 
in  modo  da  riuscire  minor  di  ogni  data,  allora  si  ritengono 
eguali.  Questo  lemma  in  via  soggettiva  razionale  ed  in  via 
al  tutto  condizionata  ipotetica,  supponiamo  pure  che  abbia 
luogo,  e  pienamente  luogo. 

In  questo  lemma,  lutto  ipotetico,  si  tace  circa  il  modo 
di  ridurre  la  quantità  (  che  era  la  differenza  )  allo  stalo  di 
minor  di  ogni  data;  nel  secondo,  che  si  sente  il  bisogno  pra- 
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tico  (li  aver  in  mano  questa  minor  di  ogni  data,  si  ricorre 
al  mezzo  proposto  da  Euclide  e  da  altri,  di  diminuire  all'iii- 
fìnilo  la  differenza  ,  e  di  fatti  acciò  il  secondo  lemma  sia 
avverato  in  concreto,  conviene,  che  in  concreto  sia  posta 
questa  infinita  diminuzione.  Se  dunque  in  questo  secondo 
lemma  la  diminuzione  infinita  non  si  prova,  ma  si  suppone, 
o  si  annuncia  senza  prova,  e  se  questa  infinita  diminuzione 
è  supposta  e  non  provala,  come  mai  si  potrà  ricavarne  la 
conseguenza  finale  concreta  dell'  identificazione  delle  figure 
rettilinee  inscritte  e  circoscritte,  e  della  curva  che  giace  in 
mezzo  a  loro  ? 

Se  poi  per  aggiunta  vorremo  portare  la  nostra  consi¬ 
derazione  sopra  tutte  le  ragioni  sino  ad  ora  arrecate  da  noi 
per  provare,  che  non  solo  in  via  di  fatto,  ma  nè  anco  in  via 
teoretica  si  può  pervenire  aH'esaurimento  dell'infinito,  ci  verrà 
di  leggieri  apertamente  veduto,  che  non  solo  qui  si  suppone, 
e  non  si  prova  una  diminuzione  protratta  aH  infinito,  ma  che 
ripugna  persino  il  supporla;  il  che  ci  fa  vie  maggiormente 
comprendere  inconcludente  questo  lemma. 

Questo  è  sempre  stato,  e  sarà  sempre  Io  scoglio  irre¬ 
movibile  nel  quale  vengono  ad  urlare  ed  a  infrangersi  tulle 
queste  dottrine  astratte  soggettive  quando  si  vogliono  appli¬ 
care  a  dimostrazioni  concrete  ogni  qual  volta  non  si  abbiano 
i  mezzi  di  rendere  le  basi  delle  dimostrazioni  concrete. 

Ora  chi  verificherà  la  protrazione  delle  diminuzioni  al¬ 
l’infinito  ?  Chi  renderà  concreta  questa  trascendente  even¬ 
tualità  ? 

Se  insistiamo  su  questo  oggetto,  si  è  perchè  esso  con¬ 
cerne  non  solo  un  lemma  od  una  posizione  fondamentale  di 
una  delle  più  celebrate  opere  del  sistema  mondiale,  ma  mollo 
più  perchè  risguarda  un  cardine  della  dottrina  antica  e  di 
molle  dimostrazioni  geometriche  nelle  quali  entrano  linee 
rette  e  curve  comparativamente. 
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E  ritornando  per  poco  sopra  queste  considerazioni,  pro¬ 
vano  ad  ammettere  (per  semplice  ipotesi),  che  la  diminu¬ 
zione  protratta  all' infinito  fosse  possibile;  ammettiamo  che 
polene  essere  praticamente  verificaia ,  o  ciò  che  vale  lo 
stesso,  riteniamo  per  un  momento,  diminuiti  infinitamente 
questi  parallelogrammi  esibitici  dalla  figura  del  secondo  lemma; 
qual  guadagno,  domandiamo  noi ,  qual  guadagno  avremmo 
fatto  ?  quale  evidenza  o  certezza  avremmo  procacciala  al 
secondo  lemma?  Niuna  piena  certezza,  niuna  rigorosa  di¬ 
mostrazione.  E  in  vero,  si  richiami  a  memoria  ciò  che  si 
è  già  dimostrato  avanti  N.  235  e  seguenti  sino  a  244,  e  ve¬ 
dremo  ,  che  con  tali  mezzi  siamo  sempre  fuori  di  strada 
per  giungere  alla  dimostrazione  di  cui  trattasi. 

Finalmente  per  comprendere  in  pien  meriggio  come  lo 
impiccolimenlo  dei  parallelogrammi  sia  di  niun  significalo 
in  riguardo  al  fine  inteso  da  Newton,  si  osservi,  che  l'ultima 
induzione  si  riduce  a  darci  per  identiche  linee  diverse  e  di 
diverso  valore,  ed  a  presentarci  la  mostruosa  assurdissima 
idea,  che  la  curva  sia  identica  con  la  retta!  Se  tanta  assur¬ 
dità,  non  basta  ad  aprir  gli  occhi  onde  conoscere  la  sua  impos¬ 
sibilità,  o  almeno  l’inettezza  dei  metodi  impiegati  e  costituenti 
la  dimostrazione  di  questo  secondo  lemma,  certamente,  clic 
ei  ci  conviene  ritenere,  che  abbiasi  smarrito  il  lume  della 
ragione. 

Per  ultimo  vediamo  se  ammesso  1'  infinito  impiccoli- 
mcnlo,  il  che  è  niente  manco  che  ammettere  l’impossibile, 
vediamo,  dico,  a  quale  risullamento  conduca  una  sì  fatta  ipo¬ 
tesi.  Egli  è  evidente  che  sino  a  tanto  che  i  parallelogrammi 
diminuiti  rimangono  dell’ordine  finito,  sempre  l'esterno  po¬ 
ligono  circoscritto  è  di  diverso  valore  dell’  inscritto,  e  la 
curva  è  diversa  sempre  dall’uno  e  dall’altro  ;  e  quando  per 
concessa  ipotesi  la  diminuzione  fosse  portala  all'infinito,  al¬ 
lora  ci  si  presentano  infinitesimi  i  parallelogrammi ,  però 
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sono  ancora  parallelogrammi,  quindi  quello  clic  accade  ,  e 
quello,  clic  è  vero  dèi  parallelogrammi  grandi,  è  sempre  vero 
anco  degli  infinitesimi ,  fino  a  che  non  si  riducano  ad  un 
punto  solo  ;  ma  allora  appunto  quando  tutte  le  linee  ed  i 
parallelogrammi  son  ridotti  ad  un  punto  solo ,  allora  di¬ 
ciamolo  francamente,  non  esistono  nè  rette,  nè  curve,  nè 
parallelogrammi,  ed  allora  è  sfumala  ogni  nostra  dimostra¬ 
zione  rigorosa  perchè  abbiam  distrutto  ogni  parallelogrammo. 

Particolarità  che  ben  considerata  dimostra  anco  V  as¬ 
surdità  del  metodo  impiegato,  consideralo  in  relazione  al  fine 
cui  si  indirigge. 

Basti  intanto  questo  poco;  ritorniamo  in  su  la  via 
filosofica  nella  quale  ci  siamo  posti,  e  proseguiamo  il 
filo  di  altri  pensamenti  di  Newton  relativi  a  queste  sue 
dottrine. 

Alla  pag.  37  e  38  della  medesima  opera  egli  ci  dice: 
—  Pramisi  vero  lime  lemmata  ut  effugerem  laedium  dedu- 
cendi  longas  demonstrationes  more  veterum  geomelrarum 
ad  absurdum.  Contractiores  enirn  reddunlur  demonstrationes 
per  methodum  indivisibiliuiu.  Sed  quoniam  durior  est  indi- 
visibilium  hypothesis,  et  propterea  methodus  illa  minus  geo¬ 
metrica  censetur,  malui  demonstrationes  rerum  sequentium 
ad  ultimas  quantitatum  evanescenlium  summas  et  raliones, 
primasque  nascentium ,  idest,  ad  limiles  summarum  et  ra- 
tionum  deducere;  et  propterea  limitum  illorum  demonstra¬ 
tiones  qua  potui  brevilate  prmmitlere.  His  enim  idem  proc- 
slatur  quod  per  methodum  indi visibìlium  ;  et  principiò  de- 
inonslratis,  jam  tutius  utemur. 

Proinde  in  sequentibus,  si  quando  quantitatcs  lamquam 
ex  particulis  constantes  consideravero,  vel  si  prò  rectis  usur- 
pavero  lineolas  curvas,  nolim  indivisibilia,  sed  evanescenlia 
indivisibilia ,  non  summas  et  rationes  parlium  determinata- 
rum ,  sed  summarum  et  rationum  limiles  semper  intelligi. 


Viinquc  lalium  demonstrationuni  ad  melhodum  prmcedentium 
lcmmatuin  sempcr  revocavi. 

Objectio  est,  quod  quanlitalum  evanescenlium  nulla  sit 
ultima  proportio;  quippe  qua?  antequam  evanuerunt  ,  non 
est  ultima,  ubi  evanuerunt,  nulla  est.  Sed  et  eodem  argu- 
mento  oeque  contendi  posset  nullam  esse  corporis  ad  certuni 
locum,  ubi  motus  finiatur,  pervenientis  velocilatem  ullimam: 
liane  enim,  ante  quam  corpus  allingit  locum,  non  esse  ul¬ 
limam,  ubi  allingit,  nullam  esse. 

Et  responsio  facilis  est:  per  velocilatem  ullimam  intcl- 
ligi  eam,  qua  corpus  movelur ,  neque  ante  quam  allingit 
locum  ultimum  et  motus  cessai,  neque  poslea ,  sed  Urne 
curn  allingit  :  idcsl ,  illam  ipsam  velocilatem  qua  cum  cor¬ 
pus  allingit  locum  ultimum  ,  et  qua  cum  motus  cessai.  Et 
similiter  per  ullimam  ralionem  quantilalum  evanescenlium, 
intelligendam  esse  ralionem  quantilatum ,  non  ante  quam 
evanescant,  non  poslea,  sed  qua  cum  evanescunt.  Pariteret 
ralio  prima  nascentium  ,  est  ratio  qua  cum  nascunlur.  Et 
summa  prima  et  ullima,  est  qua  cum  esse  (vel  augeri  aul 
minili)  incipiunt  et  cessant.  Extat  limes  quem  velocilas  in 
fine  motus  attingere  potest,  non  aulem  transgredi.  Haec  est 
velocilas  ullima.  Et  par  est  ratio  limilis  quantilatum  et  pro- 
pritionum  omnium  incipientium  et  ccssantium.  Cumque  bic 
limes  sit  cerlus  et  definitus,  problema  est  vere  geomelricum 
eundem  determinare. 

Geometrica  vero  omnia  in  aliis  geometricis  delerminandis 
ac  demonslrandis  legitime  usurpantur. 

Contendi  eliam  potest,  quod  si  denlur  ultima?  quantita¬ 
lum  evanescenlium  raliones,  dabuntur  et  ultima?  magnitudi- 
nes:  et  sic  quanlilas  omnis  conslabit  ex  indivisibilibus,  con- 
tra  quam  Euclides  de  incommensurabilibus,  in  libro  decimo 
elementorum  demonstravit.  Veruni  luec  objectio  falsa?  inni- 
lilur  hypolbesi.  Ultima?  raliones  illre  quibuscum  quanlilales 
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evanescunl,  revera  non  sunt  raliones  quanlilalutn  ullimnrum 
sed  limiles  ad  quos  quanlilatum  sine  limile  decrescenlium 
raliones  sempcr  appropiuquant;  el  quas  propius  assequi 
possunt,  quam  prò  data  quavis  differentia  ,  numquam  vero 
transgredi,  ncque  prius  attingere  quam  quanlilales  diniinu- 
unlur  in  infìnilum. 

Rem  clarius  inlelligetur  in  infinite  magnis;  si  quantità- 
tes  duoe  quarum  dala  esl  differenza  augeantur  ininfinitum, 
dabitur  barimi  ullima  ratio,  niniirum  ratio  aequalitatis,  uec 
tamen  ideo  dabuntiir  quantitates  ullimce  seu  maximoe,  quorum 
ista  est  ratio. 

In  sequentibus  igitur,  si  qiiando  facili  rerum  concepì 
consulens  dixero  quantitates  quam  mìuimas,  vel  evanescentes 
vel  ullimasj  cave,  intelligas  quantitates  magnitudine  deter¬ 
minatasi  sed  cogita  semper  determinandas  sine  limite.  ^ 
277.  Ho  creduto  cosa  ben  fatta  riportare  per  intiero  que¬ 
sti  suoi  pensamenti  perchè  alla  fine  sono  quelli  sopra  dei 
quali  Newton  fonda  la  sua  principale  filosofia  intorno  le  cose 
matematiche,  prescindendo  in  questo  luogo  delle  sue  opi¬ 
nioni  relative  alla  scoperta  della  nuova  analisi  sublime,  già 
per  lo  innanzi  ricordata. 

Quest'opera  di  Newton  nella  quale  espone  i  suoi  prin¬ 
cipi!  matematici  della  filosofia  naturale  è  una  delle  più  pre¬ 
giale  produzioni  che  abbia  a  noi  lasciato  questo  grand'uomo. 
Sarebbesi  creduto,  che  nel  compilarla  dovesse  far  uso  della 
nuova  sua  analisi,  ma  qual  che  ne  sia  stato  il  suo  pensiero, 
egli  non  si  è  che  pochissimo  e  quasi  mai  servilo  dei  prin¬ 
cipi!  della  sua  nuova  scoperta,  e,  anco  allora  che  lo  ha 
fatto,  appare,  che  non  siasi  a  questi  appigliato  se  non  quando 
gli  occorreva  di  impinguare,  se  così  può  dirsi,  e  render  plau¬ 
sibili  i  principi!  antichi,  sopra  dei  quali,  come  si  vede,  ha 
fondalo  ed  elaborato  quest'opera  medesima. 

Se  fossimo  interpellati  a  dire  quello  che  ne  pensiamo 
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circa  fiucslo  slI°  contegno,  diremmo  che  sebbene  questo  gran- 
duom0  avesse  ben  compresa  ed  anco  felicemente  adoperala 
|a  dottrina  degli  infinitesimi,  tuttavia  non  crasi  forse  abbat¬ 
tuto  in  formola  di  calcolo,  a  parer  suo,  abbastanza  gene¬ 
rale  ,  che  abbracciasse  tutte  le  possibili  applicazioni  che 
si  allacci3110  alla  vasta  sua  facoltà  comprensiva. 

Questo  però  sia  detto  in  via  di  apparente  verosimiglianza. 

Venendo  alle  sue  opinioni  spiegate  nei  passi  or  ora  ar¬ 
recati  5  tentiamone  una  filosofica  investigazione  a  fine  spe¬ 
cialmente  di  meglio  chiarire  quanto  siam  venuti  esponendo 
intorno  alla  filosofia  della  matematica  antica.  Questo  appa¬ 
rirà  un  passo  incidentale  e  retrogrado,  ma  chi  vorrà  con¬ 
siderare,  che  avanti  non  poteva  esser  fatto  perchè  contiene 
delle  cose  attinenti  intimamente  alla  nuova  analisi,  conoscerà 
che  questa  è  una  ragione  che  ci  assolve  da  tutta  questa 
apparente  retrocessione. 

poi  diremo  ancora,  che  le  riflessioni  che  addurremo 
serviranno  a  chiarire  un’altra  rilevante  circostanza,  quella  cioè 
del  poco  conto  che  ha  fatto  Newton  della  sua  nuova  sco¬ 
perta.  Noi  ci  asterremo  dal  commentare  e  dal  fare  delle 
congetture  sopra  questa  circostanza,  perchè  sarebbe  un 
escire  dal  retto  sentiero. 

Da  principio  il  grande  inglese  dichiara,  che  a  questa 
sua  opera  fa  precedere  dei  lemmi ,  de'  quali  i  due  princi¬ 
pali  e  cardinali  sono  appunto  quelli  da  noi  qui  innanzi 
riportai  e  la  ragione  di  aver  fatto  precedere  alla  sua  opera 
questi  lemmi,  la  ripone,  nel  poter  con  essi  dimostrare  tutte 
le  propostoti  in  essa  contenute  (  tra  le  quali  ve  ne  sono 
molle  degli  antichi  )  senza  ricorrere  alle  lunghe  e  tediose 
dimostratoti  ricavate  dall’assurdo. 

Via  non  ravvisandosi  in  questi  suoi  lemmi  alcuna  nuova 
idea,  la  finale  li  renda  più  rigorosi  e  facili  di  quelli  degli  antichi, 
anzi  non  presentando  essi  che  la  pura  dottrina  antica,  non 
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si  sa  comprendere  come  egli  abbiavi  ravvisala  lauta  evidenza 
onde  possa  ritenersi  dispensalo  dal  ricorrere  all’assurdo  come 
sempre  o  quasi  sempre  in  consimili  casi  si  son  tenuti  in 
dovere  di  fare  gli  antichi  ,  i  quali  quantunque  acutissimi 
ragionatori,  pure  non  seppero  mai  gridare  al  pieno  convin¬ 
cimento  ed  al  perfetto  rigore  senza  il  ricorso  all'  assurdo. 
Questo  però  sia  detto  in  via  storica  ;  e  per  quello  ri- 
sguarda  il  merito  dei  lemmi  riportali,  lemmi  che  sono 
essi  medesimi  fondati  sopra  l'assurdo  dal  quale  vuol  pre¬ 
scindere,  ognuno  può  comprenderne  l' incongruenza. 

277.  Che  poi  il  metodo  (com'  egli  dice)  degli  indivisibili 
sia  più  breve ,  la  è  questa  una  confessione  con  la  quale 
ravvisa  in  questo  metodo  una  qualità ,  che  gli  doveva  me¬ 
ritare  la  preferenza;  e  forse  ciò  è  stato  conosciuto  dal  no¬ 
stro  filosofo,  che  per  isdebitarsi  dal  farne  uso  o  dal  far  onore 
all'altrui  dottrina,  lolla  qualificalo  per  metodo  troppo  duro  e 
poco  geometrico,  e  intanto  esso  era  la  stessa  sua  scoperta  !  A 
dire  la  verità  dobbiam  credere  che  un  sì  fatto  modo  di  par¬ 
lare  non  sia  in  armonia  eolia  vastità  delbingegno  di  Newton, 
e  pare  che  abbia  proprio  piuttosto  voluto  disdegnare  una 
filosofia  italiana  e  nuova  degli  indivisibili,  per  abbracciarne 
una  più  vecchia  e  più  magra  di  essa. 

E  tutto  questo  non  senza  qualche  sentore  di  contrad¬ 
dizione;  imperciocché  la  sostanza  del  metodo  degli  indivi¬ 
sibili  del  Galilei  consisteva  nell'ammeltere,  li  primi  principi! 
generatori  delle  grandezze  come  infinitamente  piccoli,  e  per 
altra  parte,  nel  considerare  questi  principii  infinitamente  pic¬ 
coli  come  eguali  a  zero  quando  vengano  comparati  nel  va¬ 
lore  loro  colla  grandezza  finita  ;  ora  tutta  questa  dottrina 
fu  da  Newton  ben  accolla  e  pienamente  abbracciata  ed  ado¬ 
perala  nella  sua  nuova  analisi  sublime,  e  l'aver  egli  messo 
in  piena  luce,  e  l'aver  adoperato  con  sagacilà  e  perspicacia 
questa  nuova  dottrina  si  è  meritalo  la  gloria  di  inventore 


del  calcolo  sublime.  Dopo  tulio  ciò  in  questo  passo  lo  ve¬ 
diamo  qualificar  per  duro  questo  metodo  degli  indivisibili, 
e  per  poco  malemalico! 

Forse  alcuno  farà  osservare,,  che  qui  l’inglese  per  me¬ 
todo  degli  indivisibili  intendeva  il  metodo  col  quale  Cava¬ 
lieri  aveva  trattalo  la  sua  geomeiria,  e  non  già  quell’  alta 
dottrina  che  insegnato  aveva  il  gran  Galilei,  e  che  costituiva 
tutta  la  sostanza  e  lutto  il  fondo  della  dottrina  della  sco¬ 
perta  di  Newton. 

Ma,  a  chi  la  pensasse  a  questo  modo  diremo:  e  per¬ 
chè  dunque  nel  parlare  del  metodo  degli  indivisibili  non 
dichiarava  se  era  quello  di  Cavalieri,  o  quello  più  filosofico 
di  Galilei  ?  Nè  a  questo  proposito  si  può  credere,  che  il  no¬ 
stro  inglese  ignorasse  le  opere  e  le  dottrine  di  Galilei,  per¬ 
chè  esposte  in  opere  meccaniche,  e  quindi  in  apparenza  non 
rigorosamente  matematiche,  perchè  Newton  le  aveva  lette  e 
studiate,  e  da  esse  si  è  servito  nella  sua  grand’opera:  Prin- 
cipj  matematici  della  filosofia  naturale;  anzi  la  maggior  parte 
di  essa  è  tutta  meccanica  del  Galilei,  sebben  sempre  non 
abbia  l’avvertenza  di  ricordarlo. 

Più,  se  ciò  non  conducesse  troppo  apertamente  fuor  di 
luogo  si  farebbe  quasi  toccar  con  mano,  come  persino  gli 
stessi  due  problemi  (  267  )  i  quali  sono  la  base  della  sua 
dottrina  delle  flussioni  sieno  tolti  in  quanto  alla  sostanza  am- 
bidue  dalle  dottrine  del  Galilei,  e  non  esprimano  che  quelle. 
Per  la  qual  cosa  appare,  come  non  si  possa  perverun  conto 
salvarlo  di  sconvenienza  di  idee  manifestata  in  questo  passo 
con  la  nota  di  troppo  dura  data  al  metodo  degli  indivisibili, 
metodo  che  si  deve  dire  in  sostanza  contenere  e  rappresen¬ 
tare  la  sua  più  grande  scoperta. 

278.  Ma  ritorniamo  al  nostro  commento.  Egli  dunque  sog¬ 
giunge,  che  ama  fondare  le  sue  dimostrazioni  sopra  le  somme 
e  le  ragioni  delle  ultime  quantità  evanescenti  e  delle  prime 
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nascenti,  cioè  intende  ridurre  le  sue  proprie  dimostrazioni 
ai  limiti  delle  somme  e  delle  ragioni,  e  lutto  questo  per 
renderle  brevi  c  spedite.  Indi  soggiunge,  che  allo  stesso 
line  si  perviene  col  metodo  degli  indivisibili.  Noi  parleremo 
in  seguito  e  con  sufficiente  larghezza  di  discorso  del  me¬ 
todo  dei  limili,  e  di  quello  delle  evanescenti;  quindi  per  ora 
ci  permetteremo  solo  di  farne  un  motto,  e  questo  medesimo 
ristretto  alle  dottrine  sopra  delle  quali  egli  si  studia  di  ren¬ 
der  chiaro  questo  metodo  delle  evanescenze,  e  perchè  que¬ 
ste  dottrine  esprimono  i  particolari  pensamenti  di  Newton 
circa  le  evanescenti. 

Egli  adunque  incomincia  dall*  invitare  il  lettore  a  ben 
considerare,  che  quando  esso  parla  e  considera  le  grandezze 
come  composte  e  risultanti  da  minime  particelle  od  elementi, 
come  quando  parlando  della  linea  ne  nomina  le  minime  parti 
di  questa  chiamandole  lineette  elementari  infiuitesime,  lo  in¬ 
vila  diciamo,  a  ben  considerare,  che  non  intende  di  additare 
gli  indivisibili,  ma  gli  indivisibili  evanescenti,  non  le  somme 
e  le  ragioni  delle  parti  determinate  ma  i  limili  delle  ragioni 
delle  parli  determinale.  A  leggere  questi  pensamenti  di  New¬ 
ton  ci  sentiamo  naturalmente  portati  a  farci  la  seguente  di¬ 
manda  :  gli  indivisibili,  che  poco  anzi  presentavano  un  metodo 
troppo  duro,  ed  assai  poco  matematico,  presenteranno  essi 
un  metodo  più  facile,  ed  assai  più  matematico,  consideran¬ 
doli  adesso  come  indivisibili  evanescenti?  Foco  anzi  egli  evi¬ 
tava  di  sostituire  ad  essi  le  prime  ed  ultime  ragioni  delle  gran¬ 
dezze  evanescenii,  e  qui  fa  sinonimi  ad  esse  gli  indivisibili, 
indi  ai  limili  delle  prime  ed  ultime  ragioni?  Ora  chi  saprebbe 
in  Lutto  questo  suo  dire  rinvenire  quella  piena  convenienza 
di  idee  che  si  addice  ad  una  dottrina  fondamentale  quale  c 
questa  ? 

Indi  passa  a  proporsi  la  difficoltà,  che  le  ultime  ragioni 
delle  grandezze  evanescenti, sono  un  nulla;  poiché  uvauli  che 
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svaniscano  non  sono  l’uUimc  e  dopo  svanite,  esse  sono  zero; 
e  per  egual  motivo  si  può  dire,  che  sia  zero  l'ultima  velo¬ 
cità  del  corpo  moventesi,  quando  il  molo  è  spento,  perchè 
avanti  che  il  moto  finisca  non  è  1' ultima,  finito  che  sia,  è 
nulla.  Poscia  soggiunge,  clic  la  risposta  è  facile,  perchè  egli 
per  velocità  ultima  v.  g.  intende  quella  con  la  quale  il  corpo 
si  move,  ma  considarala  non  avanti,  che  il  corpo  cessi  di 
moversi,  nè  dopo  che  esso  è  in  quiete,  ma  quella  con  la 
quale  tocca  l’ultimo  luogo  ove  si  ferma ,  o  con  la  quale  fi¬ 
nisce  di  muoversi.  Come  parimenti  per  ultima  ragione  delle 
grandezze  evanescenti  intende  indicar  quella  che  esse  hanno 
non  avanti  di  svanire ,  nè  quella  che  hanno  dopo  svanite 
ma  bensì  quella  che  hanno  quando  svaniscono. 

Esiste,  dice  egli,  un  limite,  che  la  velocità  può  raggiun¬ 
gere,  in  su  la  fin  del  moto,  ma  non  oltrepassare;  questa  è 
1’  ultima  velocità.  La  stessa  ragione  è  quella  del  limite  di 
tutte  le  quantità  nascenti  ed  evanescenti.  E  questo  limile 
essendo  certo  e  determinato  nè  conseguila,  esser  problema 
veramente  geometrico  il  determinarlo. 

Noi  per  intendere  alla  meglio  che  possiamo,  questi  suoi 
non  molto  chiari  concetti,  porteremo  l'altenzione  anco  a  quello 
che  soggiunge:  quando  esistessero,  prosegue  egli  proponen¬ 
dosi  nuova  difficoltà,  queste  ultime  ragioni  delle  grandezze 
evanescenti,  esisterebbero  ancora  le  ultime  grandezze,  ed 
allora  ognuua  risulterebbe  da  un’indivisibile,  contra  la  qual'ul- 
lima  grandezza  Euclide  ha  dato  dimostrazione  nel  libro  de¬ 
cimo  parlando  delle  grandezze  incommensurabili  ;  cd  a  que¬ 
sta  fa  risposta  come  segue,  dicendo  cioè,  che  si  appoggia 
a  falsa  ipotesi,  perchè  le  ultime  ragioni  delle  quantità  eva¬ 
nescenti  ,  realmente  non  sono  ragioni  delle  quantità  evane¬ 
scenti,  ma  dei  limiti  ai  quali  le  ragioni  delle  grandezze  eva¬ 
nescenti  e  senza  fine  decrescenti  si  avvicinano  e  clic  non 
sanno  raggiungere  più  da  vicino  di  una  certa  data  dille- 
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ronza ,  nè  giammai  ollrepassare  ,  c  nemmeno  raggiungere 
prima  di  aver  subito  una  diminuzione  infinita. 

E  finalmente  dopo  tutte  queste  sue  esplicazioni  che  cer- 
lamenle  non  son  mollo  chiare  nè  concludenti,  chiude  l'espo¬ 
sizione  delle  sue  dottrine  soggiungendo  :  che  lutto  questo  più 
apertamente  si  intende  nelle  grandezze  infinitamente  grandi,  poi¬ 
ché  proposte  due  grandezze,  di  data  differenza,  se  queste  si  ac¬ 
crescono  airinfinilo,  vi  sarà  un'ultima  ragione,  cioè  una  ragione 
di  eguaglianza,  eppure  non  esisteranno  queste  grandezze  ul¬ 
time  e  massime ,  delle  quali  questa  ragione  è  propria. 

279.  Trattandosi  di  Newton,  forse  il  primo  geometra  del- 
lTnghilterra,  e  trattandosi  di  un'opera,  che  giustamente  ha 
menato  grande  rumore  e  ottenne  fama  di  singolare,  pare 
che  non  sarà  riputala  fatica  inutile  se  cerchiamo  di  farne 
appieno  comprendere  le  dottrine  sopra  delle  quali  l'ha  fondala 
il  suo  autore,  tanto  più,  die  queste  sue  dottrine  sono  spesse 
volte  appoggiate  anco  alle  posizioni  ed  ai  principii  che 
reggono  la  scoperta  del  calcolo  sublime. 

Primamente  siaci  permesso  di  notare,  che  il  lettore,  dopo 
che  avrà  con  attenzione  lette  e  rilette  queste  dottrine  or 
ora  riportale  con  le  stesse  proprie  parole  dell'autore,  se  vorrà 
confessare  la  verità  difficilmente  avrà  ben  inteso  quello  che 
Newton  intende  dire,  e  quindi  difficilmente  ne  sarà  rimasto 
appieno  convinto.  In  fatti  venendo  egli  a  riporre  l’ultima  ve¬ 
locità  del  moto  in  quell'istante  che  cessa,  e  non  avanti,  che 
cessi  nè  dopo,  in  questo  si  vede,  che  la  ripone  in  un  punto 
impercettibile,  che  l'animo  nostro  non  sa  appien  compren¬ 
dere  nè  ben  rappresentarsi,  perchè  appare,  che  1'  istante 
della  cessazione  del  molo  sia  come  un  concetto  quasi  me¬ 
dio  tra  l’essere  ed  il  non  essere  del  molo,  e  così,  un  concetto 
pieno  di  oscurità  e  di  difficoltà.  Lo  stesso  ci  accade  di  scor¬ 
gere  nel  concetto,  che  ci  somministra  delle  prime  ragioni 
nascenti  e  delle  ultime  evanescenti. 


L*  esistenza  poi  del  limile,  cui  la  velocità  decrescente 
si  accosta  e  che  appare  secondo  lui,  possa  raggiungere  ma 
non  oltrepassare,  anco  questa  è  una  nozione  più  oscura  ancora; 
perchè  decrescendo  la  velocità  si  avvicina  alla  propria  con¬ 
sunzione,  o  allo  zero  velocità:  ora  ognun  intende,  come  lo 
zero  mal  si  presti  all*  idea  di  quantità  limite  di  un  altra 
quantità,  atteso  che  nell’atto  che  una  velocità  diviene  zero, 
questa  velocità  perde  ogni  suo  valore,  e  con  questo  valore 
perde  anco  ogni  ragione  comparativa  col  limile. 

In  questo  luogo  egli  destramente  richiama  la  nostra 
attenzione  sopra  la  nozione  del  limile,  perchè  s'  accorge  di 
aver  tradotta  la  nostra  considerazione  sopra  delle  grandezze 
che  cessano  di  essere;  ma  non  s'  è  accorto,  che  questo 
limile  non  poteva  esser  altro  fuorché  il  solo  zero  ed  uno 
zero  limite,  è  un  vero  enigma. 

Più  l’idea  di  un  limile  collocato  in  line  di  una  dimi¬ 
nuzione  infinita  ,  non  è  già  un’  idea,  ma  bensì  un'  ardila 
posizione  o  un  ardito  concetto  inconcepibile,  perchè  la  legge 
di  decremento  all’  infinito  è  legge  geometrica  ,  e  non  può 
esser  che  legge  geometrica,  ed  ogni  legge  geometrica  esclude 
dimostrativamente  ogni  verace  evanescenza,  come  sin  qui  si 
è  dimostrato  in  questa  filosofìa;  dunque,  dove  intende  mai 
di  collocare  questo  limite?  * 

Finalmente  diremo,  che  Newton  medesimo  sentiva  que¬ 
ste  difficoltà,  appunto  perchè  ci  trasporta  in  fondo  alle  dimi¬ 
nuzioni  infinite,  ove  mancando  la  grandezza,  .vorrebbe  farci 
considerare  1’esistenza  del  limile,  mentre  per  necessità,  come 
limite,  manca  anch'esso  con  la  grandezza  e  quando  per  ipo¬ 
tesi  si  volesse  ritenere  la  sussistenza  di  questo  ,  che  idea 
possiamo  formarci  di  un  limile  esistente  in  fondo  a  infinite 
diminuzioni  ?  Niun  altra  idea  certamente  se  non  quella  di 
un  limile  oscurissimo,  inconcepibile. 

E  che  la  faccenda  presente  si  appalesasse  assai  oscura  anco 
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alla  mente  di  Newton  lo  si  conosce  dalla  maniera  con  la 
quale  egli  chiude  le  sue  dottrine:  di  fatti  egli  dice,  che  l'idea 
di  questo  limile  ci  si  presenterà  più  chiara  nelle  grandezze 
infinitamente  grandi;  ma  non  bada,  che  l'infinito,  o  meglio, 
la  nozione  dell'infinito  è  per  noi  sempre  una  nozione  incom¬ 
prensibile,  perciò  oscura  ed  al  tutto  inetta  a  schiarire  le 
idee;  di  falli  egli  ci  propone  da  considerare  due  grandezze 
diverse  o  disuguali  per  supporre  che  queste  aumentino  sino 
all'infinito,  ed  in  forza  di  questo  loro  ipotetico  aumento,  ne 
ricava,  che  vi  sarà  di  esse  un’ultima  ragione,  ragione  di 
eguaglianza  ;  e  intanto  concede,  che  non  vi  saranno  queste 
due  grandezze  infinite  delle  quali  esiste  questa  ragione.  Ora 
non  ci  vuole  grande  penetrazione  per  comprendere,  come  di 
sua  natura  sia  questo  un  metodo  all*  in  lutto  inetto  a  ri¬ 
schiarare  le  idee,  anzi  solo  idoneo  ad  ingenerare  la  più  grande 
oscurità. 

Tale  oscurità  scorgesi  anco  per  questa  considerazione, 
cioè,  che  se  le  due  grandezze  disuguali  crescano  per  aumenti 
ambidue  eguali  sino  all'  infinito  ,  allora  la  loro  differenza 
rimane  intiera  anco  sino  all'  infinito  aumento  ;  il  che  manda 
in  fumo  tutto  il  ragionamento  di  Newton.  Nè  si  può  con¬ 
siderare  questa  ipotesi  come  opposta  al  concetto  di  aumento 
proposto  da  questo  geometra  ,  perchè  egli  annuncia  lo  au¬ 
mento  in  modo  indeterminato,  perciò  in  modo  die  abbrac¬ 
cia  pienamente  questo  nostro  ipotetico  aumento. 

Poi,  come  si  può  concepire  un'idea  chiara  della  ragione 
eguale  delle  grandezze  aumentale  all'infinito,  intanto  che  non 
si  danno,  come  egli  dice,  queste  grandezze  infinite  ? 

280.  Nel  §  276  abbiano  dello,  che  la  dimostrazione  che 
Newton  lenta  dare  al  suo  primo  lemma  si  risolve  in  peli- 
zion  di  principio,  ora  a  schiarimento  di  questa  nostra  asser¬ 
zione  sianci  permesse  le  seguenti  considerazioni: 

Nel  lemma  si  suppone,  che  le  grandezze  e  le  loro 
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ragioni  in  un  tempo  finito  si  accostino  all'eguaglianza,  e 
sino  al  punto,  che  la  differenza  sia  minor  di  ogni  data. 

Questo  lemma  è  sì  positivo  ed  in  modo  sì  schietto 
annunciato,  che  alla  di  lui  supposta  posizione  niun  dubbio 
vi  può  essere;  ma  l’inglese  facendo,  come  ha  veduto  fare 
lutti  gli  altri,  suppone  che  alcuno  nè  possa  dubitare,  quindi 
soggiunge,  se  tu  neghi  la  verità  di  questo  lemma,  fa  caso 
che  l’ultima  differenza  sia  finita  ed  espressa  per  D. 

Ora  siccome  la  D  si  suppone  V  ultima,  e  questa  per 
esser  finita  mostrerebbe  non  esser  consunta  la  differenza,  in 
allora  le  due  proposte  grandezze  non  potrebbero  più  avvi¬ 
cinarsi  all'eguaglianza  in  modo  da  poter  rendere  la  D  minor 
di  ogni  data,  ma  nel  lemma  si  è  supposto  che  si  riduca 
alla  minor  di  ogni  data,  dunque  tu  parli  contro  Tipolesi. 

Qui  prima  osserviamo,  che  la  difficoltà  che  si  pro¬ 
pone,  è  poco  consentanea  al  vero  rigor  di  ragionamento, 
perchè  niuno  in  buona  logica  può  opporsi  ad  una  proposi¬ 
zione  ipotetica,  quando  questa  non  sia  una  assurdità  nei  ter¬ 
mini,  ripugnanza,  che  pare  qui  non  abbia  luogo;  supporre 
adunque,  clic  l'ultimo  residuo  della  differenza  delle  due  pro¬ 
poste  grandezze,  riescir  possa  di  valor  finito,  è  supposi¬ 
zione  distruggente  T  altra  ritenuta  nel  lemma;  ora  il  chia¬ 
mare  questa  seconda  posizione  assurda,  perchè  distrugge  la 
posizione  del  lemma  ,  è  tal  pelizion  di  principio,  che  quasi 
sente  del  peurìle.  Di  due  proposizioni  escludentisi  una  sola 
è  la  vera ,  o  dunqde  quella  del  lemma  è  vera ,  e  necessa¬ 
riamente  è  falsa  1’  altra;  la  prima  era  ipotesi,  la  seconda 
ipotesi;  se  la  prima  è  evidente  per  sè ,  esclude  la  seconda 
perchè  opposta ,  ma  se  la  prima  non  è  evidente  per 
sè,  non  si  può  dire  che  escluda  la  seconda;  dunque 
o  conviene  arrecar  dimostrazione,  che  la  prima  sia  evi¬ 
dente  o  diversamente  ritenerla  ipoteticamente  evidente  pei 
escluder  la  seconda.  La  dimostrazione  della  prima  manca  ; 


dunque  por  sola  ipotesi  si  considera  assurda  la  seconda  per 
la  ragione  che  sia  opposta  alla  prima  ;  eccoli  die  sempre 
siamo  in  una  precisa  petizione  di  principio ,  e  petizion  di 
principio  tanto  aperta,  che  solo  una  mente  disattenta  può  am¬ 
mettere. 

Tale  è  il  fondamento  del  primo  lemma,  e  tale  è  quella 
specie  di  apparente  dimostrazione  che  lo  sostiene,  e  che 
veste  l’aspetto  di  confermarne  la  evidenza. 

Le  Seur  e  Jacquicr  che  hanno  fatto  un  luminoso  e  loda¬ 
tissimo  commento  a  tutta  V  opera  di  Newton  della  quale 
parliamo,  non  hanno  detto  parola  del  primo  lemma,  sia  che 
essi  ne  fossero  pienamente  convinti ,  sia  che  non  abbiano 
voluto  rivocar  in  dubbio  il  fondamento  principale  di  que¬ 
st’opera. 

Essi  si  sono  permessi  solamente  alcuni  schiarimenti  al 
secondo  lemma,  i  quali  si  leggono  nella  pag.  63  toni.  4.  4  760, 
tipi  Fhilibera  in  Narbona.  Ma  nel  loro  commento  si  sono  limi¬ 
tali  a  svolgere  unicamente  l’idea  di  Newton  inchiudcnle  la 
compenetrazione  delle  linee  costituenti  i  diversi  parallelo- 
grammi,  ed  il  commento  fatto  a  quest’  ultimo  passo  è  più 
presto  una  semplice  inconcludente  ripetizione,  che  altro,  e 
pare  anzi,  che  questo  sia  ad  essi  servito  solo  di  occasione 
per  esporre  estesamente  la  dottrina  delle  flussioni  c  delle 
fluenti  che  abbiamo  già  ricordala. 

281.  Wallis,  altro  grande  geometra  inglese,  ha  ammesso 
e  latto  uso  del  lemma  di  Newton  avanti  quest’ultimo.  Anzi 
da  esso  pare  a  prima  giunta  annuncialo  con  maggior  circo¬ 
spezione,  perchè  Wallis  lo  dà  in  questi  termini:  cr  Magni- 
ludines  quarurn  differentia  probalur  minor  quavis  assegnabili, 
sequales  esse;  quippc  si  inaequales  poteril  eorum  dilferenlia. 
quàntumvis  exigua  sic  multiplicari,  ut  utramvis  superel,  sin 
ila  non  possit,  nulla  est.  ~  Questo  lemma  vallisiano  per 
varii  riguardi  è  diverso  dal  newtoniano,  perchè  sebbene 
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ipotetico  all*  in  liuto,  dice:  cnjus  dillerenlia  probatur  mi¬ 
nor  qua  vis  data.  Inoltre  Wallis  non  ricorre  alle  infi¬ 
nite  diminuzioni,  ma  invece  si  appiglia  alle  indefinite  mol¬ 
tiplicazioni  deirultimo  residuo  per  appoggiare  anch'egli  que¬ 
sta  specie  di  dimostrazione  dedotta  dall'assurdo  ;  ed  in  ciò 
fare  si  dimostra  manco  consentaneo  a  sè  stesso  di  Newton, 
perchè  aveva  ammesso  nel  lemma  :  zr  cujus  differentia  pro¬ 
batur  minor,  etc.zz.  Dal  che  si  comprende,  che  nel  suo  lemma 
si  deve  dimostrare  questo  stalo  della  riduzione  della  diffe¬ 
renza  finita  ridotta  a  minor  di  ogni  assegnabile,  quindi  appare 
apertamente  che  esigendo  questa  prova,  riuscisse  pienamente 
inutile  questo  argomento  indiretto,  il  quale  risolvasi  in  peti¬ 
zione  di  principio,  in  quanto  che  ha  di  mira  di  far  com¬ 
prendere,  che  la  differenza  è  nulla,  quando  moltiplicala  che 
sia,  non  presenta  un  valor  maggiore  delle  date  o  proposte 
disuguali  grandezze. 

282.  E  giacché  il  nostro  ragionamento  ci  ha  condotti  in 
sull'esame  di  questo  celebre  lemma,  comune  a  quasi  tutti 
gli  antichi  geometri,  ci  sia  permessa  anco  la  seguente  conside¬ 
razione.  I  principi! ,  sinché  sono  ipotetici ,  non  sono  appli¬ 
cabili  a  veruna  concreta  dimostrazione,  perchè  ogni  dimo¬ 
strazione  concreta  ha  bisogno  dell’avveramento  concreto  del 
principio  ipotetico,  acciò  le  induzioni,  che  se  ne  inferiscono 
non  siano  ipotetiche  ma  reali:  ora  nessuno  ha  mai  presen¬ 
tala  la  verificazione  concreta  reale  del  lemma  in  verun  caso, 
giacché  queste  tentate  dimos\razioni  dall’assurdo  sono  incon¬ 
cludenti  ;  dunque  tutto  il  fondo  di  questi  principi!  o  lemmi, 
risolvesi  in  una  bellissima  dottrina  ipotetica,  che  rigorosamente 
parlando  non  può  servire  a  perfetta  dimostrazione  di  veruna 
proposizione  concreta. 

283.  Parimenti  non  sapremmo  fare  buon  viso  al  pen¬ 
samento  newtoniano,  di  sostituire  cioè  alle  ragioni  delle  gran¬ 
dezze  evanescenti  le  ragioni  dei  loro  limili,  e  alle  gran- 
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dezze  indefinitamente  grandi  quelle  dell’  infinito  cui  si  ac¬ 
costano.  Primo,  perchè  questa  sostituzione  non  rischiara 
per  verun  conto  la  via  oscura,  che  si  percorre  nel  conside¬ 
rare  le  ragioni  delle  grandezze  evanescenti ,  nè  la  via  che 
percorrono  le  grandezze  accoslantesi  all’  infinità,  trovandosi 
sempre  l'animo  nell'uno  e  nell'altro  caso  davanti  a  incom¬ 
prensibili  e  poco  chiare  idee;  secondo  allo  svanire  delle 
grandezze  ,  svanisce  con  loro  ogni  ragione,  che  avevano,  e 
che  hanno  anco  nell'alto  di  svanire,  perchè  quest'alto  sin¬ 
ché  si  può  ritener  atto,  presuppone  le  grandezze  non  svanite, 
ed  il  pensamento  di  considerarlo  in  quell'istante,  per  così 
dire,  che  V  essere  quantitativo  si  trasmuta  in  niente  è  pen¬ 
samento,  che  non  somministra  nessuna  chiara  idea  perchè 
è  un  istante  impercellibile,  inassegnabile.  Finalmente  perchè 
alla  nozione  dello  zero  mal  s'addice  la  nozione  del  limile, 
come  pure  mal  s'addice  alle  grandezze  crescenti  quella  del 
limite  infinito. 

284.  Forse  replicherà  alcuno  che  questi  limili  esistono , 
benché  non  esistano  più  le  grandezze  loro  approssimate. 
Ma  preghiamo  quegli  qualunque  sia  che  la  pensasse  a  questo 
modo  di  considerare ,  che  nella  presupposta  sussistenza  di 
questi  limili  non  si  fa  alcun  guadagno  (diciamo  presup¬ 
posta  perchè  lo  zero  non  ha  mai  esistilo,  e  perchè  non  può 
esser  limile  di  qualsivoglia  quantità  o  stalo  della  quantità, 
come  pure  lo  infinito  quantitativo,  non  ha  mai  effettivamente 
esistilo,  e  dicesi  quantitativo  perchè  altrimenti  sarebbe  gran¬ 
dezza  eterogenea  alla  quantità  e  quindi  impossibilitalo  a 
servire  di  limite  alla  medesima);  dalle  quali  cose  si  vede,  che  o  la 
ragione  della  grandezza  si  conosce  prima  dell'evanescenza, 
e  ciò  con  rigore  o  per  approssimazione,  e  quindi  è  inutile  ri¬ 
correre  al  limile,  o  non  si  conosce,  ed  allora  i  limili  sono 
egualmente  inutili.  Che  poi  la  grandezza  nell'alto  dello  sva¬ 
nire  presenti  una  ragione  ultima,  questo  è  concetto  illuso- 


rio,  perchè  tra  Tessere  ed  il  non  essere  non  esiste  cosa  di 
mezzo  ,  nè  istante  nè  momento  die  la  indichi  ;  c  tra  l'es¬ 
sere  ed  il  non  essere  avvi  sempre  distanza  o  differenza 
infinita,  se  può  dirsi  così;  quindi  un’istante,  che  segni  que¬ 
sto  punto  è  un  concetto  inamissihilc.  Questo  è  il  guadagno 
che  si  fa  colTappigliarsi  a  tali  sutlerfugi. 

285.  Ma  siccome  generalmente  i  geometri  sono  assuefatti 
a  considerare  lo  zero  come  il  vero  limite  delle  grandezze,  clic 
per  qualche  operazione  algoritmica  tendono  alla  loro  consun¬ 
zione,  perciò  in  ossequio  di  questa  quasi  universale  opinione 
ci  conviene  aggiungere  qualche  prova  in  appoggio  della  no¬ 
stra  opinione ,  che  lo  zero  cioè  ,  non  si  possa  considerare 
come  limite  delle  quantità  decrescenti,  e  che  col  loro  de¬ 
crescere  si  accostino  alla  rispettiva  loro  consunzione.  Pri¬ 
mamente  adunque  osserviamo,  quanta  sconvenienza  di  idee 
regni  tra  l'essere  ed  il  non  essere,  perciò  quanta  se  ne 
presenti  quando  all*  essere  diminuenlesi  vogliamo  assegnar¬ 
gli  per  limite  Io  zero,  o  il  non  essere.  Ogni  nozione  di  li¬ 
mite  presuppone  la  esistenza  di  due  grandezze  diverse , 
una  delle  quali  rimane  costante,  e  V  altra  di  valor  diverso 
c  che  si  avvicina  alla  prima  variando  in  più  od  in  meno. 
Ora  nel  caso  presente  non  può  essere  che  pensamento  strano 
quello  di  sostituire  alla  grandezza  la  nullità  di  essa.  Questa 
osservazione  basta  essa  sola  a  far  comprendere,  come  sem¬ 
pre  sia  ardila  e  strana  la  ipotesi  dello  zero  limite. 

286.  La  similitudine  che  arreca  in  mezzo  Newton  a  fine 
di  render  comprovalo,  come  sia  lecito  sostituire  le  ragionidei 
limiti  a  quelle  delle  grandezze,  è  per  sè  stessa  inconcludente 
per  non  chiamarla  assurda;  di  fatti  egli  suppone  delle  gran¬ 
dezze  finite  e  diverse  fra  di  loro  nel  reciproco  valore,  am¬ 
bedue  queste  grandezze  si  fanno  crescere  all'infinito  (  ipo¬ 
tesi  certamente  assurda,  considerala  a  rigor  di  ragione)  senza 
dire  mai  che  una  cresca  più  dell'altra,  o  se  egualmente  nei 


loro  aumenti,  che  sono  richiesti  per  divenire  infinite;  questo 
silenzio  lascia  diritto  di  pensare,  che  possano  crescere  anco 
egualmente,  ed  in  lai  caso ,  mantenersi  in  tutte  i  loro  au¬ 
menti  sempre  egualmente  digerenti;  quindi  pervenute  che 
siano,  per  insigne  ipotesi, ad  esser  ambe  infinite,  per  qual 
ragione  chiara  ed  evidente  si  appalesa  all’  animo  nostro  la 
loro  identità?  Si  dirà  forse  che  pervenute  allo  stato  di  in¬ 
finita  grandezza  e  divenute  ambedue  infinite,  a  questo  stalo 
di  infinita  grandezza  ripugna  una  tal  differenza?  Ma  Newton  non 
può  pensare  a  questo  modo  ,  e  perchè  parlando  degli  an¬ 
goli,  che  fa  la  trocoide  con  una  retta  ,  comparali  a  quelli, 
che  i  circoli  fanno  con  la  medesima  retta  trova  gli  uni  in¬ 
finitamente  maggiori  degli  altri „  perciò  l’idea  che  le  gran¬ 
dezze  all'Infinito  siano  tutte  eguali,  è  dottrina  che  a  lui  non 
s’addice,  perchè  anco  nello  stato  infinito  non  ammette  sem¬ 
pre  ragioni  d’eguaglianza,  come  egli  confessa  altrove;  più 
egli  protesta  dopo  l’augeanlur  in  infinilum,  nec  tamen  ideo 
dabuntur  quanlilates  ultimae,  seu  maxime  quarum  isla  est 
ratio  =. 

Riguardo  poi  alla  sostanza  dell’  ultima  inchiesta  noi 
crediamo  ,  che  questa  eguaglianza  delle  diverse  grandezze 
desunta  daH'infinilo  loro  aumento,  non  sia  cosa  per  verun 
modo  nè  chiara  nè  aperta,  e  molto  meno  che  sia  evidente 
e  dimostrativa  come  dovrebbe  essere  trattandosi  di  dottrine 
prime  fondamentali. 

287.  Ma  non  occupiamoci  più  a  lungo  circa  queste  dot¬ 
trine  del  grande  Newton;  il  principal  motivo  pel  quale  si 
sono  qui  ricordate  è  quello  di  far  conoscere ,  come  egli 
scorgeva  in  tulli  questi  melodi  degli  antichi  cioè  delle  eva¬ 
nescenti ,  delle  prime  ed  ultime  ragioni  dei  limiti,  per  lo 
meno  un'  evidenza  eguale  a  quella  che  ravvisava  nel  me¬ 
todo  delle  flussioni  o  delle  quantità  infinitamente  piccole. 
I)a  quello  che  diremo  in  progresso  di  quest’  opera  e  rela- 
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tivamente  a  questi  metodi  quivi  ricordali  si  scorgerà,  se  e 
quanto  siasi  egli  illuso  su  la  preferenza  di  questi  melodi. 

288.  Ritornando  allo  scopo  principale,  alla  scoperta  cioè 
del  calcolo  infinitesimale  fatta  da  Newton  ,  diremo ,  che  il 
principio  unico,  che  ve  lo  ha  guidato,  è  il  gran  principio 
delle  quantità  infinitamente  piccole,  non  che  quello,  che  la 
infinitesima  parte  si  possa  aver  per  zero  posta  che  sia  in 
confronto  con  la  quantità  finita.  Coll'ajulo  di  questi  prin- 
cipii  ambidue  messi  in  piena  luce  dal  nostro  Galilei ,  si  è 
trovalo  al  caso  di  fare  la  sua  sublime  scoperLa,  e  di  ri¬ 
solvere  una  quantità  di  nuovi  problemi  sino  al  suo  tempo 
insoluti.  Egli  denominò  questa  sua  scoperta  sotto  il  nome  di 
flussioni  e  di  fluenti. 

289.  Leibnilz  per  parte  sua  studiando  intentamente  sopra 
le  serie  procedenti  all'  infinito,  fornito  com'era  di  profonda 
filosofia  comune,  conobbe  con  la  singolare  e  straordinaria 
perspicacia  del  suo  ingegno  tutta  V  importanza  delle  dot¬ 
trine  dei  geometri  che  lo  avevano  preceduto  ,  o  che  erano 
suoi  contemporanei,  e  segnatamente  meditando  sopra  il  con¬ 
cetto  di  Galilei,  cioè  del  suo  indivisibile,  che  poi  era  una  gran¬ 
dezza  infinitamente  piccola,  e  comprendendo  anco  come  questo 
indivisibile  si  poteva  aver  per  zero  in  comparazione  di  ogni 
grandezza  finita,  non  esclusa  quella  grandezza  della  quale 
si  immaginava  che  questo  indivisibile  ne  esprimesse  una 
delle  supreme  sue  particelle  ,  si  creò  il  sistema  delle  dif¬ 
ferenziali  e  del  loro  trattamento  che  appellar  si  può  un 
sistema  ben  ordinalo  di  analitiche  e  geometriche  indagini. 

Questo  sistema  consiste  nella  sublime  speculazione  sog¬ 
gettiva  in  forza  della  quale  si  considera  ogni  grandezza  come 
risultante  o  formala  da  una  quantità  infinita  di  grandezze 
infinitesime ,  ciascuna  delle  quali  si  può  aver  per  zero  in 
comparazione  o  a  petto  della  grandezza  principale  di  cui 
n'  è  come  uno  degli  infinitesimi  generatori.  Di  qui  ebbe 
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origine  il  famoso  principio ,  dello  principio  del  calcolo  dif¬ 
ferenziale,  il  quale  consiste  appunto  in  questa  memorabile 
sentenza  :  due  grandezze  le  quali  non  differiscono  tra  di  loro 
che  di  una  quantità  infinitesima,  queste  sono  eguali.  Principio 
italiano,  da  Galilei  enunciato  come  segue  :  due  grandezze 
finite  le  quali  non  differiscono  tra  di  loro  che  di  un’indivi¬ 
sibile,  queste  sono  eguali  fra  loro. 

Pervenulo  a  questo  punto  coi  suoi  pensieri ,  conobbe 
che  si  poteva  con  la  forza  del  nostro  intendimento  attribuire 
le  proprietà  di  ogni  grandezza  alle  loro  variazioni  ideali  infini¬ 
tesime  e  quindi  coll’ajutodi  queste, quali  parli  aventi  le  proprietà 
e  leggi  del  lutto,  estendere  con  questa  ipotesi  mirabilmente 
tutte  le  proprietà  della  grandezza  e  di  ogni  funzione  di  essa, 
segnatamente  allora  che  si  presenta  in  complicate  funzioni. 

Così  veniva  creando  il  calcolo  delle  differenziali  (giac¬ 
ché  cosi  egli  credette  di  chiamare  gl*  indivisibili)  o  infini¬ 
tesime  parti  ;  il  qual  calcolo  consisteva  nel  considerar  tutte 
le  grandezze  e  specialmente  quelle  espresse  in  forma  ana¬ 
litica,  come  grandezze  composte  di  infinite  differenziali,  e 
nell’  attribuire  cogli  usati  segni  del  più  e  del  meno  delle 
variazioni  differenziali  a  queste  grandezze  medesime,  e  le 
variazioni  benché  riuscissero  ipotetiche  e  soggettive,  tutta¬ 
via  presentavano  le  espressioni  analitiche,  sotto  qualsivoglia 
forma  o  maniera  di  funzioni  più  sviluppate,  e  specialmenle 
introducevano  nello  sviluppamenlo  delle  serie  delle  condi¬ 
zioni  al  tutto  nuove  e  feconde  di  altissimi  risultamenti. 

E  nel  ponderare  con  veduta  veramente  filosofica  que¬ 
ste  infinitesime  parti  ideali,  conosceva  anco  apertamente,  clic 
le  grandezze,  considerale  quasi  fossero  il  cumulo  di  queste 
infinite  infinitesime  parli,  conosceva,  dico,  apertamente,  che 
in  queste  infinitesime  sussisteva  tutta  intiera  la  proprietà 
del  continuo,  e  che  quindi  era  proprio  necessità  al  nostro 
intendimento  di  ritenere  queste  infinitesime  della  grandezza 
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finita,  come  esse  pure  infinitamente  divisibili,  o  meglio,,  come 
risultanti  da  una  infinità  di  parli  infinitesime  di  un  ordine 

secondo  di  infinitesime,  e  queste  infinitesime  di  secondo  or¬ 

dine  ,  come  composte  da  una  infinità  di  infinitesime  parli 
di  terzo  ordine ,  e  così  prosiegui  senza  fine.  E  questa  ma¬ 
niera  di  comprendere  e  di  idearsi  questi  diversi  ordini  delle 

infinitesime  parli  di  tutti  gli  ordini  e  senza  fine  crescenti, 
la  mente  di  Leibnitz  la  fondava  sopra  la  considerazione  filo¬ 
sofica  del  continuo  Ja  quale  rimaneva  intatta  nelle  grandezze 
in  qualunque  stato  esse  fossero;  per  il  chè ,  si  può  dire, 
che  questo  infinito  campo  di  tutti  gli  ordini  di  infinitesimi 
fu  scoperto  appieno  la  prima  volta  dal  grande  filosofo  di 
Lipsia,  e  non  da  verun  altro,  benché  ne  avessero  già  prima 
fatto  cenno  i  Pitagorici  ;  perchè  niun  altro  n'  ha  veduta 
e  compiutamente  conosciuta  la  filosofica  deduzione,  che  egli 
ne  dà. 

Newton,  come  abbiamo  detto,  parlando  della  trocoide 
fu  quasi  indirettamente  condotto  a  vedere,  che  si  davano 
degli  angoli,  gli  uni  infinilamente  maggiori  degli  altri,  ma 
questa  grandiosa  verità  fu  come  un  lampo  ,  che  non  bastò 
a  rischiarare  la  mente  di  questo  filosofo  sopra  di  una  tale 
sublime  concezione  intellettuale. 

Leibnitz  abbraciando  il  gran  concetto  di  Galilei  della 
grandezza  infinilamente  piccola,  lo  indjcaya  con  la  laconica 
espressione  analitica  di  una  d  ;  intendendo  con  questa  let¬ 
tera  esprimere  la  differenziale,  o  la  infinitesima  parte  ideale 
di  ogni  grandezza.  Quindi  in  forza  di  questa  sua  espres¬ 
sione  laconica,  quando  si  trattava  v.  g.  di  esprimere  la  in¬ 
finitesima  parte  o  la  differenziale  di  x,  egli  scriveva  dx;se 
traltavasi  di  y,  scriveva  dy,  ecc.  Se  voleva  esprimere  la  dif¬ 
ferenziale  seconda  o  la  infinitesima  di  secondo  ordine  scri¬ 
veva  ddx  ovvero  d2x ,  se  la  terza  dddx,  o  d3x.  ec.  ec. 

290.  A  questo  modo  Leibnitz  veniva  fondando  queste 


sublimi  soggettive  speculazioni  sopra  una  profonda  astrat¬ 
tissima  lilosofia  ,  mentre  Newton  con  la  nozione  delle  sue 
flussioni  presentava  i  medesimi  concetti  ma  come  involti  nelle 
idee  e  nozioni  meccaniche,  le  quali  velavano  in  certo  modo 
alcun  poco  la  sublimità  de’suoi  pensamenti. 

Tanto  nella  mente  di  Leibnitz  aveva  vantaggiato  la  no¬ 
zione  deU'infinilamenle  piccola  grandezza,  per  la  prima  volta 
dichiaratamente  ideala  da  Galilei.  Pure,  sebbene  questo  gran¬ 
dissimo  filosofo  e  geometra  della  Germania ,  fosse  entralo 
quasi  da  conquistatore  nel  mondo  degli  infinitesimi,  estendendo 
questi  medesimi  ordini  di  infinitesimi  succedentisi  uno  all’altro 
sino  al  prodigio,  dell’infinito  dell*  infinito,  e  avesse  ridotto 
a  lorma  generale  astratta  e  suggetliva  anco  il  principio  di 
Galilei,  trasmutalo  in  principio  da  lui  appellato  del  calcolo 
differenziale,  pure  lascia  luogo  a  dubitare,  che  in  onta  della 
sua  grandissima  perspicacia  con  la  quale  era  sì  innanzi  pene¬ 
trato  nel  campo  dell'infinito,  tuttavia  non  avesse  sotto  lutti 
gli  aspetti  ideali  filosofici  ben  addentro  pienamente  com¬ 
presa  1'  alta  importanza  del  significalo  della  grandezza  infi¬ 
nitamente  piccola;  cioè  che  non  avesse  ben  ponderala  la 
dimostrazione  di  Galilei,  il  quale  aveva  per  quanto  è  con¬ 
cesso  di  intendere  alla  mente  umana,  chiaramente  fatto  cono¬ 
scere,  che  Tinfinitamente  piccola  grandezza  era  incapace  ad 
alterare  in  più  o  in  meno  lo  stato  finito  della  quantità;  imper¬ 
ciocché  quando  avesse  profondamente  conosciuta  questa  dot¬ 
trina  italiana,  non  si  sarebbe  ammutolito  come  vedremo,  che 
ha  fatto,  quando  a  lui  si  facevano  difficoltà  riguardanti  l’o- 
f  missione  o  la  trascuranza  delle  grandezze  infinitamente  pic¬ 
cole  comparativamente  alle  finite. 

291.  Intanto  proseguiamo  la  esposizione  dei  principi  di 
Leibnitz;  e  qui  sia  notalo,  che  egli  ebbe  la  sagacità  di  sup¬ 
porre  pienamente  in  via  ideale  soggettiva  la  infinitesima 
parte  o  la  sua  differenziale  dx,  giacché  solo  in  via  ipotetica 
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si  suppone  la  grandezza  come  costituita  o  ingenerata  da 
questa  infinità  di  elementi  infinitesimi.  Ed  in  ciò  fare  il  filo¬ 
sofo  di  Lipsia  si  dimostrò  fornito  di  sagacissimo  e  profondo 
intendimene  perchè  diede  a  divedere,  che  comprendeva  assai 
chiaramente ,  che  i  mezzi  delle  serie  o  delle  infinite  dimi¬ 
nuzioni  proposte  ed  imaginate  dai  geometri  non  arrivavano 
a  dimostrare  questa  infinità  di  elementi  infinitesimi;  come 
pure  queste  loro  ideale  diminuzioni  c  divisioni  non  giun¬ 
gevano  nemmeno  alla  indeterminata  grandezza  minor  di 
ogni  data ,  e  non  somministravano  chiare  nozioni  delle  prime 
nascenti  grandezze,  nè  delle  ultime  morienti ,  o  evane¬ 
scenti,  ecc.  ecc. 

292.  Se  dunque  Leihnilz  saggiamente  supponeva  intiera¬ 
mente  la  sua  differenziale  dx,  o  la  sua  grandezza  infinitamente 
piccola  ,  faceva  nè  più  nè  manco  di  quanto  aveva  veduto 
doversi  alla  fine  fare  da  lutti  gli  altri  geometri,  che  lo  ave¬ 
vano  preceduto.  Solamente  che  adoperando  a  questo  modo 
veniva  evitando  tutte  le  inette  e  viziose  vie,  battute  da 
quelli  che  cercarono  rinvenirla  e  determinarla.  Più  dobbiamo 
vedere,  che  questa  posizione  razionale  ideale  della  infinite¬ 
sima  parte  delle  grandezze  finite,  lo  poneva  in  su  la  via 
di  considerare  idealmente,  come  risolubile,  anco  la  sua  diffe¬ 
renziale  in  infinite  altre  infinitesime  parti,  le  quali  poi,  in 
relazione  alla  grandezza  finita,  riuscivano  parti  infinitesime 
di  secondo  ordine.  Così  si  dica  della  ideale  nozione  di  quelle 
infinitesime  di  terzo,  di  quarto  ordiné,  ecc.  sino  all’  insigne 
ipotesi  arditissima  di  lutti  gli  più  elevati  ordini  possibili. 

293.  Prima  di  più  inoltrarci  in  questo  campo,  più  che  infi¬ 
nito,  che  abbraccia  queste  elevatissime  dottrine,  fermia¬ 
moci  per  un  momento,  a  considerare  come  la  dottrina  pri¬ 
mitiva  degli  infinitesimi  fosse  tutta  di  ragione  della  filosofia 
italiana  e  propriamente  di  Galilei. 

Dal  sin  qui  detto,  ciò  appare  tanto  apertamente  di  ino- 


strato,  che  si  può  avere  per  inutile  una  nuova  insistenza  su 
questa  cosa;  tuttavia  a  meglio  restarne  convinti  riferiamo 
ciò  che  ne  ilice  lo  stesso  Leibnilz  negli  Atti  di  Lipsia  del 
1688,  e  precisamente  in  un  suo  discorso  inserito  in  questi 
atti  medesimi,  il  quale  l,a  per  titolo  :  —  De  geometria  re¬ 
condita,  et  analysis  indivisibilium  alque  infìnitorum  Dal 
s0jo  istesso  annunciato  di  questo  suo  ragionamento  si  rav- 
vjSa  a  chiare  note  I'  origine  italiana  del  suo  calcolo  degli 
infinitesimi  e  degli  infiniti.  E  se  questo  ancor  non  bastasse 
a  rendercene  appieno  convinti,  si  porti  di  grazia  la  nostra 
attenzione  a  quanto  ne  aveva  già  scritto  negli  Alti  mede- 
sinii  di  Lipsia  degli  anni  4684,  pag.  226,  del  mese  di  mag¬ 
gio,  a  pag.  270,  271  e  pag.  297  del  mese  di  ottobre,  ove 
confessa  aver  rinvenute  le  basi  e  le  dottrine  de'suoi  pensa¬ 
menti  intorno  al  suo  calcolo  differenziale  in  altri  grandi  geo¬ 
metri  che  lo  hanno  preceduto,  e  tra  questi  il  primo  nomi¬ 
nato  è  il  Galilei;  ecco  le  sue  parole:  ~  Quod  superest  ne 
mrnium  mihi  adscribere,  aut  aliis  delraherc  videar,  paucis 
dicam  ,  quod  potissimum  insignibus  nostri  seculi  mathema- 
ticis  in  hoc  geometri®  genere  mea  senlenlia  debealur.  Primi 
6alileus,  et  Gavalerius  involutissimas  cononis  et  Archimedis 
.,rtes  delegere  ceperunt,  sed  geometria  indivisibilium  Cava- 
lerian®  scienti®  renascentis,  non  nisi  infantia  fuit  Di 
poi  aba  pag.  245  dell  anno  1686,  ritorna  sopra  questi  suoi 
pensamenti,  e  scrive:  ~  Scilicet  meum  calcu lu in  indefinite 
parvorum,  quem  et  differenlialem,  et  summalorium,  aut  telra- 
gonislicum,  et  ni  fallor  satis  apte  analysin  indivisibilium;  et 
infìiii  torum  voco  — 

Da  queste  solenni  dichiarazioni  fatte  dal  sommo  geo¬ 
metra  di  Lipsia,  si  conosce,  clic  egli  ricavato  aveva  la  base 
della  sua  scoperta  specialmente  da  Galilei,  ed  in  parte  da 
Cavalieri,  ma  dall'ultimo  quasi  come  da  idea  bambina. 

Per  quello  concerne  le  basi  della  grande  scoperta  del 
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calcolo  sublime  si  conosce  da  quanto  sin'  ora  si  è  dello, 
che  per  la  massima  parie  le  idee  filosofiche  che  precipua¬ 
mente  e  dichiaratamente  Y  hanno  preparala  sono  quelle  di 
Galilei,  il  quale  ha  presentalo  operazioni  di  calcolo  dilì'eren- 
ziale  e  di  calcolo  integrale ,  le  quali  tradotte  in  analisi  e 
vestile  a  forinole  analitiche  formerebbero  parte  rilevante  di 
questi  calcoli.  Veggansi  i  num.  445  e  447. 

494.  In  quanto  a  Galilei  abbiam  già  detto,  che  egli  aveva 
preparate  tutte  le  basi,  e  fatto  razionalmente  e  praticamente 
uso  di  esse,  in  tutto  quello  che  concerne  il  calcolo  diffe¬ 
renziale  ed  integrale. 

Cavalieri  aveva  imitato,  o  meglio,  per  parte  sua  aveva 
insegnato,  che  conia  somma  degli  indivisibili  si  ricomponeva 
la  grandezza  finita  ;  il  che  era  lo  slesso,  per  parie  sua,  che 
presentare  una  verace  integrazione,  la  quale  costituiva  parte 
importantissima  del  calcolo  sublime.  Si  deve  però  rimarcare 
una  sostanziale  differenza  che  passa  tra  i  pensamenti  di 
Galilei,  e  quelli  del  Cavalieri,  sopra  di  questo  oggetto  ;  cioè  che 
le  dollrine  del  primo  presentavano  decisamente  le  parti  infi¬ 
nitesime,  e  perciò  nelle  pratiche  e  teoriche  operazioni  intel¬ 
lettuali  di  Galilei,  erano  le  basi,  e  le  dottrine  ed  i  concreti 
ragionamenti  del  calcolo  sublime,  mentre  negli  indivisibili 
cavalierani  non  erano  precisamente  le  infinitesime,  ma  solo 
le  indefinitamente  piccole  parli  ;  onde  in  vista  di  questo , 
anco  Leibnilz  scriveva  che  la  dottrina  adoperala  dal  Cavalieri 
nella  sua  geometria  non  fu  che  l’infanzia  della  scienza  rina¬ 
scente,  alludendo  al  calcolo  superiore  o  infinitesimale. 

295.  Ritornando  però  a  Leibnilz,  convien  dire,  elle  seb¬ 
bene  profondo  conoscitore  della  filosofia  comune,  e  quan¬ 
tunque  avesse  generalizzati  e  con  mirabile  forza  d'ingegno 
estese  queste  dottrine  e  questi  sublimi  concetti  italiani,  anzi 
li  avesse  alla  filosofia  razionale  geometricamente  ed  analiti¬ 
camente  incorporati  ,  tuttavia  appare,  che  a  lanla  scoperta 
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Tosse  pervenuto  adoperando  i  principi!  di  cui  si  è  parlato  ; 
ma  che  profondamente  non  avesse  studiale  le  opere  di  Gali¬ 
lei  j  perchè  allorquando  si  trovò  assediato  da  difficoltà  che 
alcuni  promovevano  contro  il  principio  del  calcolo  differen¬ 
ziale  ,  principio  tutto  di  Galilei ,  principio  già  combattuto  , 
in  faccia  di  Galilei  e  principio  già  dal  nostro  ilaliano  difeso 
e  sostenuto  *  quando  diciamo  ,  egli  si  vidde  attorniato  da 
queste  difficoltà ,  allora  si  comportò  in  modo  da  lasciar  luogo 
a  credere,  che  non  ne  avesse  abbastanza  ponderala  T  altis¬ 
sima  importanza  di  esso.  In  falli  quando  si  disse  a  lui,  che 
il  suo  principio  mancava  di  rigorosa  esattezza  matematica , 
perchè  con  esso  si  trascurano  le  infinitesime  parti  della 
grandezza ,  egli  ebbe  la  bassezza  di  far  osservare,  che  le 
dottrine  del  suo  principio  si  potevano  facilmente  trasmutare 
e  ridurre  a  quelle  degli  antichi,  comunemente  ricevute  per 
rigorose  ed  esattissime  ,  quali  appunto  erano  le  minori  di 
tutte  le  date,  le  prime  ed  ultime  ragioni,  ecc.  ecc. 

Veggansi  gli  Alti  di  Lipsia,  lom.  2  pag.  406.  Ora  egli 
diceva,  in  tutti  questi  antichi  melodi  si  trascurano  delle  gran¬ 
dezze  minime,  e  sostanzialmente  consimili  alle  infinitesime. 
Intanto  con  questi  meschini  sotterfugii ,  chiudeva  la  bocca 
agli  avversarii. 

Perciò  Tessersi  comportato  a  questo  modo  in  questa 
particolare  circostanza  lascia  luogo  a  credere,  o  che  disco¬ 
noscesse  l’alta  importanza  della  sublime  sua  filosofia,  o  più 
probabilmente,  che  così  facesse  per  torsi  d'impaccio,  ed 
indirettamente  riversare  sopra  de'  suoi  avversari  le  frecce 
che  verso  lui  essi  scagliavano. 

296.  Ad  ogni  modo  però,  se  Leibnilz  si  fosse  abbattuto 
a  leggere  quelle  opere  di  Galilei  che  trattano  di  due  scienze 
nuove  attinenti  alle  meccaniche,  avrebbe  in  esse  rinvenuto 
la  dottrina  sufficiente  a  rispondere,  od  almeno  ad  attutire 
tutte  queste  difficoltà,  imperciocché  il  noslro  fiorentino  aveva 
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dimostralo  cd  in  maniera  assai  soddisfacente,  clic  la  infini¬ 
tesima  parie,  o  il  suo  indivisibile  posto  a  petto  della  gran¬ 
dezza  finita  (la  quale  razionalmente  si  riteneva,  come  un 
aggregato  infinito  di  indivisibili),  non  può  menomamente 
,  alterare  il  di  lei  valore  finito ,  nè  in  più  nè  in  meno  col- 
T aggiunta  che  venga  fatta  di  esso  indivisibile,  nè  con  sot¬ 
trazione  del  medesimo  (289). 

Ma  ritornando  al  principale  oggetto  della  scoperta  del 
calcolo  superiore  fatta  da  Leibnitz  osserveremo,  che  le  dot¬ 
trine  anteriori  davano  1’  infinitesima  parte  razionale,  davano 
il  principio  del  calcolo  differenziale  ,  davano  felicissime  e 
bellissime  applicazioni ,  ma  tuttavia  prima  che  queste  pre¬ 
ziose  cognizioni  capitassero  nella  sua  vastissima  mente,  esse 
non  erano  ridotte  a  sistema ,  a  dottrina  generale  astratta  , 
e  quindi  mancavano  di  quella  altitudine  che  presero  in  mano 
sua,  per  la  quale  si  riconobbero  capaci  di  esser  applicale 
a  tulle  indistintamente  le  grandezze  geometriche ,  algorit¬ 
miche,  c  con  qualsivoglia  forma  analitica  espresse. 

297.  Intanto  le  nuove  dottrine  di  Leibnitz  c  per  la  loro 
semplicità  e  per  la  filosofica  astrazione,  non  che  per  la  sin¬ 
golare  loro  brevità  e  concisione  crescevano  in  alla  eslima- 
zoine  e  si  diffondevano  celeramenle  su  lutto  il  continente  , 
e  dai  fratelli  Ber noulli  e  da  altri  venivano  adoperale  c  pro¬ 
mosse.  Queste  dottrine  benché  nel  principio  del  calcolo  qui 
poc'anzi  ricordato,  venissero  contradclle,  e  benché  nè  Leib- 
uilz  ,  nè  vcrun  altro  sapessero  interamente  stabilire  c  giu¬ 
stificarne  le  basi  come  rigorose  e  pienamente  giuste,  tut¬ 
tavia  si  ritenevano  dall'universale  dei  dotti,  e  la  loro  aggiu¬ 
statezza  si  desumeva  da  questa  considerazione,  che  il  nuovo 
calcolo  differenziale  leibniziano  conduceva  a’  risultamenli 
esatti ,  c  questi  risultamenli  si  dichiararono  esalti  ,  perchè 
quando  questo  calcolo  si  adoperava  a  dimostrare  le  più 
aperte  verità  geometriche  sostenute  da  evidenti  dimostrazioni. 

17 
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trattate  col  nuovo  calcolo,  si  ottenevano  le  stesse  evidenti  ed 
identiche  verità. 

Intanto  osserveremo,  che  con  queste  nuove  dottrine  e 
con  questi  nuovi  calcoli  che  le  esprimevano  ,  si  considera¬ 
vano  le  grandezze  tutte  indistintamente  come  idealmente 
risultanti  da  infinite  infinitesime  parti ,  c  si  attribuivano  a 
tutte  le  funzioni  analitiche  e  geometriche  delle  variazioni  le 
quali  consistevano  nel  considerare,  che  nelle  loro  parli  va¬ 
riabili  provassero  cangiamenti  in  più  o  in  meno  di  alcuna 
di  queste  infinitesime  parli  ideali ,  circostanza  che  era  fe¬ 
conda  <T  indescrivibili  vantaggi ,  come  sarà  fatto  palese  in 
seguito  ;  perchè  non  sperali  nelle  scienze  matematiche. 
Tali  presso  a  poco  erano  le  dottrine  che  formate  sì  erano 
intorno  alla  grandiosa  scoperta  del  calcolo  sublime  dai 
due  grandi  geometri  inventori ,  Newton  e  Leibnitz.  Dal 
fin  qui  accennato  ognuno  può  di  leggieri  comprendere, 
per  quali  fasi  sia  passala  l’idea  dell’infinito  e  dell' in¬ 
finitesimo  prima  di  arrivare  al  pieno  di  lei  splendore 
pel  quale  poi  si  guadagnò  1*  assenso  dei  geometri  ;  ognuno 
può  comprendere  ,  come  il  principio  e  tulio  il  fondo  prin¬ 
cipale  di  questa  grandiosa  e  sublime  idea  sia  di  origine 
Italiana. 

298.  Il  partilo  di  coloro  che  trovavano  difettose  le  dot¬ 
trine  della  nuova  scoperta  infinitesimale,  non  si  dava  per 
vinto  dalle  ragioni  comprovanti  l’esattezza  di  esse;  perciò 
cnqLinnnvn  ?  i;jpfnpf>mr/>,  alla,  generale  dei  geometri  quel 
manco  di  filosofia  che  credeva  scorgere  in  queste  dottrine, 
c  clic  in  sostanza  riducevasi  lutto  nel  dichiarare  inesatte 
le  dottrine  in  discorso,  perchè  fondavansi  sul  principio  che 
due  grandezze  sono  eguali  quando  non  dilferiscouo  tra 
di  loro  se  non  che  di  una  quantità  infinitamente  piccola. 

Tra  que'  filosofi  che  la  pensavano  a  questo  modo  Irò 
\a\asi  anco  il  celebre  geometra  francese  D’ Alembert.  Egli 
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sebbene  ritenesse  le  espressioni  delle  differenziali  leihnitziane 
come  semplicissime  e  ripiene  di  eleganza,  si  studiò  sostituire 
una  nuova  filosofia  o  una  nuova  dottrina  alla  leibnilziana, 
riputando  in  suo  animo  che  questa  sua  dottrina  fosse  rigo¬ 
rosa  ed  evidentissima.  E  la  sua  nuova  dottrina  era  poi 
quella  antica  inventata  da  Archimede,  e  conosciuta  sotto  il 
nome  di  metodo  dei  limiti;  la  quale  veniva  ritenuta  general¬ 
mente  come  rigorosissima  anco  dagli  oppositori  del  calcolo 
differenziale. 

Il  fine  principale  che  si  proponeva  questo  grande  geo¬ 
metra  era  quello  di  evitare  tutte  le  difficoltà  e  di  rischia¬ 
rare  tulle  le  dubitazioni  che  venivano  messe  in  campo  per 
escludere  dalle  matematiche  le  grandezze  infinitamente  pic¬ 
cole  ed  il  loro  uso,  e  così  ricondurle  nel  campo  del  pieno 
rigore  geometrico,  rigore  che  egli  credeva  di  scorgere  nel 
metodo  dei  limili. 

Questo  tentativo  riguardalo  dal  fine  che  intendeva 
conseguire,  merita  lode  non  poca,  ma  consideralo  sotto  il 
vero  aspetto  del  merito  filosofico,  lo  appalesa  un  tentativo 
non  solo  inutile  ma  mal  riuscito;  perchè  noi  riteniamo,  e 
renderemo  anco  dimostrativo  questo  nostro  parere',  che  se 
d'  Alembert  avesse  ben  addentro  meditalo  attentamente  il 
metodo  antico  dei  limili  al  quale  non  solo  si  gettava  in  brac¬ 
cio,  ma  che  intendeva  anco  anteporre  al  metodo  leibnilziano, 
certamente  che  vi  avrebbe  ravvisalo  per  enlro  un  procedimento 
manchevole  e  meno  evidente  di  quello  clic  si  ritrova  nel  me¬ 
todo  di  Leibnilz.  Più  si  sarebbe  avveduto,  che  era  metodo 
nel  quale  spesso  si  faceva  uso  dell*  ideale  c  del  concreto 
promiscuamente,  il  che  è  equivoco  non  piccolo. 

299.  Intanto  esponiamo  le  dottrine  di  1/ Alembert.  Il  me¬ 
todo  dei  limili  consideralo  dal  lato  della  dottrina  che  esso 
contiene  si  appoggia  alle  seguenti  due  razionali  proposizioni. 

Due  grandezze  le  quali  siano  limiti  di  una  stessa  gra- 
dezza  swio  eguali  tra  loro. 
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Due  grandezze  clic  crescono  o  decrescono  continua¬ 
mene  conservando  tra  di  loro  la  stessa  ragione  invariabile, 
ridesta  ragione  sarà  quella  dei  limili  delle  due  grandezze. 

Ma  per  rimuovere  ogni  dubitazione  circa  l'esattezza  clic 
si  deve  avere  nel  riferire  il  metodo  dei  limiti  quale  viene 
esposto  da  D’AIembert,  riportiamo  quanto  egli  ne  dice  nel- 
T  Enciclopedia  Metodica  e  prima  esponiamo  la  dottrina 
deirAb.  de  la  Chapelle,  Articolo  Limite .  —  Si  dice  che 
una  grandezza  è  il  limite  di  un'  altra  grandezza  quan¬ 
do  la  seconda  può  avvicinarsi  alla  prima  più  da  vi¬ 
cino  di  qualsivoglia  grandezza  data ,  per  quanto  tenue 
se  la  possa  supporre ,  senza  che  però  la  grandezza 
che  si  approssima  possa  giammai  sorpassare  Y  altra  gran¬ 
dezza  cui  si  avvicina;  in  modo  che  la  differenza  di  una 
sì  fatta  quantità  al  suo  limile  riesca  assolutamente  inas¬ 
segnabile. 

Per  esempio  (continua  egli)  supponiamo  due  poligoni , 
l'uno  inscritto  e  l'altro  circoscritto  ad  un  circolo;  egli  è 
cosa  evidente  che  si  potranno  moltiplicare  quanto  piaccia, 
i  lati  di  questi  poligoni,  ed  in  questo  caso  ognuno  dei  due 
poligoni  si  avvicinerà  di  più  in  più  alla  circonferenza  del 
circolo;  il  contorno  del  poligono  inscritto  aumenterà,  e  quello 
del  circoscritto  diminuirà:  ma  il  perimetro  o  il  contorno  del 
primo  non  sorpasserà  mai  la  lunghezza  della  circonferenza, 
e  quello  del  secondo  non  diverrà  mai  più  piccolo  della 
stessa  circonferenza  :  la  circonferenza  del  circolo  è  dunque 
il  limite  dell' accrescimento  del  primo  poligono,  e  della  di¬ 
minuzione  del  secondo. 

A.0  Se  due  grandezze  sono  limite  di  una  medesima 
quantità,  queste  due  grandezze  saranno  eguali  tra  di  loro. 

2.°  Sia  A  B  il  prodotto  di  due  grandezze  A  e  B.  Sup¬ 
poniamo  che  G  sia  il  limile  della  grandezza  A,  e  che  D  sia 
il  limite  della  quantità  B:  io  dico  clic  G  x  D  prodotto  dei 
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limiti  sarà  necessariamente  il  limile  di  A  x  B  prodotto  delle 
due  grandezze  A  e  B. 

Queste  due  proposizioni  clic  si  troveranno  dimostrale 
esattamente  nelle  instiluzioni  di  geometria,  servono  di  prin- 
cipii  per  dimostrare  rigorosamente,  che  si  ha  1’  area  di  un 
circolo  moltiplicando  la  metà  della  sua  circonferenza  per 
il  di  lui  raggio. 

Questo  è  quanto  insegua  il  suddetto  de  la  Chapelle  in¬ 
torno  alla  dottrina  del  metodo  dei  limili. 

300.  Ora  D’Alembcrt  facendo  seguito  a  quanto  in  questo 
articolo  n'  ha  detto  1  ab.  de  la  Chapelle,  soggiunge  :  la  teo¬ 
rica  dei  limiti  è  la  base  della  vera  metafisica  del  calcolo 
differenziale.  Indi  soggiunge;  a  propriamente  parlare  il  li - 
mite  non  coincide  giammai  o  non  diviene  mai  eguale  alla 
quantità  della  quale  esso  è  limite ;  ma  quella  gli  si  accosta 
sempre  di  più  in  più,  e  può  differirne  solo  di  quel  tanto 
che  a  noi  piacerà.  Il  circolo,  per  esempio,  è  il  limite  dei 
poligoni  inscritti  o  circonscritti ,  perchè  esso  non  si  con¬ 
fonde  mai  rigorosamente  con  essi,  sebbene  questi  possano 
avvicinategli  all’  infinito.  Questa  nozione  può  servire  a  ri¬ 
schiarare  molte  proposizioni  matematiche.  Per  esempio ,  si 
dice,  che  la  somma  di  una  progressione  geometrica  decre¬ 
scente  della  quale  il  primo  termine  è  a,  ed  il  secondo  b, 
a2 

è - ;  questo  valore  non  è  propriamente  la  somma  della 

a-b 

progressione,  è  invece  il  limite  di  questa  somma,  cioè  la  quan¬ 
tità  alla  quale  essa  può  approssimarsi  sin  che  si  voglia, 
senza  giammai  raggiungerla  esattamente.  Perchè  se  e  è  l'ul¬ 
timo  termine  della  progressione,  il  valor  esatto  della  somma 

aa-be  aa 

è - il  quale  è  sempre  minore  di - ,  perchè  anche 

ad» 


a-b 
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in  una  progressione  geometrica  decrescente  I  ultimo  termine 
e  non  è  mai  eguale  a  zero;  ma  siccome  questo  termine  con- 
linuamcnlc  si  avvicina  allo  zero,  senza  mai  arrivarvi,  egli 
è  cosa  chiara  che  lo  zero  è  il  limile,  e  che  per  conseguenza 
aa-be  aa 

il  limile  di - è - ,  in  supponendo  e  =  o ,  ovvero 

a-b  a-b 

ponendo  in  luogo  di  e  il  suo  limite. 

501.  Indi  lo  slesso  D’Àlembert  nelKarticoIo  Calcolo  differen¬ 
ziale  soggiunge:  zz  Quello  che  più  ci  interessa  di  trattare 
in  questo  luogo  è  la  metafisica  del  calcolo  differenziale. 

Questa  metafisica  della  quale  tanto  si  è  scritto,  è  più 
importante  e  forse  piu  difficile  ad  essere  ben  sviluppala  che 
non  siano  le  regole  istesse  di  questo  calcolo.  Molli  geome¬ 
tri,  e  tra  gli  altri  Rollo,  non  potendo  ammettere  la  suppo¬ 
sizione  che  si  fa  delle  grandezze  infinitamente  piccole,  l'hanno 
rigettata  intieramente  ed  hanno  preteso,  che  il  principio  fosse 
falso  e  capace  di  indurre  in  errore.  Ma  quando  riflettiamo 
clic  tulle  le  verità  che  si  dimostrano  coll’ajuto  della  geo¬ 
metria  ordinaria,  si  dimostrano  e  con  più  di.  facilità  anco 
coll' ajulo  del  calcolo  differenziale,  non  si  può  a  meno  di 
concliiuderc,  che  questo  calcolo  prestando  dei  melodi  sicuri, 
semplici  ed  esatti,  anco  i  principii  dai  quali  esso  dipende 
debbano  esser  semplici  ed  esalti.  Leibnitz  imbarazzalo  dalle 
obbiezioni  che  conosceva,  che  si  potevano  promuovere  contro 
le  quantità  infinitamente  piccole,  quali  le  considera  il  cal¬ 
colo  differenziale,  ha  amalo  meglio  ridurre  i  suoi  infinita¬ 
mente  piccoli  a  non  essere  che  delle  incomparabili  gran¬ 
dezze,  ciò  che  rovinerebbe  V  esattezza  geometrica  dei  cal¬ 
coli  zz. 

502.  Esaminiamo  succintamente  quale  e  quanta  sia  la  filo¬ 
sofia  del  metodo  dei  limili  adoperalo  da  questo  grande  geo¬ 
metra  francese,  c  vediamo  come  questa  filosofia  del  metodo 


—  205  — 

antico  possa  esser  sostituita  in  luogo  della  lilosolia  del  cal¬ 
colo  differenziale. 

La  nozione  del  limile  è  di  quella  grandezza  cui  un’al¬ 
tra  grandezza  crescendo  o  decrescendo  continuamente  gli 
si  avvicina,  c  che  questo  appropinquamenlo  possa  aver  luogo 
sino  all’  infinito ,  che  rigorosamente  parlando  ,  mai  non  lo 
eguaglia  perfetta  mefite,  zz  A  propriamente  parlare  dice  DAlem- 
bert  il  limite  non  coincide  giammai,  o  non  diviene  mai  eguale 
alla  quantità  della  quale  esso  è  limile  =.  Ora  ammessa  questa 
dottrina  di  indefinita  approssimazione,  ma  in  pari  tempo  esclu¬ 
dente  la  rigorosa  identità,  come  mai  il  metodo  dei  limili 
può  aversi  per  esattamente  rigoroso,  se  come  usano  lutti  i 
fautori  di  questo  metodo,  si  vogliono  sostituire  i  limili,  o 
le  ragioni  dei  limiti  in  luogo  delle  grandezze  che  ad  essi  si 
sono  appropinquate  ? 

Anco  in  questo  metodo  si  appoggiano  i  geometri  alPap- 
propinquamento  infinito  chela  grandezza  fa  al  suo  limile.  Ora 
da  questo  concetto  e  da  queste  posizioni  ne  risulta  ,  che 
l’idea  limile  è  quella  di  una  grandezza  costante  alla  quale 
un’  altra  si  avvicina  ;  ma  tali  posizioni  dimostrano ,  che 
ogni  relazione  del  limite  alla  grandezza  consiste  in  una 
estrinseca  relazione  la  quale  per  necessità  di  dati,  presup¬ 
pone  l’esistenza  e  del  limile  c  della  grandezza  approssi- 
mantesi  al  limite. 

Di  qui  si  incomincia  a  dedurne  la  leggitlima  conse¬ 
guenza,  che  1'  idea  di  limile  c  di  ogni  sua  proprietà  va  in 
fumo  e  più  non  esiste  qualunque  volta  non  esista  la  gran¬ 
dezza  approssimaulesi ,  o  qualunque  volta  questa  diventi 
eguale  a  zero,  c  che  lo  staio  della  grandezza  considerala 
limite  contenga,  sussistendo,  solamente  I’  idea  o  il  concetto 
della  indeterminata  approssimazione  della  grandezza  svanita* 
503.  Ogni  legge  per  mezzo  della  quale  una  grandezza 
crescendo  o  diminuendo  si  avvicina  ad  un  altra  fissa  e  co- 
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Mante,  e  ciò  sempre  lino  all  infinito  come  dicono  i  geome¬ 
tri  e  segnatamente  D  Alembert,  è  legge,  N.  300,  fondala 
sopra  la  natura  del  continuo;  ogni  legge  clic  non  si  appog¬ 
gi  a  questa  proprietà  del  continuo,  può  sempre  presto 
esaurirsi  e  consumarsi,  circostanza  che  ognora  esclude  il 
procedimento  all'  infinito.  Ogni  legge  geometrica  fondan¬ 
dosi  su  la  proprietà  del  continuo,  e  procedendo  secondo  una 
ragione  costante,  è  legge  che  di  sua  natura  procede  sempre 
all’  infinito ,  perchè  si  serve  del  continuo  per  aver  sempre 
diritto  di  scompartire  ogni  residuo,  secondo  la  legge  di  di¬ 
minuzione;  è  legge  di  aumenti  e  di  potenze,  e  se  occorre, 
questa  legge  si  serve  della  costante  ragione  dei  termini ,  la 
qual  ragione  per  esser  sempre  mantenuta  esige ,  clic  la 
legge  lasci  sempre  qualche  cosa  su  cui  procedere  continua¬ 
mente  innanzi.  Per  questo  ,  il  campo  che  può  percorrere  e 
sul  quale  si  distende  la  serie  geometrica  è  campo  infinito  ; 
quindi  è  campo  inesauribile,  è  campo  senza  confine,  è  campo 
trascendente  i  limiti  della  ragione  e  dell' analisi,  e  lutto  ciò 
tanto  in  via  ideale  teoretica,  quanto  in  via  pratica  ed  ana¬ 
litica. 

Dunque  col  metodo  dei  limili  non  si  può  mai  escirc 
dal  metodo  delle  approssimazioni  indefinite;  dunque  di  buon 
ora  s’intende,  che  non  può  esso  servire  di  rigorosa  metafi¬ 
sica  a  verun  calcolo,  e  nel  caso  di  cui  parliamo,  al  calcolo 
differenziale. 

504.  Ma  proseguiamo  l’esame:  Archimede,  1' abate  de 
la  Chapelle,  D’Alemberl,  Cousin  ed  infiniti  altri,  riconoscono 
la  circonferenza  di  un  circolo  v.  g.  per  limile  dei  poligoni 
inscritti  e  circoscritti  alla  medesima;  essi  dunque  ammettono 
una  ipotesi,  che  certamente  contiene  più  difficoltà  che  non 
ne  contenga  la  ipotesi  della  grandezza  infinitamente  piccola: 
prima  perchè  questa  grandezza  limile  o  questa  circonferenza 
è  di  natura  diversa  della  retta,  ovvero  è  diversa  della  pe- 


riferia  di  ogni  poligono,  il  che  ci  fa  conoscere,  che  anco  se¬ 
condo  la  dottrina  fondamentale  del  metodo  dei  limili  sareb¬ 
be  esclusa  questa  posizione;  imperciocché  per  poter  imma¬ 
ginare  che  una  grandezza  variabile  si  accosti  indefinitamente 
ad  un’altra  costante  in  forza  delle  sue  variazioni,  e  ciò  fino 
al  punto  di  differirne  meno  di  qualsivoglia  differenza,  con- 
vien  sempre  e  poi  sempre  supporre,  che  le  due  grandezze, 
cioè  tanto  la  variabile  quanto  la  costante  o  il  limite,  siano 
omogenee  o  di  una  identica  natura;  il  che  non  avveran¬ 
dosi  delle  linee  rette;  comparate  con  le  curve,  le  quali  anzi 
sono  di  diversa  natura,  si  vede,  che  qui  non  si  usa  del  me¬ 
todo  dei  limiti ,  ma  se  ne  abusa.  In  secondo  luogo,  stando 
ai  ragionamenti  adoperali  dai  seguaci  del  metodo  dei  limili 
ne  si  vorrebbe  far  credere,  che  si  arrivi  a  conoscere  il  valor 
di  una  diminuzione  o  il  valor  di  una  quantità  quando  si 
conosca  il  limile  cui  tende;  ma  questo  a  rigor  di  filosofia 
non  regge  ;  di  fatti  noi  sappiamo  che  la  espressione  in  serie  del- 
\  4  i  4 

I’  unità  è  4  — - i - 1 - 1 - ,  nella  quale  il  se- 

2  4  8  46 

condo  membro  si  avvicina  al  valor  dell’unità. 

Or  bene,  si  può  per  ciò  conchiudere,  che  la  somma 
di  questa  serie  protratta  all’infinito  sia  eguale  all’unità?  Que¬ 
sto  par  di  no  ;  perchè  un  infinità  reale  o  immaginaria  di  termini 
ripugna  e  perciò  anco  una  colai  somma  è  chimerica.  Inoltre 
si  ammette  per  base  fondamentale  che  la  grandezza  varia¬ 
bile  può  sempre  accostarsi  al  limite  sino  al  prodigio  o  al- 
T  infinito,  senza  però  a  rigore  mai  raggiungerlo;  dunque, 
non  può  mai  il  valor  del  limile  rappresentare  il  valor  della 
variabile  a  tutto  rigor  di  filosofico  ragionamento,  ma  solo  per 
aprossimazione. 

305.  Però  (si  dirà)  è  certo,  che  con  questi  continui  in¬ 
terminabili  appropinquamenli  che  fanno  v.  g.  ì  lati  del  poli- 
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gono  al  circolo,  una  parte  della  supcrlicie  contenuta  e  con¬ 
terminala  dal  circolo  viene  passando  nel  poligono  inscritto 
di  lati  crescenti,  c  così  continuando  aH'infiuilo  si  vede,  che 
la  differenza  tra  la  superficie  del  circolo  e  quella  del  poli¬ 
gono  può  esser  portata  a  qualsivoglia  piccolezza  che  più 
piaccia  ? 

Ma  osserviamo,  che  questo  procedimento  di  avvicina¬ 
mento  di  queste  due  superficie,  lascia  sempre  parte  finita  di 
differenza  tra  quella  del  circolo  c  quella  del  poligono,  poi¬ 
ché  al  primo  senior  di  consunzione  di  questa  differenza  , 
preceder  deve  quello  di  infinito  appropinquamento ,  il  quale 
ripugna.  E  nella  stessa  insigne  ipotesi  che  tale  diminuzione 
della  differenza  fosse  protratta  all'infinito,  non  condurrebbe 
mai  alla  rigorosa  identità,  e  perchè  si  dice  che  la  variabile 
non  può  raggiungere  il  limile  a  rigore,  e  perchè  anco  con 
questa  inamissibile  ipotesi  non  si  perviene  che  airinfinilesimo 
valor  della  differenza,  giusta  il  più  ovvio  c  naturale  signi¬ 
ficalo  di  un'  appropinquamento  fondalo  nella  proprietà  del 
continuo  e  regolato ,  come  è  questo,  da  legge  geometrica. 

300.  Da  quello  che  siam  venuti  esponendo  si  vede  ,  che 
il  metodo  dei  limili,  appoggiandosi  alla  considerazione  delle 
grandezze  approssimantesi  con  procedimento  senza  fine,  non 
può  mai  aspirare  all’onorifico  titolo  di  metodo  rigoroso.  Ora 
rifuggire  all’idea  della  grandezza  infinitesima  supposta  razio¬ 
nalmente,  mentre  nella  più  favorevole  ipotesi  c  quella  gran¬ 
dezza  cui  aspira  il  metodo  dei  limili  filosoficamente  inteso, 
e  rifuggire  daUinfinilesima  supposta  per  andar  in  cerca  della 
stessa  usando  delle  approssimazioni  finite  cd  incessantemente 
finite  e  di  approssimazioni  che  mai  non  possono  esaurirsi, 
questo  è  pensamento  sicuramente  anlifilosotìco.  Più,  quando 
queste  diminuzioni  delle  differenze ,  e  queste  consecutive 
approssimazioni  si  raccomandano  c  si  appoggiano  all’  infi¬ 
nito  ed  all’  infinitesima  grandezza  evanescente  ,  e  ciò 
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per  escluder  l'idea  dell’infinilesima  stessa,  questo  si  presenta 
contegno  sì  poco  conforme  a  ragione  clic  nulla  di  più  scon¬ 
veniente  si  può  ideare.  In  fatti  qui  si  lenta  escludere  la  no¬ 
zione  della  grandezza  infinilamenle  piccola,  per  poi  supporla 
due  volle. 

307.  Il  concetto  delTinfinitesima  quantità,  è  concetto  ardilo, 
e  di  difficilissima  mentale  concezione,  ma  i  concetti  che 
racchiudono  le  dottrine  dei  limiti  sono  ancora  di  più  diffi¬ 
cile  concepimento,  perchè  là  dove  nel  sistema  leibniziano  lutto 
è  razionalmente  supposto,  in  quello  dei  limiti  se  lo  pone  ad 
infinita  distanza,  e  ciò  che  più  imporla,  tacitamente  ma  espres¬ 
samente,  si  suppone  di  poterlo  raggiungere  c  di  determinare 
colle  nostre  concezioni,  inette  ad  arrivare  a  questa  inacessibile 
distanza  e  profondità  infinita.  Onde  il  considerare  il  metodo 
dei  limili  più  luminoso  e  chiaro  di  quello  delle  parli  o  quan¬ 
tità  infinitesime,  è  la  stessa  cosa  che  dire,  che  l'infinito 
sia  più  adattalo  alla  nostra  concezione  di  quello  lo  sia  l'in- 
finilcsimo,  e  che  una  cosa  interminabile,  (quale  è  1’ appros¬ 
simazione  all’  infinito)  sia  più  semplice  e  chiara  della  sup¬ 
posta  infinitesima  quantità. 

Cose  tutte,  che  si  dicono,  e  che  nemmeno  per  appros¬ 
simazione  si  provano,  nè  si  possono  provare. 

Quale  adunque  è  il  guadagno  che  D’  Alembert  ricava  , 
per  la  filosofia  del  calcolo  differenziale  dal  suo  ricorso  al 
metodo  dei  limili  ?  Il  suo  ragionamento  consiste  nel  sup¬ 
porre,  che  le  grandezze  variabili  si  avvicinino  infinitamente 
al  limite  (il  che  è  già  una  inconcepibile  ipotesi)  o  ciò,  che 
poi  è  lo  stesso,  che  la  grandezza  dopo  indefiniti  appropin- 
quamenli  differisca  infinilamenle  poco  dal  limile  (  con  le 
quali  posizioni  si  suppone  e  si  ammette  pienamente  la  dot¬ 
trina  leibniziana)  ;  dunque  D’Àlcmberl  non  fa  nè  più  nè  meno 
di  Lcibnitz  ! 

Quando  il  D’  Alembert  a  fine  dare  qualche  rigore 
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alle  sue  geometriche  determinazioni  della  sollangciUe  della 
parabola  ordinaria,  da  lui  esposte  ììcW Enciclopedia  /Melodica 
articolo.  Calcolo  differenziale  ;  (piando  diciamo,  considera 
come  eguali  le  due  ascisse  perchè  tra  di  loro  appropin¬ 
quale  in  modo  da  essere  infinitamente  vicine,  egli  in  questo 
caso  si  fa  apertamente  a  supporre  eguali  queste  due  gran* 
dezze  per  la  ragione  che  sono  indefinitamente  vicine  o  ciò 
clic  è  precisamente  la  stessa  cosa,  perchè  sono  infinitamente 
poco  differenti  ;  dunque,  egli  prende  a  prestilo,  per  così  dire, 
od  assume  intieramente  la  dottrina  di  Leibnitz,  e  poi  pre¬ 
tende  farla  servire  di  sgabello  al  suo  metodo  antico,  me¬ 
todo  clic  incomincia  appunto  là  dove  finisce  quello  del  filo¬ 
sofo  di  Lipsia. 

Tale  procedimento  di  D'  Alembert  oltre  che  contiene 
verace  scapito  nel  rigor  delle  dottrine,  si  presenta  anco  più 
complicato  e  più  ripieno  di  dubitazioni  di  quello  del  calcolo 
differenziale,  e  per  sopra  più  si  dimostra  eziandio  poco  congruen¬ 
te  a  sè  stesso,  perchè  alla  fine  si  appoggia  agli  stessi  principi!* 
e  posizioni  del  calcolo  differenziale,  che  vorrebbe  supplanlare. 

Prima  di  por  fine  a  queste  considerazioni  osserveremo 
ancora,  che  quando  D’Alembert  nel  suo  lungo  articolo,  Cal¬ 
colo  differenziale  inserito  neìY Enciclopedia  Mclodica>  viene 
a  determinare  il  rapporto  dell'  ordinata  alla  sottotangente , 

z  a 

egli  trovasi  condotto  alla  seguente  equazione  —  = - 

u  2y  +  z 

e  comparando  questa  espressione  con  quella  che  assegna 
con  eleganza  e  speditezza  maggiore  il  calcolo  differenziale 

z  dy 

trova,  che  —  corrisponde  precisamente  a  —  qual  limite  di 
li  dx 

z 

questa  frazione  prima,-  cioè  di  — ■.  E  questo  limile,  dice  egli, 

u 
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0 

si  trova  nella - facendovi  la  z—  o.  Poi  si  fa  la  do- 

2y  -4*z 

manda:  non  si  deve  egli  fare  z  — o,  e  uno  nella  frazione 

za  o  a 

—  — - ed  allora  si  ha  —  n  — ?  Ora  cosa  signi- 

u  2y  +  z  o  2y 

Oca  quest’  ultima  equazione?  io  rispondo  (soggiunge  d'  A- 
lemberl):  4°.  che  in  quest’equazione  non  v'ha  alcuna  assur- 


o 

dilà;  perchè  —  può  esser  eguale  a  ciò  che  si  vuole:  e 
o 


a 

così  può  esser  eguale  ad  —  :  io  rispondo  in  secondo,  che 

2y 

quantunque  il  limite  del  rapporto  di  z  ad  u  si  trovi  quando 
zno  cd  uno,  questo  limite  non  è  propriamente  il  rap¬ 
porto  di  ziro  alla  u  n  o,  perchè  questo  non  presenta  al¬ 
cuna  idea  nitida;  non  si  sa  più  che  cosa  sia  un  rapporto  del 
quale  i  due  termini  sono  nulli  Puno  e  l'altro.  Questo  limile  è 


z 

la  quantità  alla  quale  il  rapporto  —  s’accosta  di  più  in  più, 

u 

in  supponendo  z  ed  u  ambedue  reali  e  decrescenti,  c  delle  qua¬ 
li  il  rapporto  s'accosla  cotanto  da  vicino  quanto  a  noi  piaccia. 

Esaminiamo  ora  alcun  poco  questi  pensamenti  di  d'A- 
lcmberl,  e  vediamo  se  contengano  miglior  metafisica  o  mag¬ 
gior  evidenza  di  quella  che  contengono  i  principii  del  cal¬ 
colo  differenziale. 


a 

A  buon  conto  con  la  forinola - pone  in  chiara 

2y  -4-z 

luce,  che  questa  espressione  non  può  mai  a  rigore  divenire 
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—  _  se  rigorosamente  la  z  non  sia  divenuta  zero.  Ora  il 
2y  • 

nostro  filosofo  non  ha  coraggio  di  supporre  la  z  =  o;  ma 
vuole  che  a  forza  di  indefiniti  decrementi  divenga  come  zero, 
senza  badare,  che  niuna  via  o  serie  geometrica  di  diminu¬ 
zioni  esiste,  la  quale  conduca  a  questa  perfetta  consunzione 
della  z.  Oltre  questo,  quando  la  z  è  zero  la  grandezza  ap- 
prossimanlesi  al  limile  non  è  più;  perciò  con  essa  svanisce 
anco  l'idea  del  limite,  perchè  quest'idea  consistendo  in  que¬ 
sta  relazione  estrinseca,  non  si  può  comprendere  come  sus¬ 
sista  dopo  spenta  la  relazione  in  causa  della  mancanza  di  z. 

a  a 

Nè  si  dica,  che  il  limite  —  della  grandezza - 

2y  2y  -4-  z 

sussiste  in  quanto  che,  se  la  z  più  non  è,  sappiamo  però 
che  con  le  sue  diminuzioni  continue  infinite,  tendeva  a  reu- 
a  a 

dere  — — —  =  — •  Perchè  insino  a  tanto  che  z  esiste , 
2y  4-  z  2y 

questa  eguaglianza  non  è  rigorosa  per  posizione  di  D'AIem- 
berl;  c  perchè  diventi  rigorosa  convien  che  sia  z  — o,  ed¬ 
ili  allora  anco  per  D’ Alembert,  non  ha  più  significalo;  uè 
giova  ricorrere  per  spiegare  quest'enigmalica  nozione  (già  ab¬ 
bracciala  da  Newton,)  alle  ragioni  che  quest'ultimo  adduce, 
perchè  egli  suppone  quest'  eguaglianza  non  prima  che  z  sia 
zero,  nè  dopo,  ma  nel  momento  che  diviene  zero;  inutile  suller- 
fugio ,  pirchè  si  appoggia  ad  uno  stato  il  quale  è  inconcepibile: 
di  fatti  si  immagini  pure  il  tempo  suddiviso  in  infiniti  istanti  infi¬ 
nitesimi,  a  questi  si  raccomandi  la  z;  in  queU'islanle,  che  cessa, 
sarà  essa  forse  e  z  e  zero?  Il  passaggio  dall'essere  al  non  essere 
non  ha  misura  di  tempo,  non  è  segnato  cioè  da  alcuno  istante, 
onde  meglio  si  direbbe,  che  lo  spegnersi  della  z  non  si  può  con- 
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ccpirc  che  tra  uno  e  l’altro  istante;  o  almeno  in  modo  che  niun 
tempo  o  istante  di  tempo  possa  segnare  il  trapasso  dall’es¬ 
sere  al  non  essere. 

Richiamare^adunque  al  momento  di  quésta  estinzione, 
è  richiamar  Y  animo  sopra  un  momento  impercettibile ,  è 
sedurlo  con  apparenza  di  verità,  ma  non  convincerlo  real¬ 
mente.  Il  fine  di  una  cosa,  o  il  punto  della  sua  estinzione 
non  si  può  considerare  nel  tempo,  se  non  come  il  punto 
geometrico  si  considera  nelle  quantità  geometriche. 

z 

Piu,  quando  D'AIemberl  esprime  il  rapporto  di  — ,  che 

u 

è  poi  quello  dei  lati  del  così  detto  triangolo  differenziale,  o 
dei  lati  infinitesimi ,  e  quando  ammette  la  condizione  che 

z  o  a 

sia  z  — o>  ed  u  —  o ,  allora  si  ha  —  —  rz  — .  Ora 

u  o  2y 

ognuno  di  leggieri  intende  com'esso  si  trovi  posto  in  difficoltà 

o 

dalle  quali  non  sa  liberarsene.  In  fatti,  il  dire  che — signi- 

o 

fica  lutto  ciò  che  si  vuole,  ella  è  asserzione  presto  della, 
ma  che  ninno  può  apertamente  intendere,  che  niuno  può 
spiegare.  Così  pure  enigmatica  a  tulli  riescirà  Teguaglianza 

o  a 


Lcibnilz  che  suole  esprimere  i  lati  del  triangolo  minimo 
non  per  z  e  per  u,  ma  per  dx,  c  per  dy,  egli  ha  in  luogo 
z  dy 

di  —  la  espressione  —,  la  quale,  posta  che  sia  la  nozione 
u  dx 

dcirinlinilesima  parte  ideale  non  ammette  più  alcuna  difficoltà,  nè 
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contiene  alcuna  oscurila*  ed  efijli  non  ha  Insogno  nella  sua 
dy  _ 0 

filosofia  di  fare  —  —  * 

dx  o 

Finalmente  siccome  d'  Alembert  conviene  pienamente 
nelle  idee  dell'ab.  de  la  Chapelle  nel  ritenere,  la  circonfe¬ 
renza  del  circolo  come  verace  limite  dei  poligoni  inscritti  e 
circoscritti  allorquando  crescono  nel  numero  dei  loro  lati , 
così  secondo  la  sua  teorica  dei  limiti  deve  col  medesimo 
Abbate  convenire  nel  dire,  che  la  superficie  del  circolo  ri¬ 
sponde  esattamente  alla  moltiplica  del  raggio  per  la  mezza 
circonferenza;  ora  non  ci  vogliono  profonde  cognizioni  mate¬ 
matiche  per  comprendere,  quanto  mai  sia  sconvenevole  e 
mostruosa  una  così  fatta  moltiplica  ,  mentre  la  linea  retta 
espressa  dal  raggio  e  di  natura  al  tutto  diversa  dalla  linea 
curva  espressa  dalla  mezza  circonferenza ,  e  perciò  come 
questa  sia  moltiplica  inesatta  in  matematica  ove  le  gran¬ 
dezze  devono  avere  omogeneità  dichiarala,  o  meglio,  una  deve 
essere  astratta  e  l'altra  concreta,  ma  omogenee. 

Tutte  queste  considerazioni  pajono  più  che  sufficienti 
a  far  comprendere,  che  le  dottrine  del  metodo  dei  limiti 
non  contengono  una  filosofia  alta  a  rischiarare  ed  a  sorreg¬ 
gere  quella  del  calcolo  differenziale;  perchè  anzi  in  essa 
si  incontrano  tutte  le  difficoltà  del  calcolo  differenziale, 
più  ci  pongono  in  molte  oscurità  delle  quali  il  calcolo  di 
Lcibnilz  ne  va  esente. 

308.  E  giacché  cade  il  nostro  dire  sopra  del  circolo,  esa¬ 
miniamo  se  la  superficie  del  circolo  possa  considerarsi  come 
conoscibile  in  quanto  clic  è  una  superficie  finita  e  determi¬ 
nata,  quindi  comparabile  a  quella  dei  poligoni.  Ma  si  osservi, 
clic  da  questa  supposizione  non  si  può  ricavare  verun  pro¬ 
fitto  per  conoscere  precisamente  tale  superficie  o  area  fi¬ 
nita,  perchè  l’area  dei  poligoni  è  nota,  quella  del  circolo  6 
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ignota,  e  l’idea  che  sia  finita,  nulla  ha  a  die  fare  con  la 
cognizione  esalta  e  rigorosa  della  superficie  medesima. 

309.  Nè  giova  replicale,  che  l'area  del  circolo  può  esser 
ritenuta  quale  grandezza  noia  e  conosciuta  dal  momento 
che  essa  giace  ira  due  superficie  note  ed  appieno  conosciute 
come  sono  quelle  dei  poligoni  inscritto  e  circoscritto;  poiché 
altrettanto  prova  bensì  che  l’area  del  circolo  è  quantità  fi¬ 
nita,  e  compresa  tra  due  determinale  note  aree,  le  quali 
anzi  posson  concepirsi  mollo  propinque  nel  valore  a  quello 
dell’arca  circolare,  ma  non  prova  mai  che  queste  due  aree 
avvicinanlcsi  nella  loro  entità  indefinitamente  all’ignota  area 
del  circolo,  arrivino  finalmente  a  determinare  rigorosamente 
l’area  circolare  ;  imperciocché  Tesser  essa  compresa  tra  due 
grandezze  determinale  e  note,  prova  solo,  che  geometrica¬ 
mente  la  superficie  circolare  è  maggiore  di  una  e  minore 
dell’altra,  e  siccome  tra  due  grandezze  finite  poco  o  molto 
tra  loro  differenti  possono  mediare  sempre  infinite  grandezze 
tutte  di  diverso  valore,  come  vuole  la  natura  del  continuo 
appropriala  che  sia  ad  ogni  differenza  o  grandezza,  così  è 
certo,  che  la  superficie  o  l’area  circolare  deve  esser  una  di 
queste  intermedie  grandezze;  ma  chi  sa  dire  quale  di  que¬ 
sti  tanti  ed  indefiniti  valori  di  aree  intermedie,  sia  quello 
che  rigorosamente  esprima  il  valor  dell’area  circolare?  Nè 
si  pensi  che  avvicinando  più  e  più  i  poligoni ,  le  loro 
aree  si  avvicinano  alla  rigorosa  cognizione  dell'  area  cir¬ 
colare,  perchè  ciò  è  escluso  dalla  natura  del  continuo,  ed 
è  escluso  dall’  avvicinamento  dei  poligoni,  i  quali  seguono 
in  questo  una  legge  geometrica  senza  fine  e  procedente  al¬ 
l’infinito. 

Finalmente  non  giova  il  pensamento  di  Archimede  il 
quale  suggeriva  dopo  indefiniti  appropinquamenli  dei  due 
poligoni  Tuno  inscritto  e  Faltro  circoscritto,  si  dovesse  pren¬ 
dere  un  voler  medio,  sperando,  che  questo  dovesse  riuscire 

48 
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sensibilmente  eguale  a  quello  della  periferia  circolare;  per¬ 
chè  a  questo  insegnamento  si  oppongono  due  insormonta¬ 
bili  ostacoli;  primo,  clic  il  valor  medio  che  si  prende  non 
solo  non  è  alto  a  darci  la  circonferenza  del  circolo,  ma  è  inetto 
anco  a  darci  la  cognizione  del  poligono  intermedio  ed  equi- 
dislanie  dall'  inscritto  e  circoscrillo ,  atteso  che  aneli'  esso 
non  può  corrispondere  a  valor  medio  aritmetico,  bensì  so¬ 
lamente  a  valor  medio  geometrico,  di  difficilissima  determi¬ 
nazione;  secondo,  c  perentorio  ostacolo  c  quello,  clic  la  cir¬ 
conferenza  circolare  è  di  natura  curva  cioè  adatto  diversa 
dalle  circonferenze  poligonali  di  natura  rettilinee. 

Quelli  finalmente  che  bau  voluto  considerare  il  circolo 
come  un  poligono  di  un  infinita  quantità  di  lati,  non  hanno 
sciolto  il  nodo  gordiano,  ma  l  lianno  tagliato,  distruggendo 
la  curva  c  sostituendovi  la  retta ,  vale  a  dire,  dando  di 
spalle  alla  ricerca  della  verità  di  cui  trattasi  c  riconoscen¬ 
dosi  inetti  a  ben  dimostrarla,  più  vergognosamente  si  sono 
appigliati  ad  altra  ricerca  di  natura  ni  tulio  differente,  distrug¬ 
gendo  così  la  prima. 

540.  Queste  non  sono  visioni  ;  di  falli  gli  antichi  geometri 
islessi,  i  quali  cotanto  si  piccavano  di  esattezza  nelle  loro 
dimostrazioni ,' dopo  aver  impiegalo  tulli  i  mezzi  razionali 
e  pratici ,  altra  conseguenza  non  si  trovarono  autorizzali  a 
ricavare  dalle  loro  speculazioni  intorno  al  circolo  so  non 
quella,  che  la  superficie  del  circolo  era  nota  solo  per  inde¬ 
finita  approssimazione.  E  quando  pure  vollero  più  larga¬ 
mente  ragionare  ,  ritennero  noia  la  superficie  del  circolo , 
non  per  identità  reale  che  essa  rigorosamente  avesse  con 
altra  nota  superficie,  ma  in  riguardo  alla  pochissima  diffe¬ 
renza  che  presentava  in  comparazione  di  una  super¬ 
ficie  uola;  cercando  in  loro  pensiero  di  considerare  questa 
piccola  differenza  come  grandezza  minor  di  ogni  data.  Ora, 
è  egli  modo  forse  più  rigoroso  quello  di  supporre  che  la 
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differenza  sia  inassegnabile 3  poi  di  ritenere  che  questa  sia 
zero,  di  quello  di  avere  per  zero  la  grandezza  infinita¬ 
mente  piccola?  Ma  ritorniamo  a  noi,  quest’ ultima  maniera 
di  considerare  eguali  le  grandezze  perchè  vicinissime  è  ap¬ 
punto  quella  cui  si  appoggia  il  metodo  dei  limili.  Ora  si 
osservi  e  si  rifletta  con  piena  cognizion  di  causa  e  piena 
libertà  di  ragionamento,  se  il  metodo  dei  limili  meriti  esser 
anteposto  per  filosofia  al  calcolo  differenziale  ? 

La  inassegnabile  grandezza  si  trascura  in  faccia  alla 
grandezza  finita,  la  infinitesima  egualmente  si  trascura  in 
comparazione  della  grandezza  finita;  la  infinitesima  è  opera 
e  posizione  mentale  speculativa,  la  inassegnabile  è  consi¬ 
derala  erroneamente  come  un  prodotto  di  operazioni  reali; 
la  infinitesima  contiene  la  sola  ipotesi  che  la  immagina  c 
la  ammette,  la  inassegnabile  contiene  più  ipotesi  ed  alcune 
presso  che  ripugnanti  od  almeno  inatnissibili,  come  si  è  pro¬ 
vato  innanzi. 

Dunque  D'Àlemberl  è  stalo  inconsideratamente  sedotto 
dall’opinione  universale  prevalente,  cioè  che  il  metodo  dei 
limiti  fosse  rigoroso. 

Tutto  questo  nostro  dire  sia  inteso  in  via  solamente 
scientifica  e  sia  considerato  come  semplice  ragionamento  nostro 
riguardanti  il  metodo  dei  limili,  e  non  mai  come  riguar¬ 
dante  il  geometra  D'Àlemberl  al  quale  professiamo  profonda 
estimazione,  e  prescindendo  da  questa  sua  filosofica  maniera 
«li  esplicare  il  calcolo  sublime,  noi  sentiamo  per  questo  grande 
matematico  tutta  la  nostra  ammirazione  e  per  le  scoperte  impor¬ 
tantissime  ebe  ha  fatto  nell’analisi  superiore  e  per  l' aggiu¬ 
statezza  e  vastità  del  suo  ingegno  dispiegalo  in  tutte  le  parti 
della  filosofia  che  ha  impreso  a  trattare. 

oli.  Le  difficoltà  che  venivano  poste  in  campo  contro  la 
dottrina  del  calcolo  differenziale  ebbero  molto  peso  anco 
sull'animo  del  sommo  geometra  Leonardo  Eulero,  per  cui 
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anch’egli  si  appigliò  ad  un'altra  maniera  di  spiegare  il  cal¬ 
colo  differenziale  ,  proponendo  cioè  di  questo  diversa  mela¬ 
fìsica  o  diversa  filosofìa  di  quella  di  Leibnilz. 

E  questa  stia  diversa  filosofia  consisteva  nel  conside¬ 
rare  le  differenziali  o  le  quantità  infinitamente  piccole, 
quali  quantità  evanescenti.  Questa  maniera  di  evanescenza 
appartiene  ad  Archimede,  e  fu  abbracciala  anco  da  Newton, 
come  abbiamo  già  dimostrato.  Ma  riportiamo  i  pensamenti 
di  Eulero,  e  ciò  perchè  meglio  ne  sia  palese  l’ indole  e  la 
natura  del  suo  pensamento. 

31 2.  Nella  sua  opera  intitolata:  Insliluliones  caladi  cliffcren- 
lialis,{ noi  ci  serviamo  della  edizione  di  Pavia)  scrive  nella  pre¬ 
fazione  pag.  LVI  e  pag.  seguente  ecc  :  rr  Si  igilur  x  denotet 
quantilatem  variabilem,  omnes  quontilates  quoe  utcumque  ab  x 
pcndent,  seu  per  eam  determinantur  ejus  funcliones  vocantur, 
cujusmodi  soni  quadratura  ejus  xx,  alineve  potentine  qunccum- 
que,  noe  non  quanlitates  ex  bis  utcumque  composita};  quin  etiam 
trascendentes ,  et  in  genere  qusecunque  ita  ab  x  pcndent, 
ut  atleta  vel  diminnla  x,  i psce  muiationes  accipianl. 

Ilinc  jam  nascitur  quneslio,  qua  quneritur,  si  quantitas 
x  data  quantitale,  sivc  augealur  sive  diminnalur,  quanlum 
inde  quaevis,  ejus  foncliones  immutentur,  seu  quanlum  incre- 
menlum  dccrementumve  accipiant. 

Casibus  quidem  simplicioribus  linee  quaestio  facile  resol- 
vilur:  si  enim  quantitas  x  augeatur  quantitale  iv9  ejus  qua¬ 
dratimi  xx  bine  incrementum  capiet  2x?o  -t-  tow  ,  sicque 
incrementum  ipsius  x  se  habebit  ad  incrementum  ipsitis  xx. 
ut  w  ad  2xw  -h  ww  boc  est  ut  1  ad  2x  -+-  tv;  simili- 
que  modo  in  aliis  casibus,  ratio  incrementi  ipsiusxad  incre- 
menlum  vel  deeremenlum  ,  quod  quocvis  ejus  funclio  inde 
adipiscilur,  consideraci  solet. 

Est  vero  investigalo  rationis  hujusmodi  incremenlorum 
ipsanon  solum  maximi  momenti,  sedei  etiam  universa  analysis 
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inflnitorum  innititur.  Quod  quo  clarius  appartai,  sumamus 
exemplum  superius  quadrali  xx  cujus  increinenlum  2  x  w 
-+-  wiv  quod  capii,  dum  ipsa  quanlilas  x  incremento  tv  auge- 
tur:  vidinnus  ad  hoc  ralionem  tenere  ul  2x  4-  tv  ad  4;  unde 
perspicuum  est  quo  minus  surnalur  incremenlum  f#  eo  pro- 
pius  islam  ralionem  accedere  ad  ralionem  2x  ad  4.  Neque 
lamen  anle  prorsus  in  hanc  ralionem  abitquam  incremenlum 
iilud  io  piane  cvanescat. 

Mine  intelligimus  ;  si  quaulilalis  variabili^  x  incrcmen- 
tum  io  in  nihilum  abeai,  lum  eliam  quadrali  ejus  xx  incrc- 
menlum  inde  oriundum,  quidetn  evancscere;  verumlamen  ad 
id  ralionem  tenere  ul  2x  ad  I.  Et  quod  hic  de  quadrato 
est  dictum,  de  omnibus  aliis  funclionibus  ipsius  x  est  intel- 
ligendum;  qtiippe  quarum  incremenla  evanescentia,  quae  ca- 
piunl,  dum  ipsa  quanlilas  x  incremenlum  evanescens  siimi t, 
ad  lioc  ipsum  cerlam  et  assignabilem  ralionem  lenebunl. 
Àlque  hoc  modo  sumus  deducii  ad  defiirilionem  calculi  dif- 
ferenlialis ,  qui  est  methodus  dclcrminandi  ralionem  incrc- 
menlorum  evancscenthim,  qua?  funclione#  qucecumque  acci - 
piunl ,  dum  quanlilali  variabili ,  cujus  siali  funcfionesy  in¬ 
cremenlum  evanescens  tribuilur. 

Hacque  definilione  veroni  indolem  calculi  difTercnlialis 
contineri  alque  ideo  exhauriri,  iis,  qui  in  lioc  genere  non 
sunt  hospiles,  facile  erit  perspicuum.  Calculus  igilnr  difìe- 
rentialis  non  lam  in  bis  ipsis  incremenlis  evanescentibus , 
quippe  qum  sunl  nulla,  cxquirendis,  quam  in  eorum  ralione 
ac  proporlione  mutua  scrulauda  occupalur;  et  cum  lice  ralio- 
nes  finilis  quanlilalibus  exprimantur,  eliam  hic  calculus  circa 
quanlilates  lìoilas  versari  esl  censendus.  Quamvis  enim  pra?- 
cepla,  uli  vulgo  tradi  solenl,  ad  isla  incrementa  evanescen¬ 
za  definienda  videanlur  accomodala,  numquam  lamen  ex  iis 
absolute  specfalis,  sed  potius  ex  eorum  ralione  conclusiones 
deducunlur. 
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Simili  vero  modo  calculi  integralis  ratio  est  comparala 
qui  convenienlissime  ila  defìnilur,  ut  dicalur  esse:  melhoduz 
ex  cognita  ralione  incremenlorum  evanescentium  ipsas  illas 
functioncs  quarum  sunt  incrementa  inveniendi. 

Quo  aulem  làcilius  hae  raliones  colligi  atque  in  cal- 
culo  repraesentari  possint,  hsec  ipsa  incrementa  evanescen¬ 
za  9  etiamsi  sinl  nulla,  tamen  cerlis  signis  denolari  solenl  ; 
quibus  adhibilis ,  niliil  obslat  quominus  iis  cerla  nomina 
imponautur.  Vocanlur  ilaque  differenlialia,  qurn  cum  quan- 
tilale  desliluanlur ,  infinite  parva  quoque  dicunlur;  qua) 
igilur  sua  natura  ila  sunt  inlerpretanda ,  ut  omnino  nulla , 
seu  nibilo  sequalia  repulentur.  (Vedi  pag.  56,57,58  della 
suddetta  opera)  — 

345.  Certamente  che  il  grande  Eulero  con  questo  suo 
melodo,  considerato  come  mezzo  o  metodo  filosofico  rigo¬ 
roso  e  perciò  acconcio  ad  evitare  le  difficoltà  promosse 
contro  il  calcolo  differenziale,  non  si  presenta  mollo  ragio¬ 
natore.  Imperciocché  se  riesce  a  noi  duro  il  concepire 
la  quantità  infinitamente  piccola  ,  dovrà  poi  riuscire  facile 
cosa  il  formarsi  una  nozione  della  quantità  infinitamente  pic¬ 
cola  evanescente?  Per  qual  ragione  si  dice  e  si  ritiene  eva¬ 
nescente,  e  con  qual  mezzo  se  la  ottiene  in  questo  stalo  ? 
Come  mai  la  w  incremento  reale  e  costituente  una  reale  o 
ideale  variazione  della  x  e  sue  funzioni  si  può  senza  altro  can¬ 
giamento  considerarlo  evanescente  o  zero  ?  E  come  la  x  c  sue 
funzioni  possono  variare  per  un  incremento  io  evanescente 
e  zero?  Qual  ragione,  o  qual  rapporto  è  possibile  Ira  due 
evanescenti  o  due  zeri?  Senza  rispondere  e  soddisfare  a 
tutte  queste  interrogazioni  o  inchieste,  e  senza  chiarire  tutte 
queste  oscurità  che  si  presentano  ,  come  sarà  mai  fattibile 
di  poter  filosoficamente  considerare  rigoroso  il  metodo  delle 
variazioni  evanescenti ,  e  ritenerlo  come  semplice,  chiaro  e 
da  una  piena  evidenza  accompagnalo  ?  Osservammo  per 
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sopra  più,  clic  la  definizione  del  calcolo  differenziale  quivi 
dataci  da  Eulero  risguarda  più  tosto  le  applicazioni  di  que¬ 
sto  stesso  calcolo,  che  la  sua  verace  natura  e  proprietà, 
la  quale  abbraccia  indistintamente  tutte  le  grandezze  algo¬ 
ritmiche  tanto  considerate  separatamente  che  tra  di  loro 
comparate. 

314.  Lagrange,  gloria  di  Torino,  parlando  della  metafisica 
o  della  filosofia  delle  evanescenti  grandezze  di  Eulero,  scrive: 
~  Ma  questo  metodo  come  pure  quello  dei  limbi ,  e  del 
quale  il  primo  non  è  propriamente  che  la  traduzione  alge¬ 
brica  del  secondo,  ha  il  gran  difetto  di  considerare  le  quan¬ 
tità  nello  stalo  nel  quale  esse  cessano,  per  cosi  dire,  di 
essere  quantità;  perchè  sebbene  si  concepisca  sempre  chiaro 
il  rapporto  di  due  quantità  intanto  che  esse  dimorano  in 
islalo  finito,  questo  rapporto  non  presenta  più  allo  spirilo 
un'idea  chiara  e  precisa  tosto  che  i  suoi  due  termini  diven- 
„  gono  rimo  e  l’allro  nulli  nel  medesimo  tempo  — 

Portando  attenzione  a  questo  parere  di  Lagrange  facil¬ 
mente  veniamo  a  conoscere,  che  egli  ha  tutta  la  ragione  di 
dire,  che  niuna  chiara  nozione  corrisponde  nella  nostra 
ragione  delle  quanlilà  nulle;  imperciocché  verun  rapporto 
non  esiste  tra  le  non  quantità. 

Newton  prima  di  Eulero  fece  buon  viso  alle  quantità 
evanescenti  ,  seguitando  appunto  1’  antico  metodo  dei  limili, 
ma  forse  in  vista  della  ragione  qui  sopra  accennata  da  La- 
grange,  si  studiò  di  evitare  la  forza  di  questa  sconvenienza 
di  idee  col  dire,  clic  egli  non  considerava  le  evanescenti  , 
non  prima  che  svanissero,  non  dopo  svanite,  perchè  prima 
sono  ancora  quanlilà  finite,  dopo  sono  puri  zeri,  ma  le  con¬ 
siderava  nell'  alto  del  loro  svanire.  Tuttavia  convien  ripe¬ 
tere  il  già  dello,  che  con  questo  sutterfugio  non  poteva  sos¬ 
tenere  il  suo  sistema  delle  evanescenti,  nò  come  facile,  nè 
come  chiaro  e  rigoroso,  N.  307,  perchè  quest'ano  dello  sva- 
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nire  niuna  idea  chiara  presenta.  L  ano  dello  svanire,  non  si 
può  dire  clic  appartenga  al  tempo  od  occupi  parie  del  tempo, 
benché  abbia  luogo  durante  il  tempo  e  sia  nel  tempo  conte 
il  punto  geometrico  ha  luogo  nella  linea  ed  esiste  nella  linea,  ma 
non  come  parte  della  linea.  E  che  la  faccenda  sia  cosi,  lo  si  cono¬ 
sce  osservando,  che  se  all'alto  dello  svanire  (se  pure  io  svanire 
si  può  appellar  un'atto)  può  competere  una  ragione  o  un  rap¬ 
porto,  questo  è  in  forza  delia  entità  che  durante  quest'alto  Ita  la 
quantità,  altrimenti  essa  potrebbe  aver  ragione  o  rapporto  anco 
dopo  svanita.  Ora  siamo  dunque  sempre  coslrelti  a  desumere 
questa  ragione  o  rapporto  dalla  grandezza  esistente,  e  Tesser 
la  grandezza  al  contano  dello  svanimento ,  questo  non  fa 
perder  di  vista  la  propria  entità.  Quindi  è  un  verace  inganno 
quello  di  credere  di  evitare  le  difficoltà  che  insorgono  con¬ 
ino  questo  metodo  in  forza  della  ragione  o  rapporto  delle 
grandezze  finite,  col  richiamarci  alTistanle  che  le  grandezze 
finiscono  ,  perchè  anche  in  questo  istante  la  ragione  ed  il 
rapporto  ultimo  (  e  si  dice  ultimo,  perchè  la  grandezza  sta 
per  mancare)  è  ragione  e  rapporto  di  grandezze;  il  quale 
cessa  non  prima  nè  dopo  delle  grandezze,  ma  insieme  con  esse 
si  spegno  e  muore.  E  siccome  tra  l’essere  ed  il  non  essere, 
o  tra  Tessere  ed  il  cessar  dell’  essere,  non  vi  è  cosa  media, 
che  nè  indichi  e  nè  costituisca  questo  passaggio  o  questa 
cessazione,  perciò  non  si  può  rinvenire  in  questo  istante  o 
in  quest’  allo  dello  svanire  alcuno  schiarimento  alle  nostre 
nozioni  ;  anzi  l’animo  richiamalo  su  questo  punto  non  trova 
di  aver  fatto  altro  guadagno  clic  di  aver  addensale  le  pri¬ 
mitive  sue  tenebre. 

Onde  questo  alto  dello  svanire  non  giova  menomamente 
a  somministrare  l’idea  di  una  ragione  ultima  delle  quantità 
irnienti,  quasi  che  questa  sia  la  più  piccola  possibile  ;  e  ciò 
tanto  più,  che  ove  si  tratta  di  ragioni  o  di  rapporti, questi 
non  procedono  nel  loro  andamento  per  verun  conto  di  con- 
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cerio  con  lo  impicciolimenlo  delle  grandezze,  dalle  quali 
dipendono;  alleso  che  il  rapporto,  che  esiste  Ira  una  unità 
e  due  unità,  è  identico  con  quello  che  passa  tra  una  quan- 
lilà  minor  di  ogni  data  e  due  quantità  minori  di  ogni  data, 
come  pure  quello  che  passa  Ira  un'unità  ed  un'altra,  è 
identico  con  quello  di  un'  unità  Irniente  con  un’altra  simile. 
Questa  esalta  osservazione  ben  ponderala  ci  fa  appieno  com¬ 
prendere  un  nuovo  equivoco  che  esiste  in  questo  modo  di 
parlare  di  Newton  ,  perchè  o  queste  ultime  ragioni  o  rap¬ 
porti  si  pigliano  in  confronto  delle  grandezze  diminuenti  ed 
evanescenti,  ed  allora  queste  ragioni,  o  rapporti  sono  sem¬ 
pre  finiti,  costanti  c  simili  a  quelli  che  presentano  le  gran¬ 
dezze  di  qualunque  altro  valore;  o  queste  ragioni  ultime 
si  considerano  quelle  che  hanno  le  evanescenti  con  le  finite 
grandezze,  ed  allora  queste  ragioni  tendono  in  tal  caso  al 
divenir  infinite;  o  finalmente  si  pigliano  in  confronto  dej 
limile  o  dello  zero,  cui  tende  la  quantità  nello  svanire,  ed 
allora  mancano  di  significalo,  perchè  lo  zero  non  ha 
alcun  potere  sopra  qualsiasi  ragione  o  rapporto,  ed  è  anzi 
ad  ogni  rapporto  ripugnante.  ' 

515.  Ma  ripigliando  il  discorso  delle  dottrine  di  Eulero  , 
egli  nel  Cap.  Ili  della  succitata  opera  ove  tratta  degli  infi¬ 
niti  e  degli  infinilamenli  piccoli ,  si  studia  di  far  compren¬ 
dere  la  sublimità  di  questi  due  concetti,  uno  deH’inGnito,  e 
l’allro  deU’infìmlesimo,  e  perciò  scrive:  —  Quanti las  enim 
(pag.  58)  continuis  ìncremenlis  aucla,  infinita  non  evadet , 
nisi  jam  sine  fine  increverit:  quod  aulem  sine  fine  fieri  debet 
id  non  tamquam  jam  factum  coneipi  polesl. 

Interim  lamen  non  solum  lmiusmodi  quantilalem  ad  quam 
incrementis  sine  fine  congestis  pervenilur,  certo  charactere 
indicare,  sicque  debito  modo  in  caiculum  inducere  licei,  uli 
inox  fusius  ostendemus;  sed  eliam  in  mundo  ejusmodi  casus 
existere,  vel  salterò  coneipi  possimi,  quibus  numerus  inli" 
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nitus  aclu  exislerc  videatur,  sic  si  materia  in  infinilum  sit 
divisibili,  «ti  plurcs  plìilosoplii  slaluerunt,  numerus  parlium 
quibus  dalum  quodque  maleriae  fruslum  constai,  revera  erit 
inlìnitus;  si  enim  slatuerctur  finilus,  maleria  certo  non  in 
infinilum  forel  divisibilis;  simili  modo  si  «niversus  mundus 
essel  infinilus,  «li  pluribus  placuit,  numerus  corporum  mun- 
dum  componenlium  cerio  finilus  esse  non  posset,  foretque 
deo  quoque  infinilus  — 

In  questo  passo  Eulero  confonde  in  modo  antilogico 
l'oggeliivo  col  soggettivo.  Di  fatti  la  grandezza  geometrica 
dotala  della  proprietà  del  continuo  si  presenta  soggettiva¬ 
mente  divisibile  all'  infinito ,  ma  che  la  maleria  reale  o  i 
^orpi  siano  alKinfinilo  divisibili,  questo  è  ciò  che  niun  filo¬ 
sofo  ha  mai  considerato,  perchè  ninno  ha  detto,  che  la  mate¬ 
ria  fosse  dolala  della  proprietà  del  continuo,  onde  della  mate¬ 
ria  reale  ciò  non  poteva  intendere. 

Poi,  dato  per  pura  ipotesi  di  alcuni  filosofi,  che  la  mate¬ 
ria  fosse  divisibile  in  infinito,  o  senza  fine,  come  mai  Eulero 
poteva  da  tale  opinione  ricavarne  la  conseguenza,  che  il 
numero  delle  parti  cosliluenli  un  pezzo  di  materia,  revera 
crii  infinito s,  mentre  poco  prima  aveva  detto,  quod  autetn 
sine  fine  fieri  debet ,  id  non  tamquam  jam  factum  concipi 
potesL  La  stessa  cosa  si  deve  intendere  avverarsi  circa  ciò 
clic  si  riferisce  all’ipotesi,  che  il  mondo  sia  infinito,  men¬ 
tre  in  via  di  fallo  è  finito. 

516.  Inoltre  confessar  dobbiamo,  che  la  nozione  che 
egli  dà  in  questo  luogo  del  concetto  infinito  non  è  ammis¬ 
sibile  per  verun  conto  a  rigor  di  ragione,  atteso  clic  la  via 
su  la  quale  si  pone  per  condurci  alTin finito,  appoggiandosi 
all'aumento  delle  quantità  finite  accumulanlesi  senza  fine,  è 
un  mezzo  al  tutto  inetto  e  ripieno  di  oscurità. 

Consimile  osservazione  pare  che  s'aggirasse  anco  nella 
mente  del  nostro  gran  geometra,  poiché  Cap.  Ili,  pag.  62, 
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aggiunge:  =:  Sebbene  alcuni  si  rifiutino  daH'ammeUere  in 
questo  mondo  un  numero  infinito  di  parli  realmente  esistenti, 
tuttavia  nelle  speculazioni  matematiche,  soventi  volte  si  pre¬ 
sentano  delle  cfnislioni  alle  quali  non  si  può  rispondere  se 
non  ammettendo  un  numero  di  parli  infinite 

Pare  però,  che  questa  necessità  accennata  qui  da  Eulero 
non  sia  una  necessità  ma  sihbene  un'apparenza  di  necessità, 
perchè  è  vero  che  alcune  volle  si  presentano  delle  speculazioni 
che  inchiudono  un  prócedimento  di  aumenti  o  di  decrementi 
senza  fine,  pure  pigliando  in  filosofico  esame  tali  nostri  pen¬ 
samenti  si  riconoscono  figli  unicamente  del  procedimento 
mentale  ammesso  senza  fine,  ma  un  tale  procedimento  non 
è  già  che  conduca  all'infinito,  il  che  non  può  essere,  ma 
solamente  al  concetto  di  lasciar  sempre  libero  il  campo  di 
progredire  innanzi;  dunque  la  filosofia  non  ravvisa  mai  in 
queste  questioni  la  necessità  di  ammettere  l'infinito  reale,  o 
l’infinito  ideale,  che  anzi  li  esclude. 

517.  Ma  si  continui  a  riportare-  i  pensamenti  di  questo 
insigne  geometra. 

Egli  prosegue  :  ~  Così  nel  caso  (pag.  62)  che  si  cer¬ 
casse  la  somma  di  tulli  i  numeri  costituenti  questa  serie 
1  i  2  -f-  5  -t-  4  ecc.  poiché  questi  numeri  progrediscono 
senza  fine  e  senza  fine  crescono,  certamente  che  la  somma 
di  lutti  questi  numeri  sarà  tale ,  che  niun  numero ,  per 
grande  che  sia,  potrà  essere  a  questa  eguale  ;  anzi  non  potrà 
mai  presentare  un  valor  tale,  che  anco  un  singolo  termine 
della  serie  non  possa  oltrepassarlo;  onde  si  ricava  che  que¬ 
sta  serie  è  infinita.  Ora  quella  quantità  che  è  sì  grande  che 
riesce  di  ogni  quantità  finita  maggiore,  essa  non  può  essere 
che  infinita  ~. 

518.  Così  una  linea  (pag.  57)  per  quanto  sia  allungata, 
può  sempre  e  poi  sempre  esser  allungata  senza  fine  ed  in 
modo  che  può  divenir  sempre  maggiore  di  ogni  data  od 


—  284  — 


assegnata.  Dal  clic  ne  seguila,  che  tanto  i  numeri  ,  quanto 
le  linee  possono  sempre  esser  accresciuti  in  inGnito  zr. 

519.  —  Questi  (  pag.  58)  benché  siano  concetti  chiari, 
lutlavia  avendo  alcuni  tentato  di  renderne  ragione  e  di  spic¬ 
care  queste  dottrine,  non  lian  fatto  altro  che  oscurarli, 
riempiendoli  di  difficoltà  inestricabili.  Dal  credere  die  la 
quantità  si  poteva  accrescere  all'infinito  ne  conchiusero,  clic 
si  desse  veramente  una  quantità  infinita  e  se  la  figurarono 
di  tale  grandezza  ,  che  più  non  potesse  essere  accresciuta, 
àia  con  questa  immaginazione  si  distruggeva  l' idea  della 
quantità,  la  quale  porla  od  esige,  che  sempre  e  poi  sem¬ 
pre  possa  essere  accresciuta.,— 

j  520.  Intanto ,  Eulero ,  poco  dopo  soggiunge  (  pag.  02  )  : 
—  Spessissime  volle  accadono  quesiti  olii  quali  non  si  può  sod¬ 
disfare  se  non  si  ammette  un  numero  infinito.  Se  si  cercasse  v.  g. 
la  somma  di  tutti  i  numeri  della  serie  i  -t~  2  -t-  5  -f-  <4  -h  5  ec. 
all'infinito;  atteso  che  questi  numeri  progrediscono  senza 
line,  e  senza  fine  aumentano,  certamente  che  la  somma  di 
tutti  non  saprebbe  essere  quantità  finita,  per  cui  ne  viene 
che  è  infinita  — . 

Osserveremo  però,  che  questa  ultima  non  è  un’  indu¬ 
zione  che  legittima  discenda  o  possa  discendere  dalle  pre¬ 
messe.  Forse  perchè  la  somma  può  riuscire  eguale  o  mag¬ 
giore  di  qualunque  assegnata  grandezza  ,  ne  discenderà  a 
parer  di  Eulero,  che  non  possa  esser  quantità  finita?  Que¬ 
sto  non  mai  ;  imperciocché  mutando  parole  non  si  fa  altro 
che  scambiare  antilogicamente  l'infinito  con  ciò  clic  non  ha 
fine,  le  quali  due  nozioni  non  hanno  alcuna  somiglianza  o 
convenienza  tra  loro. 

521.  —  Ad  indicare  si  fatta  quantità  infinita  (  prosegue 
sempre  Eulero)  i  matematici  si  servono  del  segno  oc,  col 
quale  si  indica  una  quantità  maggiore  di  ogni  quantità  finita 
od  assegnabile  zz.  Ma  si  osservi,  che  una  quantità  rnag- 
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giorc  di  ogni  data  finita  quantità  ,  non  è  in  buona  filosofia 
che  un  puro  enigma.  Ritener  la  quantità  ed  insieme  mag¬ 
gior  d'ogni  quantità,  è  lo  stesso,  che  ammettere  che  la  quan¬ 
tità  sia  maggiore  di  sè  stessa,  il  che  ripugna. 

322.  —  Questa  dottrina  (pag.  62  c  63)  intorno  all'  infi¬ 
nito  verrà  (egli-  dice)  meglio  chiarita  col  presentare  qualche 
nozione  della  grandezza  infinitamente  piccola.  Non  v'ha  dub¬ 
bio  che  ogni  quantità  si  possa  cotanto  diminuire  *  che  alla 
fin  fine  picnamante  non  isvanisca,  o  non  sia  ridotta  ad  esser 
nulla.  Questa  nozione  della  quantità  infinitamente  piccola  è 
consimile  al  concetto  delle  quantità  chiamate  minori  di  ogni 
data,  anzi  di  ogni  assegnabile. 

Imperciocché  se  una  grandezza  è  minore  di  ogni  asse¬ 
gnabile  ,  certamente  che  non  può  essere  che  zero  ;  perchè 
se  non  fosse  zero,  si  potrebbe  assegnarne  un’altra,  la  quale 
fosse  eguale  o  minore,  il  che  è  contro  la  ipotesi  ammessa, 
N.  180,481.  A  chi,  dunque,  in  oggetto  matematico  cercare 
cosa  sia  la  quantità  infinitamente  piccola  risponderemo,  esser 
questa  veramente  zero.  Nè  in  questa  idea  stanno  riposti  dei 
misteri  quanti  il  volgo  se  ne  immagina,  c  quanti  rendettero 
sospetto  il  calcolo  degli  infinitamente  piccoli.  Frattanto  se 
alcune  dubitazioni  rimangono  ancora  nell’  animo  ,  queste 
saranno  a  fondo  distrutte  nei  seguenti  calcoli  che  andremo 
insti  tuendo  nr. 

323.  Qui  ognuno  vedè,  che  Eulero  parla  in  via  ipotetica, 
come  appunto  avevano  fatto  gli  antichi  geometri,  conside¬ 
rando  la  minor  di  ogni  data  come  zero,  e  cercando  con¬ 
validare  questa  sua  asserzione  coll’assurdo.  Ma  preghiamo 
il  lettore  a  considerare,  che  egli  fonda  la  evanescenza  della 
grandezza  sopra  la  diminuzione,  e  noi  abbiaci  dimostrato 
che  tanto  gli  antichi,  quanto  i  moderni  geometri,  non  cono¬ 
scono  via  alcuna  di  diminuzioni  procedenti  all’infinito,  fon¬ 
dala  sul  continuo,  la  quale  conduca  all’esaurimeitto  dell  ?  gran- 
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dezza;  quindi  è,  che  allorquando  egli  crede  di  rinvenire  la 
grandezza  alio  stalo  di  infinitamente  piccola  o  di  evane¬ 
scente ,  egli  dice  una  cosa ,  che  ricava  da' mezzi  inetti  cd 
insudicienti  ad  ottenerla.  Perciò  la  base  del  presente  ragio¬ 
namento  di  Eulero  è  base  che  vacilla,  o  almeno,  che  manca 
inlieramenLe  di  ogni  prova.  Convien  dunque  abbandonare 
questo  comune  equivoco  di  indagare  o  ricercare  la  infini¬ 
tamente  piccola  grandezza  o  la  inassegnabilc  o  la  evane¬ 
scente  come  proveniente  o  derivabile  dalle  diminuzioni,  poi¬ 
ché  apertamente  sempre  convien  supporla  e  intieramente 
supporla,  come  abbiam  veduto  fare  gli  antichi  c  lutti  quelli 
clic  hanno  voluto  ammettere  sì  fatte  grandezze. 

L’  altro  concetto  poi  di  Eulero,  comune  aneli’  esso  a 
quello  degli  antichi  è  ,  che  la  minor  di  ogni  data  sia  evi¬ 
dentemente  eguale  allo  zero,  per  la  ragione  che  quando  non 
fosse  zero,  si  potrebbe  ancora  impiccolire;  poiché  questo 
ragionamento  è  pura  petizion  di  principio,  ed  è  una  nozione 
nuova  introdotta  nell’idea  della  grandezza  infinitamente  pic¬ 
cola  unicamente  da  Eulero ,  perchè  alla  fin  fine  gli  antichi 
la  supposero  zero,  solo  in  confronto  della  grandezza  finita, 
e  sopra  di  questa  nozione  fondarono  il  loro  celebre  prin¬ 
cipio. 

Di  più ,  inviliamo  il  lettore  a  considerare,  che  in  que¬ 
sto  luogo  si  commette  un’  altro  non  piccolo  equivoco  ;  si 
addossa  cioè  alla  minor  di  ogni  data  la  impossibilità  di 
esser  diminuita,  non  badando  che  questa  impossibilità  è  tutta 
ipotetica  e  non  intrinseca  a  questa  minor  di  ogni  data,  poi¬ 
ché  tutta  l’assurdità  che  si  vorrebbe  derivare  dalla  diminu¬ 
zione  della  inassegnabile,  non  è  altra  cosa,  clic  la  impossi¬ 
bilità  nella  quale  la  nostra  mente  finita  e  di  ragione  finiLa 
sì  trova  di  arrivare  sino  al  confine  dell'  assoluto ,  o  sino 
all’infinito;  imperciocché  quando  siamo  slancili  di  assegnar 
grandezze  minori,  ci  poniamo,  contro  ogni  filosofia  a  ere- 
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dire,  che  si  dia  assolutamente  un  punto  di  confine  della 
diminuzione.  Il  qual  modo  di  nostro  pensamento  ci  serve 
di  prova,  che  la  impossibilità  della  nuova  diminuzione  della 
inassegnabile  non  deriva  dalla  sua  natura,  ma  dal  nostro 
limitato  modo  di  vedere,  o  meglio  dal  nostro  ipotetico  modo 
di  vedere. 

524.  Seguitiamo  ancor  per  poco  ad  esporre  i  pensamenti 
di  Eulero.  Egli  nel  Gap.  Ili,  pag.  65,  num.  84  succitata  opera, 
scrive:  =  Avendo  noi  dimostrato  che  una  quantità  infini¬ 
tamente  piccola  è  una  vera  cifra ,  nasce  il  dubbio,  perchè 
non  adoperiamo  una  sola  cifra  per  indicare  Lulle  le  diffe¬ 
renziali,  ma  anzi  all'  invece  adoperiamo  diverse  cifre  per 
indicare  diverse  differenziali;  tutti  li  zeri  sono  tulli  fra  di 
loro  eguali,  sembra  dunque  inutile  indicarli  con  diversi  segni; 
(c  risponde):  sebbene  due  cifre  siano  tra  di  loro  così  eguali, 
che  la  lor  difìerenza  riesca  propriamente  zero,  tuttavia  esi¬ 
stendo  due  modi  di  comparazione,  aritmetico  V  uno  e  geo¬ 
metrico  Eallro,  elei  primo  de’quali  la  comparazione  si  risolve 
in  differenza,  c  dall'altro  in  quoziente,  la  ragione  aritmetica 
tra  due  cifre  quali  si  vogliono  sarà  di  uguaglianza,  o  zero 
differenza,  ma  tale  non  sarà  la  loro  ragione  geometrica. 

Questo  faci1, mente  si  intenderà  da  questa  proporzione 
geometrica  2  ;  i  ;;  0  ;  0,  nella  quale  il  quarto  termine 
è  zero,  come  anco  il  terzo.  Dalla  natura  poi  della  propor¬ 
zione,  il  primo  termine  essendo  doppio  del  secondo,  ne  viene 
di  necessità,  che  anco  il  terzo  sia  doppio  del  quarto  — 

E  nel  numero  85  prosieguo:  —  Queste  cose  sono  aper¬ 
tissime  anco  nella  comune  aritmetica;  imperciocché  è  noto 
ad  ognuno,  che  ogni  cifra  per  qualunque  numero  moltipli¬ 
cala  produce  una  cifra,  c  perciò  essere  N.  0  ~  0;  da  cui 
siricava,  N  ;  A  "  0  ;*  0.  Onde  appare  cosa  chiara  potersi 
dare,  che  due  cifre  aventi  tra  loro  qualunque  ragione  geo¬ 
metrica,  queste  considerale  aritmeticamente  laMoro  ragione 
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sia  sempre  quella  dell’uguaglianza,  o  zero  differenza.  Potendo 
dunque  esistere  tra  le  cifre  qualunque  ragione  ,  perciò  si 
adoperano  ad  indicare  questa  diversità  di  ragione  anco 
diverse  cifre,  e  specialmente  allorquando  si  traila  di  venire 
in  cognizione  della  loro  ragione  geometrica. 

Nel  calcolo  poi  delle  quantità  infinitamente  piccole,  di 
nien L'altro  si  tratta  se  non  che  di  conoscere  la  loro  ragione 
geometrica,  pel  qual  negoziose  non  adoperassimo  quindi  diversi 
segni  cadremmo  in  gran  confusione,  e  non  si  potrebbe  trat¬ 
tare  o  maneggiare  questo  calcolo 

E  nel  nim  86  continua  :  zz  se  dunque  giusta  il  metodo 
adottalo  nell* analisi  degli  infiniti,  si  indica  la  quantità  infi¬ 
nitamente  piccola  per  dx,  sarà  tanto  dx  n:  o,  quanto  adx  —  o 
indicando  a  quantità  finita. 

Ciò  non  ostante  la  loro  ragione  geometrica  adx;dx  sarà 
finita,  cioè  come  a  M  ;  e  per  questo  motivo  queste  due  gran¬ 
dezze  infinitamente  piccole,  sebbene  ognuna  eguale  a  zero, 
tuttavia  tra  di  loro  non  si  potran  confondere,  quando  si  voglia 
aver  riguardo  alla  loro  ragione.  Per  simil  modo,  se  si  hanno 
due  diverse  quantità  infinitesime  dx,  dv,  sebbene  ambedue  —  o, 
tuttavia  non  è  nota  la  loro  ragione;  ma  nella  ricerca  della 
ragione  che  passa  tra  queste  due  infinitesime,  tutta  consiste 
la  forza  e  l'appoggio  del  calcolo  differenziale  ;  e  benché  l’uso 
di  quesla  comparazione  sembri  a  prima  giunta  tenuissimo, 
tuttavia  si  trova  esser  estesissimo,  c  sempre  meglio  di  più 
ii]  più  si  rende  manifesto  =. 

525.  Esaminiamo  con  filosofia  queste  opinioni  di  Eulero. 
Pare  che  non  abbisogni  molto  acume  di  ingegno  per  com¬ 
prendere,  che  questo  sommo  geometra  nei  ragionamenti 
or  ora  arrecati  si  aggiri  in  un  aperto  equivoco.  La  propor¬ 
zione  qui  sopra  ricordata  2  ;  \  ;;  0  ;  0  è  ripugnante  ; 
perchè  uno  zero  non  può  esser  doppio  di  un  altro,  e  que¬ 
sta  ripugnanza  è  tanto  manifesta  che  non  abbisogna  di  com¬ 
menti  per  renderla  palese. 
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Dal  principio  comune,  che  qualunque  grandezza  mol¬ 
tiplicata  per  zero  somministra  un  prodotto  zero ,  principio 
evidente,  se  ne  ricava  bensì  N  *  0  ~  0;  ma  con  questa 
precauzione,  che  nel  caso  presente  questa  espressione,  che 
ha  forma  ed  aspetto  disequazione,  non  esprima  veramente 
equazione;  perchè  manca  nei  due  membri,  (che  la  rappre¬ 
sentano  )  quello  stato  o  sentore  di  grandezza  che  necessa¬ 
riamente  è  richiesto  a  costituire  Teguaglianza,  o  l'equazione. 
Ora  da  ciò  ne  viene ,  che  sebbene  in  massima  ogni  equa¬ 
zione  possa  esser  convertita  in  proporzione  geometrica  ,  o 
meglio,  sebbene  sia  vero,  che  da  una  qualunque  equazione, 
se  ne  possa  ricavare  una  proporzione  geometrica ,  tuttavia 
da  questa,  che  non  è  equazione,  ma  pura  larva  di  equazione, 
è  manifesto  inganno  ,  ed  aperta  insussistente  pretensione  , 
quella  di  volerne  ricavarne  una  proporzione  ;  quindi  si  può 
apertamente  ritenere  che  la  N  :  i  ;;  0  ;  0  sia  all’in  lutto 
una  proporzione  falsa,  insussistente  ed  assurda,  special- 
mente  considerala  in  riguardo  alla  di  lei  derivazione.  Più 
è  proporzione  inamissibile  perchè  derivala  non  da  una  equa¬ 
zione,  ma  da  una  forma  di  equazione  al  tutto  scempia,  e 
perchè  alla  fin  fine  riducesi  a  significare,  che  il  niente  è 
eguale  al  niente.  E  sia  finalmente  anco  notalo,  che  quando 
ci  riduciamo  incautamente  ad  ammettere  di  questa  sorta 
di  proposizioni  senza  significazione,  anzi  assurde,  ci  met¬ 
tiamo  sempre  dal  lato  dell’errore,  e  camminiamo  sempre  su 
la  via  delle  illusioni  e  degli  inganni. 

Nel  num.  8G  prosiegue  ilvsuo  dire  sempre  appoggiandolo 
sopra  il  medesimo  equivoco,  perchè  scrive  :  ~  Se  dunque 
come  si  usa  nell’analisi  degli  infinitesimi,  si  noti  o  si  scriva 
dx  per  indicare  una  quantità  infinitamente  piccola,  sarà  t  auto 
dx  ~  o,  quanto  adx  ~  o,  denotando  a  una  nuova  gran-4 
dezza  finita  ;  tuttavia  la  ragion  geometrica  adx  ;  dx  sarà 
finita,  cioè  come  a  ;  1,  e  perciò  sebbene  queste  due  infi- 
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nitesime  quantità  dx,  cd  adx  siano  ambedue  eguali  a  zero, 
tuttavia  non  si  posson  confondere  Ira  di  loro,  quando  si 
voglia  aver  riguardo  alla  loro  ragione.  Similmente  se  occor¬ 
rono  diverse  grandezze  infinitesime,  come  sono  dx  ,  e  dy, 
sebbene  ambedue  eguali  allo  zero,  tuttavia  di  loro  non  si 
conosce  la  ragione.  “ 

Ma  osserviamo,  come  Eulero  in  questo  suo  dire  si  aggiri 
sempre  sopra  lo  stesso  equivoco,  di  voler  cioè  trovare  cd 
ammettere  una  ragion  geometrica  tra  grandezze  nulle,  o 
zeri  ;  di  fatti ,  la  comparazione  delle  grandezze  qui  sopra 

dx  o 

ricordate  che  sono  dx  ~  adx  darebbe  ancora  a  zz  —  —  —  ; 

dx  o 

equazione,  che  meglio  larva  di  equazione  insignificante  ed 
insussistente  si  deve  ritenere;  in  fatti  tanto  la  moltiplica  di 
uu  zero  per  un  altro,  quanto  la  divisione  di  un  zero  per 
un'altro ,  sono  cose  assurde  e  inconcepibili.  Lo  stesso  è  a 
dy  o 

dirsi  di  —  ~  —  =  4.  Le  ragioni  in  fine  che  si  addicono 
dx  o 

alle  grandezze  tra  di  loro  comparale  non  possono  avverarsi 
delle  non  grandezze.  Il  che  basta  a  far  conoscere  in  quanta 
sconvenienza  d'idee  traducono  il  pensamento. 

526.  Oltre  di  queste  filosòfiche  osservazioni,  le  quali  fanno 
conoscere  1*  insussistenza  della  filosofia  di  questo  geometra; 
rimane  a  considerarsi,  che  facendo  egli  V  infinitesimo  pre¬ 
cisamente  eguale  allo  zero  si  allontana  dal  pensamento  di 
lutti  gli  altri  geometri;  imperciocché  non  è  mai  stato  alcun 
geometra  il  quale  abbia  ritenuto  che  una  grandezza  infini¬ 
tamente  piccola  fosse  zero,  prescindendo  dalla  comparazione 
di  essa  colla  grandezza  finita.  Euclide  si  accontentava  di  dire, 
che  la  minor  di  ogni  data  si  poteva  considerare  come  zero, 
ma  solamente  allora  che  veniva  pesala,  o  valutala  in  com- 
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parazioue  alla  grandezza  finita.  Archimede  fece  sempre  Io 
stesso,  ragionando  delle  prime  ed  ultime  ragioni,  dei  limili, 
delle  csauslioni. 

Oltre  questi  due  sommi,  possiam  dire,  che  egualmente 
la  pensarono  Galilei,  Wallis,  Fermai,  Barrow,  Keplero,  New¬ 
ton  e  Leibnitz,  e  tulli  gli  altri  ;  e  di  questa  universale  opi¬ 
nione  il  solo  Galilei  è  quegli,  che  tentasse  e  riuscisse  a  darne 
la  miglior  dimostrazione  deH’mcapacilà  nella  quale  si  trova 
la  grandezza  infinitamente  piccola  di  alterare  il  valor  della 
quantità  finita.  E  quando  riandiamo  la  ragione  per  la  quale 
la  universale  dei  malematici  non  considerò  mai  la  infinite¬ 
sima,  come  un  verace  zero,  si  conosce,  che  si  fu  per  non 
cadere  in  un  conlrasenso,  come  è  quello  di  trovarsi  obbli¬ 
gati  ad  ammetlere  delle  ragioni  o  dei  rapporti,  tra  gli  zeri, 
tra  i  quali  queste  ragioni  sono  sempre  impossibili. 

327.  Eulero  pare  che  procuri  con  altri  ragionamenti  di 
convalidare  e  render  verosimili  questi  paradossi  filosofici , 
invitando  i  lettori  a  considerare  che  il  valore  della  frazione 

1 

—  è  tanto  più  grande,  quanto  più  piccola  è  la  z.  E  nel 
z 

» 

caso  che  z  sia  minore  di  ogni  assegnabile,  il  valor  della 
A 

trazione  —  diviene  maggiore  di  ogni  assegnabile.  Tutto  que- 
z 

sto  discende  precisamente  dalla  posizione  qui  premessa.  Così 

A 

quando  fosse  z  =  — ,  il  valor  di  una  tale  frazione  sa- 

QO 


rebbe  —  —  —  zz  oo  —  — . 

G)  * 
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Ora  benché  altrettanto  con  le  debite  restrizioni  si 
possa  ammettere  queste  equazioni  ,  appoggiandoci  so¬ 
pra  la  comune  nozione  dell’ infinitesima  o  dell'infinito,  tut¬ 
tavia  non  si  può  dimostrare  che  altrettanto  sia  vero , 
quando  in  luo^o  doli'  infinitesima  noi  vogliamo  porre  lo 

i  1 

zero  perché  allora  si  ha  —  rr  —  (giacché  secondo 

G)  0 

A 

Eulero  —  ~  0)  ed  anco  la  seguente  \  ~  0 ,  oc  —  0, 
00 

il  che  ripugna;  onde  si  appalesa  apertamente,  che  Eulero 
nulla  può  guadagnare  con  queste  considerazioni. 

528.  La  sconvenienza  delle  idee,  che  ravvisiamo  in  que¬ 
ste  posizioni  di  Eulero  dipende  dal  voler  ritener  zero  lo  infi¬ 
nitesimo,  e  dal  voler  ammettere  delle  ragioni  tra  gli  zeri; 
più  deriva  anco  in  parte  dall'  aver  egli  immaginalo  le  sue 
evanescenti  sotto  torma  di  quantità  per  una  parte  ,  e  per 
l'altra  sotto  quella  di  zero,  il  qual  modo  di  disarmonia  rifini¬ 
sce  anco  su  le  idee  c  sopra  i  suoi  ragionamenti.  Si  dice  che 
ha  voluto  dare  incautamente  questo  doppio  aspetto  all’eva- 
nescente,  perchè  la  sua  variazione  io  attribuita  alla  x  ed 
alle  funzioni  di  x  aver  deve  per  necessità  qualche  sentore 
di  grandezza,  poiché  senza  questo,  la  variazione  della  x 
sarebbe  un  sogno  ;  ed  intanto  dopo  ciò  deve  esser  anco 
nulla  la  w  acciò  possa  essere  ritenuta  o  considerata  come  zero. 

529.  Le  ragioni,  che  ci  siamo  qui  permesse,  riguardanti 
la  filosofia,  o  la  metafisica,  che  il  grande  Eulero  ha  creduto 
di  introdurre  nelle  posizioni  fondamentali  del  calcolo  sublime 
non  scemano  in  noi  e  non  scemeranno  mai  quella  profonda 
estimazione,  che  sentiamo  per  questo  veramente  sommo  ma¬ 
tematico,  il  quale  fu  per  lo  meno  uno  de'più  grandi  tra  quelli 
che  promossero  l'analisi  sublime. 
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Per  altra  parte  i  principii  de'quali  si  è  servito  per  fon¬ 
dare  questa  sua  metafisica  del  calcolo,  nulla  tolgono  all'esat¬ 
tezza  del  medesimo,  perchè  lutto  appoggiato  e  conformato 
al  metodo  leibniziano.  Onde  chiuderemo  il  dire  intorno  Eulero 
con  la  seguente  onorificentissima  sentenza  di  Condorcet,  esso 
pure  grandissimo  geometra  :  zz  Eulero  fu  uno  degli  uomini 
più  grandi,  e  dei  più  islraordinarii  che  la  natura  abbia 
giammai  prodotti,  del  quale  l'ingegno  fu  egualmente  capace 
dei  più  grandi  sforzi,  e  del  lavoro  più  continualo,  onde  per¬ 
ciò  moltiplicò  le  sue  produzioni  al  di  là  di  tutto  ciò,  che 
aspettar  si  poteva  dalle  forze  umane,  e  che  nel  medesimo 
tempo  riuscì  nuovo  in  ogni  parte;  che  ebbe  la  mente  sem¬ 
pre  occupata  e  calma ,  e  che  per  una  ventura ,  per  mala 
sorte  troppo  rara ,  riuscì  e  meritò  di  riunire  una  felicità 
quasi  senza  nube  a  una  gloria ,  che  non  venne  mai  con¬ 
testata 

550.  Arbogast,  nella  sua  bellissima  opera  stampata  in  Stras¬ 
burgo  nel  1820,  intitolata  Du  calcul  des  derìvalions ,  imprende 
a  considerare  il  calcolo  delle  derivazioni  sotto  un  aspetto 
tutto  generale,  e  le  dottrine  che  vi  impiega,  non  che  lutti 
ì  laboriosi  calcoli  che  le  contengono  e  le  esprimono,  come 
pure  le  molte  e  nuove  applicazioni  che  fa  di  queste  dottrine 
nelle  derivazioni,  lo  dimostrano  un  geometra  grande  e  ver¬ 
satissimo  nella  dottrina  specialmente  delle  serie. 

Per  derivazioni  egli  intende  di  esprimere  l’arte  analitica 
di  derivare  le  variazioni  di  tutte  le  fonzioni  svolle  in  serie 
non  che  lutti  i  termini  delle  serie  cui  danno  origine  le  varia¬ 
zioni  di  qualunque  maniera  attribuite  alle  funzioni  di  qual¬ 
sivoglia  natura  esse  siano. 

Di  queste  dottrine  intorno  le  derivazioni  o  derivale, 
egli  ne  aveva  già  molti  anni  prima  presentala  una  lunga 
Memoria  all'Accademia  delle  scienze  di  Parigi. 

551.  Questo  gran  scrittore  di  scienza  analitica,  benché 
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direttamente  non  impugni  il  principio  e  le  dottrine  del  cal¬ 
colo  differenziale,  e  benché  non  pretenda  sostituire  alla  meta¬ 
fisica  di  questo  calcolo  un'  altra  dottrina  diversa  da  quella 
di  Leibnitz ,  come  una  dottrina  che  possa  essere  più  sem¬ 
plice  o  chiara,  vorrebbe  però  almeno  far  credere,  che  il  cal¬ 
colo  differenziale  non  sia  che  un  caso  particolare  e  concreto 
del  calcolo  delle  sue  derivale. 

Nell'art,  G  pag.  305  della  succitata  sua  opera,  si  esprime 
nel  seguente  modo  :  —  Si  vede  adunque  che  i  casi  nei  quali 
queste  quantità  islcsse  sono  legate  tra  di  loro,  sia  derivando 

dx  dx2 

realmente  le  unc  dalle  altre,  come  le  differenziali  — , - cc. 

1  4  2 

sia  altrimenti,  sono  comprese  nel  calcolo  generale  delle  deri¬ 
vazioni,  e  che  così  il  calcolo  differenziale  può  esser  riguar¬ 
dalo  come  un  caso  particolare  del  calcolo  delle  derivazioni  — 
332.  Noi  riteniamo  che  Arbogast  siasi  altamente  ingannato 
in  questo  suo  modo  di  vedere,  perchè  lo  sviluppamento  delle  fun¬ 
zioni  in  serie  ed  il  precipuo  loro  andamento  nei  termini,  era 
conosciuto  anco  molto  avanti  di  Newton  e  di  Leibnitz ,  c 
particolarmente  si  trovano  le  serie  sotto  ogni  riguardo  mae¬ 
strevolmente  trattate  da  Wallis  nelle  sue  opere  matematiche. 
Nello  sviluppamento  delle  serie,  o  meglio,  nello  sviluppamento 
delle  funzioni  in  serie,  si  devono  ben  distinguere  due  sepa¬ 
rali  oggetti,  i  quali  sono  di  natura  molto  diversi:  I.°  la  deri¬ 
vazione  o  piuttosto  la  filiazione  dei  termini  costituenti  l'ar- 
ehilellonico ,  o  la  forma  ordinala  delle  serie;  2.°  il  valor 
successivo  dei  termini  il  quale  in  una  identica  serie  pre¬ 
senta  un  rapporto  costante,  specialmente  nelle  serie  geome¬ 
triche  procedenti  all'infinito,  ma  rapporto  che  può  avere 
diverso  valore,  secondo  la  diversa  natura  della  funzione,  e 
molto  più  secondo  il  diverso  valor  della  variazione,  o  di  a  - 
mcndue  riunite.  Ora  Arbogast  ha  benissimo  dimostralo,  che 
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T  andamento  delle  serie  nei  loro  termini,  a  valore  indeter¬ 
minato,  era  sempre  Io  stesso,  e  nell’uniforme  loro  procedi¬ 
mento  abbracciava  (  in  modo  però  indeterminato  )  tutti  i 
casi  contingibili,  i  quali  possono  risultare  dai  diversi  stati 
o  dalle  diverse  variazioni  della  funzione;  ma  questo  si  avve¬ 
ra  solamente  in  sino  a  tanto  che  la  funzione  e  la  varia¬ 
zione,  e  specialmente  quesl'ultima  sia  considerala  in  astratto 
a  in  maniera  indeterminata,  e  solamente  come  capace  a  dar 
origine  a  funzioni  derivate  simmetriche,  e  di  una  regolare 
fisionomia  architettonica  analitica  ;  poiché  allor  quando  si 
voglion  considerare  la  funzione  e  la  variazione  in  relazione 
a  lutti  i  diversi  possibili  valori  che  ad  esse  si  possono  attri¬ 
buire,  allora  i  rapporti  dei  termini  presentar  possono  can¬ 
giamenti  e  valori  tali,  da  alterare  sostanzialmente  l'ordi¬ 
nario  valore  di  questi  rapporti,  e  quello  dei  consecutivi  ter¬ 
mini  della  serie.  Imperciocché  si  fa  presto  a  dire  in  gene- 

dx 

rale  che  dalla  x ,  o  dalle  di  lei  funzioni  si  deriva  la  —  . 

! 


dx2  dx5 

poi  la  — — ;  indi  la - ,  e  così  prosiegui.  Qui  la  rela- 
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zione  architettonica  delle  funzioni  derivale  è  simile  a  quella 
delle  funzioni  derivale  finite;  ma  i  rapporti,  o  le  ragioni 
che  passano  tra  le  funzioni  derivate  dx,  dx2,  dx3,  dx4  ccc. 
dipendendo  dal  valore  infinitesimo  della  dx;  questi  termini 
allora  non  hanno  più  un  valor  finito,  ma  bensì  un  valor 
infinito  relativo,  per  cui  la  dx  è  infinilamente  maggiore  in 
comparazione  della  dxa,  quesl'ultima  infinitamente  maggiore  in 
confronto  della  dx3,  e  così  segui.  Questi  valori  infiniti  gli  uni 
rispetto  agli  altri,  cangiano,  o  sospingono  tutti  i  rapporti  o 
le  ragioni  finite  dei  termini  delle  serie  nell'ordine  degli  infi¬ 
niti  ;  la  qual  cosa  induce  nelle  serie  delle  condizioni  tult'af- 
falto  particolari  ed  al  lutto  diverse  da  quelle  dei  valori  finiti. 
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quindi  danno  all'  andamento  generale  di  uniforme  confor¬ 
mila  delie  condizioni  eccezionali,  e  che  nulla  hanno  di  co¬ 
mune  con  tulli  gli  indefiniti  allri  valori  finiti. 

555.  Non  basla  adunque  che  la  forma  malcriale  dell'an- 
dameuto  della  serie  si  accomodi  anco  alla  sosliluzione  inlel- 
lelluale  dei  valori  infinitesimi  attribuiti  alle  derivale  in  causa 
dei  valori  infinitesimi  dati  alla  variazione  o  posti  in  luogo 
della  variazione,  poiché  per  aver  diritto  di  considerare 
questa  sorla  di  valori ,  come  uno  dei  casi  particolari  inde¬ 
finiti  >  che  la  funzione  indeterminala  x  e  la  sua  variazione 
dx  possono  assumere  nello  svolgimento  in  serie,  esigerebbe 
che  rinfinilo  e  rinfinilesimo  fossero  un  caso  particolare  della 
grandezza  finita. 

Ed  acciò  che  l'andamento  di  tutti  i  termini  e  delle  loro 
reciproche  ragioni  o  rapporti,  si  mantenesse  sempre  (benché 
sotto  forma  indeterminata)  lo  stesso  in  tutto  il  corso  della 
serie  sarebbe  necessario  che  rimanesse  sempre  dell'  ordine 
finito;  ora  quando  poniamo  v.  g.  in  luogo  della  variazione 
tuia  infinitamente  piccola  quantità  segnata  per  dx  allora  i 
rapporti  o  le  ragionidei  termini  successivi  della  serie  escono 
tutti  fuori  dell'ordine  finito,  divenendo  anzi  lutti  infiniti  nel 
loro  valore,  d’onde  ne  viene,  che  in  luogo  dei  generali  inde¬ 
terminati  rapporti,  per  questa  particolare  sostituzione  o  per 
questo  particolar  valore  attribuito  alla  variabile  e  sua  varia¬ 
zione,  noi  gli  abbiamo  tutti  successivamente  infiniti  ;  per  la 
qual  cosa,  l'animo  nostro  vien  introdotto  in  un  mondo  lutto 
nuovo  di  ideali  quantità  che  relativamente  sono  tutte  infi¬ 
nitesime  riguardo  alle  antecedenti,  e  le  precedenti  tulle  infi¬ 
nite  relativamente  alle  susseguenti. 

Poste  adunque  queste  innegabili  verità,  come  mai  si 
può  dire  in  buona  filosofia,  che  le  ditferenziali  dx,  dx2,  dx3  ec. 
siano  da  considerarsi  nelle  serie  ordinarie  communi,  come 
un  caso  particolare  dello  sviluppamelo  delle  funzioni  ordi- 
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narie  finite  ed  indeterminate?  Come  si  può  considerare  che 
una  serie  contenente  queste  differenziali  sia  dell’  ordine  di 
tutte  le  altre  indefinite,  che  hanno  valori  tutti  finiti  ? 

Quando  la  funzione  F  (x)m  prova  una  variazione  dx 
infinitesima  si  cangia  in  F  (x  dx)m,  e  svolta  in  serie 

m  m 

presenta  il  noto  sviluppamelo  xm  -\ - xm'*  dx  -j - • 

1  4 

m  —  1  m  m  —  i  rn  —  2 

- xm'2  dx2  -t- - xm-5  dx5  ec.; 

2  \  2  3 

nella  quale  il  secondo  termine  divenendo  infinitamente  piccolo 
in  comparazione  del  primo,  ed  il  terzo  in  confronto  del  se¬ 
condo,  il  quarto  in  riguardo  al  terzo,  e  così  via  via,  si  vuol 
dire,  che  la  serie  si  può  troncare  a  quel  termine  che  più 
piaccia,  e  si  posson  considerare  tulli  i  successivi  termini 
come  fossero  di  un  valore  insignificante  e  quasi  nullo,  com¬ 
parativamente  ai  precedenti. 

554.  Da  tutte  queste  certissime  osservazioni  ne  conse¬ 
guita,  che  la  filosoGa  delle  serie  procedenti  come  qui  è  detto, 
e  fondata  sopra  il  concetto  del  quanto  finito,  dotato  della 
proprietà  del  continuo,  può  ritenere  una  forma  architettonica 
comune  e  simile  alle  forme  delle  funzioni  finite  e  note,  e 
può  in  quanto  alla  forma  materiale  della  serie  rappresentare 
od  esprimere  conje  caso  concreto  anco  le  funzioni  differen¬ 
ziali;  ma  intanto  convien  confessare,  che  quando  alla  varia¬ 
bile  della  funzione  si  aggiunge  un  valore  infinitesimo,  allora 
le  ragioni  ed  i  rapporti  dei  termini  sono  per  tal  modo  can¬ 
giati,  che  non  si  può  più  dire  che  la  posizione  del  valor 
infinitesimo,  la  quale  serve  di  fondamento  al  calcolo  dille- 
renziale,  possa  esser  considerala  come  un  caso  particolare 
delle  formole  generali  di  ordinaria  derivazione  ed  attinenti 
all'  ordine  finito. 

555.  Forse  alcuno  dirà,  che  queste  dottrine  non  sono 


—  298  — 

poi  tanto  evidenti  quanto  appajono;  perchè,  non  sono  forse 
le  serie  quelle  che  conducono  all' infinitesimo,  e  quelle  che 
guidano  all’ infinito?  e  se  la  cosa  procede  cosi,  come  si  ha 
da  credere,  che  esse  non  comprendano  il  caso  del  valore 
infinito  e  infinitesimo? 

336.  A  queste  osservazioni  facilmente  si  fa  risposta  osser¬ 
vando,  che  l'infinitesimo  c  l’infinito  considerali  come  risul¬ 
tameli  o  quali  effetti  derivanti  dalle  serie  non  sono  possi¬ 
bili,  perchè  le  serie  sono  interminabili,  e  questi  concetti 
essendo  riposti  cd  appoggiati  sul  finimento  delle  serie  di¬ 
vengono  iuamissibili.  Laddove  all'  invece  nel  calcolo  differen¬ 
ziale,  la  infinitesima  è  tutta  intieramente  supposta;  e  se  que¬ 
sto  calcolo  si  appoggia  soventi  volte  alle  serie  esso  lo  fa 
per  facilitare  le  sue  intellettuali  speculazioni,  piuttosto  che 
per  verace  sentito  bisogno  o  necessità,  di  ripetere  la  sua 
esistenza  dalle  serie. 

357.  Il  calcolo  differenziale  in  falli,  in  quanto  alle  sue 
pratiche  applicazioni  non  ha  bisogno  di  molti  termini  delle 
serie,  che  anzi  di  regola  ordinaria  suole  limitare  la  serie  al 
secondo  termine,  o  al  terzo,  o  poco  più,  perchè  l'ipotesi, 
che  la  variazione  sia  infinitesima  rende  i  termini  successivi 
infinitamente  più  piccoli,  e  come  trascurabili  in  comparazione 
degli  antecedenti,  e  quelli  perciò  si  ommettono  o  nqp  si  cu¬ 
ralo  ncL  calcolo  come  se  non  fossero.  Anco  per  questa  ra¬ 
gione  adunque  il  calcolo  differenziale  non  può  esser  consi¬ 
deralo  come  un  caso  particolare  dello  sviluppamento  gene¬ 
rale  delle  funzioni  in  serie,  ovvero  come  uno  degli  indefiniti 
valori  che  si  posson  porre  in  luogo  della  variazione  della 
funzione. 

La  metafisica  o  la  filosofia  delle  funzioni  derivale,  non 
può  considerare  il  calcolo  differenziale  come  uno  dei  casi 
ordinarii  delle  derivale,  e  quindi  non  può  considerare  il  cal¬ 
colo  differenziale  come  partecipante  della  filosofia  delle  serie  , 
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o  delle  derivazioni  che  le  compongono.  Non  si  niega  però, 
che  in  quanlo  alla  derivazione,  considerata  quale  effetto  delle 
note  operazioni  comuni,  anco  le  cifre  differenziali  non  siano 
dedotte  o  derivate  dalla  funzione  primitiva  proposta  egual¬ 
mente  che  tutte  le  altre  funzioni  finite,  ma  si  niega,  che  in 
onta  di  questa  comune  maniera  di  derivazione  rispondente 
alle  comuni  operazioni  impiegale  nel  derivare  i  termini,  si 
niega  dico,  che  le  differenziali  rappresentino  un  vero  caso 
particolare  delle  derivazioni  delle  serie  finite. 

558.  Lagrange,  sommo  geometro,  nella  sua  pregiatissima 
opera,  che  ha  per  titolo:  Thèorie  des  Fonclions  analytiques, 
tenta  dimostrare  i  principii  del  calcolo  differenziale  con  le 
seguenti  dottrine  :  =  J'  ai  rappellé  mes  ancienne  ideés  sur  ce 
dù  calcul  differenliel,  et  j'ai  fuil  des  nouvellcs  retlexions 
tendenles  à  les  confìrmer,  et  à  les  generaliser ;  c'  est  ce  qui 
a  occasione  cet  écrilzz:. 

Nel  ragionamento  che  faremo  intorno  al  parere  di  questo 
grandissimo  geometra  deve  esser  allontanata  perfin  l'om¬ 
bra  di  plagiario,  a  di  lui  carico  ,  in  riguardo  ad  Arbo- 
gast,  il  qual  ultimo  prima  del  Lagrange  aveva  presentato 
la  sua  Memoria  intorno  alle  derivate,  all'Accademia  delle 
scienze  di  Parigi,  e  nella  quale  espone  presso  a  poco  le  me¬ 
desime  idee  di  Lagrange;  poiché  Lagrange  protesta  bensì 
di  sapere,  che  esisteva  questa  Memoria,  ma  di  non  averla 
mai  nè  veduta  nè  letta. 

539.  Venendo  però  a  quello,  che  da  vicino  concerne  le 
dottrine  di  Lagrange  intorno  alla  filosofia  del  calcolo  diffe¬ 
renziale,  ecco  come  egli  scrive  nella  sucitata  opera  :  La 
maniera  di  dedurre  da  una  data  funzione  delle  altre  fun¬ 
zioni  derivate,  e  dipendenti  essenzialmente  dalla  funzione  pri¬ 
mitiva  è  oggetto  della  più  alta  importanza  nell'  analisi.  La 
formazione  del  calcolo  di  queste  differenti  funzioni  sono,  a 
parlare  propriamente  il  vero  oggetto  dei  nuovi  calcoli,  vale 
a  dire  del  calcolo  chiamato  Calcolo  differenziale  “. 
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I  primi  geometri  che  hanno  impiegalo  il  calcolo  diire- 
l  etiziale ,  Leibnitz,  Bernoulli,  Ilópilal  ed  altri,  lo  hanno  fon¬ 
dato  sopra  la  considerazione  delle  quantità  infinitamente  pic¬ 
cole  di  differenti  ordini  e  sopra  la  supposizione,  che  si  possono 
riguardare  e  trattare  coinè  eguali  quelle  quantità  che  non 
differiscono  tra  di  loro  che  per  una  quantità  infinitamente 
piccola,  in  loro  confronto.  Contenti  di  arrivare  coi  procedi¬ 
menti  dì  questo  calcolo  in  una  maniera  spedila  e  sicura  a 
risullamenti  esatti,  essi  non  si  sono  occupali  di  dimostrarne 
i  principii.  Quelli  che  son  venuti  dopo,  come  Eulero  e  D’A- 
lemberl,  ec.  han  cercalo  di  supplire  a  questo  difetto,  facendo 
vedere  con  pratiche  applicazioni,  che  le  differenze,  che  si 
suppongono  infinitamente  piccole,  devono  essere  assoluta¬ 
mente  nulle,  e  che  i  loro  rapporti  o  ragioni,  sole  quantità 
che  entrino  realmente  nel  calcolo,  non  sono  altra  cosa  che 
rapporti  dei  limiti  delle  differenze  finite  o  indefinite. 

540.  —  Ma  convien  confessare  (prosicgue  Lagrange)  clic 
questa  idea,  sebbene  giusta  in  sè  stessa,  non  è  abbastanza 
chiara  per  servir  di  principio  ad  una  scienza  di  cui  la  cer¬ 
tezza  deve  esser  fondata  sopra  la  evidenza,  e  sopra  lutto 
per  poter  essere  presentala  ai  principianti.  D'altra  parte  mi 
sembra,  che  nel  calcolo  differenziale,  tale  e  quale  Io  si  ado¬ 
pera,  si  considerino  e  si  calcolino  in  falli  le  quantità  infini¬ 
tamente  piccole  o  supposte  tali.  La  vera  metafisica  di  questo 
calcolo  consiste  in  questo,  che  il  risultalo  di  questa  suppo¬ 
sizione  è  rettificato  e  compensalo  da  quello  che  nasce  dai 
procedimenti  medesimi  del  calcolo,  secondo  i  quali  non  si 
ritengono  nella  differenziazione  che  le  quantità  infinitamente 
piccole  del  medesimo  ordine;  p.  e.  considerando  una  curva 
come  un  poligono  di  un  numero  infinito  di  lati,  e  ciasche¬ 
duno  infinitamente  piccolo,  del  quale  il  prolungamento  è  la 
tangente  della  curva,  egli  è  chiara  cosa,  che  si  fa  una  sup¬ 
posizione  erronea,  ma  l’errore  si  trova  corretto  nel  calcolo 
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per  remissione  che  si  fa  delle  quantità  infinitamente  piccole. 
Egli  è  ciò  clic  si  può  dimostrare  facilmente  con  dcgU  esem¬ 
pli,  ma  dei  quali  sarebbe  forse  difficile  darne  una  dimostra¬ 
zione  generale  =. 

Esaminiamo  filosoficamente  questi  pensamenti  del  grande 
geometra  Lagrange. 

341.  Primieramente  noi  riteniamo,  che  alcuni  suoi  pensa¬ 
menti  non  siano  conformi  a  verità,  perchè  non  si  può  com¬ 
prendere  come  possa  chiamare  erronea  la  supposizione,  che 
pure  è  supposizione,  e  che  ritroviamo  in  Euclide,  in  Archi¬ 
mede,  in  Galilei,  in  Wallis  e  generalmente  in  tutti  i  più 
grandi  geometri,  di  considerare  cioè,  la  curva  come  un  po¬ 
ligono  di  infiniti  lati,  ciascheduno  di  essi  infinitamente  pic¬ 
colo  (se  pure  non  intende  erronea  questa  supposizione  sotto 
T  aspetto  che  tende  nulla  meuo  che  a  distruggere  di  netto 
perfino  ogni  sentore  di  curva);  ma  se  appella  erronea  la  sup¬ 
posizione  della  curva  denominata  poligono  di  infiniii  lati,  qual 
profitto  può  egli  ricavarne  per  istabilirc  che  vi  siano  nel 
calcolo  differenziale  compensi  di  errori?  Non  entriamo  per 
ora  in  questi  dettagli,  sopra  dei  quali  ritorneremo  in  seguito. 

542.  Intanto  cerchiamo  di  portare  la  nostra  attenzione 
sopra  lo  scopo  principale  inteso  da  questo  sommo  geometra, 
che  appunto  è  quello  di  sostituire  una  nuova  metafisica  a 
quella  del  calcolo  differenziale  dataci  dagli  inventori  di  esso. 
Egli  in  falli  annuncia  la  sua  opera  in  questa  maniera  :  ~ 
Theorie  des  fonctions  analy liques  eontenant  Ics  principes  du 
calcili  differentiel ,  degagés  de  loute  consideralion  d'infini- 
ment  petils  ou  d'evanouissans,  de  limites,  ou  des  fluxions, 
et  reduit  à  l’analyse  algehrique  des  quanlitcs  finies  La 
prima  edizione  delle  Funzioni  analitiche  era  dell’anno  V  della 
Repubblica  francese,  ma  anco  j*rima  ,  cioè  nel  4772  aveva 
letto  una  Memoria  all*  Accademia  di  Berlino  nella  quale 
parimenti  annunciava  clic  la  dottrina  dello  sviluppamelo 
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delle  funzioni  in  serie  conteneva  i  veri  principi!  dimostra¬ 
tivi  del  calcolo  differenziale,  e  questi  principii  scevri  da 
Oì?ni  considerazione  di  quantità  infinitamente  piccole ,  di 
limili,  di  evanescenti,  di  prime  ed  ultime  ragioni  ecc.  E  lo 
sviluppamene  generale  che  egli  presentava  delle  funzioni 
in  serie  era  del  seguente  tenore,  che  poscia  ha  ritenuto  an¬ 
cora  nella  sua  opera  delle  funzioni  analitiche  qui  sopra  citata. 

Si  proponeva  la  F  (x),  intendendo  significare  per  la  F 
funzione.  Ora  se  questa  funzione  prova  una  variazione  in¬ 
dicata  per]  si  avrà  la  funzione  variala  ridotta  a  questo  svilup¬ 
pamelo  ed  espressa  per  F  (x  +  j)  nr  f  x  p  j  q  j2  4-  r  j* 
l  ec.  ec.,  ove  le  p,  q,  r,cc.,  fanno  le  veci  dei  coeflicienti,  ed 
ove  la  j  sta  in  luogo  della  dx  quale  trovasi  nello  sviluppamento  : 
F  (x  dx)  ~  f.  xn  -h  f.  n  xn-1dx  ec.  ec.  (Num.  533). 

✓Qui  le  j ,  j2 ,  js  ,  j4  ,  ec.  occupano  il  luogo  delle  dx , 
d\2,  dx5,  dx4  ecc.,  e  le  p,  q,  r,  s,  ec.  quello  delle  coeflì- 

nxn  “■ 1  n  n  —  \  n  ~  8 

cienti.  —  , - —  x  ecc. 

i  12 

Ora  Lagrange  facendosi  a  ragionare  sopra  la  sua  for¬ 
inola  di  sviluppamento  della  funzione  variala  F  (x  -f  j), 
dice  :  ~  Si  può  sempre  prendere  la  j  così  piccola  nel  va¬ 
lore,  che  ogni  termine  della  serie  riesca  sempre  maggiore 
della  somma  di  lutti  quelli  che  vengono  dopo  di  pj  ;  si  deve  ri¬ 
guardare  questo  teorema  come  uno  dei  principii  fondamen¬ 
tali  della  dottrina  della  teorica,  che  noi  ci  proponiamo  di 
sviluppare.  Se  lo  suppone  tacitamente  anco  nel  calcolo  dif¬ 
ferenziale,  ed  in  quello  delle  flussioni,  ed  è  per  questo  mo¬ 
tivo,  che  si  può  dire,  che  questi  calcoli  hanno  il  loro  mag¬ 
gior  pregio  e  specialmente  nelle  applicazioni  ai  problemi 
geometrici  e  meccanici  =. 

243.  Ora  consideriamo  un  poco  attentamente  questi 
suoi  pensamenti  i  quali  riguardano  direttamente  i  suoi  cal- 
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coli,  e  servono  loro  di  verace  sostegno.  Ritorniamo  alla  serie 
lagrangiana  F  (x  -f-  j)  —  f  x  -4-  p  j  4-  q  j*  -4-  r  j3  4-  ecc.  ecc. 
Siccome  Lagrangc  vuol  sostituire  il  calcolo  delle  funzioni 
al  calcolo  detto  differenziale,  e  nel  quale  la  funzione  F 
n  n  n  —  1 

(x  4  dx)n  =  xn  -4-  —  x"-1  dx  -h  — . - xn~  2  dx* 

1  d  2 

Contiene  la  variazione  dx  inGnilesima ,  perciò  vediamo  in 
qual  modo  e  con  quale  fìlosoGa  possa  la  j  rappresentare 
la  dx,  la  j2  la  dx2  e  così  via  via;  cioè  possa  la  j  rappre¬ 
sentare  la  differenziale  in  discorso,  stando  ed  essendo  la  j 
e  le  sue  successive  funzioni  sempre  quantità  finite  alge¬ 
briche. 

L'autore  delle  Funzioni  analitiche ,  era  troppo  avveduto 
per  non  comprendere  pienamente,  che  il  vantaggio  che  pre¬ 
sentano  le  differenziali  nello  svilupparnento  della  F  (x  4-  dx)n 
in  consisteva  nel  rendere  i  terniini  successivi  infini- 

lamenl^feiiori  degli  antecedenti,  ed  in  questo  slava  riposta 
la  possibilità  di  oramctlere  tutti  i  termini  successivi  dello 
svilupparnento,  ritenendo  quelli  o  quello  solo,  che  occorreva 
alla  ricerca,  che  si  imprendeva  da  fare. 

Ora  per  poter  porre  in  luogo  della  dx  nello  sviluppa- 
mento  qui  sopra,  eseguito  sopra  la  nozione  della  dx  in  fini- 
tesima,  per  poter  porre,  diciamo,  la  indeterminala  j,  rap¬ 
presentante  la  dx,  fa  duopo  che  si  possa  ominettere  nella 
serie  j  p  4-  j2  q  4-  j5  ecc.,  que*  termini,  che  a  noi  piace, 
onde  raggiungere  le  conclusioni ,  alle  quali  con  tanta  sem¬ 
plicità  arriva  il  calcolo  differenziale. 

Ecco  dunque  la  ragione  per  la  quale  si  dice  da  La- 
grange  ,  che  la  sua  idea  di  considerare  la  j  tanto  piccola 
(senza  però  esser  nulla),  per  cui  ciascun  termine  della  serie  > 
qui  sopra  divenga  più  grande  della  somma  di  tulli  i  seguenti 
costituisce  un  teorema  fondamentale  delle  funzioni  analitiche 
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ed  un  teorema  tacitamente  supposto  nel  calcolo  differen¬ 
ziale. 

Si  supponga  adunque,  inerendo  alla  sua  ipotesi,  si  sup¬ 
ponga  la  j  piccola  quanto  si  voglia,  però  tale  sempre,  (per 
posizione)  nella  sua  piccolezza,  che  si  verifichi,  che  essa 
j  è  quantità  algebrica  finita ,  perché  nelle  funzioni  ana¬ 
litiche  i  principii  del  calcolo  differenziale  sono  dégagés 
d'ìnfiniments  petìts ,  et  reduits  à  Vanalyse  algebrique  des 
quantitécs  fmies  ;  ora  in  tale  supposizione ,  quando  si  ve¬ 
rificherà,  che  assunto  v.  g.  il  termine  jp,  questo  rie¬ 
sca  non  solo  maggiore  sensibilmente  della  somma  di  tulli 
i  successivi  q  j9,  -f-  r  j5  4-  s  j4  -t-  ecc.  ecc.,  ma  abbia 
anco  una  maggioranza  tale,  che  tutta  la  serie  delti  succes¬ 
sivi  si  presenti  in  minoranza  sì  rimarcabile  da  poter  esser 
considerata  questa  serie  di  tutti  i  termini  j2  -t-  r  j3  4-  ecc. 
^come  nulla  o  di  niuno  finito  sensibile  valore  ?  Quando 
sarà  vero  che  si  possa  in  forza  di  questo  teorema  fonda¬ 
mentale  considerare  la  serie  F  (x  4-  j)  F,  x  4-  p  j  4- 
q  j2  ■+"  r  j3  -I-  s  j1  4-  ecc.,  ridotta  anzi  limitala  ai  due 
soli  termini  f  x  4-  p  j,  c  tutto  questo  in  causa  del  tenue, 
ma  algebrico  valore  dato  alla  j?  Non  occorrono  su  questo 
punto  d’analisi,  lambicale  e  profonde  vedute,  per  compren¬ 
dere  ed  appieno  conoscere,  che  sino  a  tanto  che  la  j  è  del¬ 
l'ordine  algebrico  finito,  il  termine  j  p,  è  finito,  e  che  anco 
la  somma  dei  successivi  termini  q  f  4-  r  j5  4-  ecc.,  è 
sempre  di  valor  finito,  anzi  è  certo  che  ognuno  di  questi 
termini  islessi  considerato  anco  da  solo  è  di  un  valor  finito. 

Ora  a  fine  che  il  nuovo  calcolo  delle  funzioni  analitiche 
possa  soddisfare  allo  scopo  cui  soddisfa  il  calcolo  differen¬ 
ziale  ,  cioè  a  fine  che  si  possa  ottenere  per  mezzo  della  j 
o  meglio  del  di  lei  valore,  quella  esattezza  e  quel  rigore  di 
esattezza  che  si  ottiene  con  la  differenziale  dx,  conviene  che 
la  j  sia  posta  in  parità  di  circostanze  o  meglio  in  parità 


*rti  valore  colla  dx,  altrimenti  non  si  potrà  mai  pretendere 
di  soddisfare  alla  posizione  della  dx  con  la  posizione  della  j. 
Imperciocché  ognuno  sa,  che  nel  calcolo  differenziale  si  pone 
la  dx  in  luogo  di  j  per  questa  serie;  e  la  dx2  in  luogo  della  j2; 
la  dx3  in  luogo  della  j3  ecc.  ecc.  Nel  calcolo  differenziale 
si  ritiene  come  nullo  il  valore  della  dx  in  confronto  della  x, 
come  nullo  il  valore  della  dx2  in  paragone  di  quello  della 
dx;  e  come  insignificante  quello  di  dx3  in  faccia  di  quello 
della  dx2,  e  cosi  segui. 

5-44.  Ora  se  queste  ipotesi  relative  ai  valori  degli  infiui- 
lesimi  di  tutti  gli  ordini,  sembrano  non  avere  tutto  il  desi¬ 
derabile  rigore  di  ragione,  perchè  le  quantità  infinitamente 
piccole  di  primo  ordine  si  ritengono  e  si  trascurano  come 
fossero  nulle  in  comparazione  delle  quantità  finite,  e  quelle 
infinitamente  piccole  di  secondo  ordine  come  nulle,  poste 
che  siano  a  petto  delle  infinitesime  di  primo  ordine,  come 
mai  diciamo,  si  potrà  poi  rinvenire  rigor  geometrico  nella 
ipotesi  di  Lagrange,  nella  quale  invece  di  supporre,  nella 
serie  il  valore  della  j  infinitamente  picpolo,  si  accontenta  ai- 
fi  invece  di  supporlo  solamente  assai  piccolo,  e  tale  che  basti 
a  fare*  che  il  termine  contenente  la  j  riesca  in  modo  inde¬ 
terminato  solamente  maggiore  della  somma  di  tulli  i  termini 
successivi?  Potrà  forse  esser  permesso  in  filosofia  e  sopra 
queste  basi,  di  considerare  come  nullo  od  insignificante  i! 
valor  della  somma  di  tulli  i  termini  successivi  della  serie', 
che  vengono  dopo  il  termine  pj?  La  terra  che  è  più  di  un 
milione  di  volte  più  piccola  del  sole,  sarà  forse  da  consi¬ 
derarsi  come  un  bel  non  nulla  in  confronto  al  sole?  In  tutte 
le  ipotesi  possibili  di  diversi  o  tenui  valori  attribuiti  alla  j, 
se  quello  viene  escluso  di  infinitamente  piccolo,  come  poco 
esalto  e  rigoroso,  non  è  chiara  ed  aperta  cosa  che  tulli  gli 
altri,  niuno  eccettuato,  saranno  in  suo  confronto  inettissimi 
anzi  inesattissimi?  Non  occorre  essere  forniti  di  una  grande 
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penetrazione  per  comprendere  di  buon  ora,  con  quali  insuf¬ 
ficienti  principii  si  tenti  fondare  e  stabilire  la  metafisica  o  fi 
la  filosofia  del  calcolo  delle  funzioni  analitiche?  Nè  deve  a 
nessuno  apparire  strano  pensamento  il  nostro  di  chiamare 
cioè  a  comparativo  esame  la  j  che  si  trova  nelle  funzioni  di 
Lagrange  con  la  dx  che  risiede  nel  calcolo  di  Leibnilz,  per¬ 
chè  avuto  riguardo,  che  nelle  funzioni  analitiche  le  serie, 
e  specialmente  la  variabile  j  è  destinala  a  rappresentare  in 
esse  la  variabile  dx  del  calcolo  differenziale,  ed  a  rappre¬ 
sentarla  senza  alcuna  nozione  di  grandezza  infinitamente  pic¬ 
cola, apertamente  si  comprende,  che  la  j  finita  algebrica  e  tenuis¬ 
sima,  dovrebbe  prestare  tutto  ciò  clic  Leibnitz  otteneva  dalla 
sua  soggettiva  posizione  della  dx  infinitesima,  il  che  ripugna. 

34Sh  E  circa  questo  matematico  oggetto  non  dobbiamo  il¬ 
luderci  invaginando  coi  fautori  di  Lagrange,  che  nella  con¬ 
dizione  indeterminata  della  j  si  comprenda  anco  il  caso,  che 
essa  abbia  un  valore  infinitamente  piccolo,  o  un  valore  presso 
che  nullo;  poiché  in  lai  caso  coulradirebbero  apertamente 
alle  dottrine  di  Lagrange  islesso,  nelle  quali  espressamente 
dichiara,  che  esse  presentano  una  filosofia  sgombra  al  tutto  da 
ogni  nozione  di  infinitamente  piccoli  valori  e  di  evanescenti,  di 
limili  ec.  ec.  Poi  qui  si  tratta  di  sapere,  se  una  serie  ove 
entra  la  j  indeterminata,  possa  servire  a  fondare  la  filosofia 
che  regna  nel  calcolo  differenziale,  nel  quale  oltre  tutto  ciò, 
che  ne  risguarda  il  valore  della  dx,  la  stessa  dx  si  suppone 
pienamente  determinala. 

Se  noi  diamo  alla  j  un  valor  nullo,  tutta  la  serie  si 
annienta  e  resta  la  sola  funzione  fx  invariata.  Se  diamo  alla  j 
un  valore  qualunque  finito  algebrico,  ancorché  tenuissimo, 
questa  nostra  posizione  renderà  bensì  in  molli  casi  la  pj  mag¬ 
giore  nel  suo  valore  che  la  somma  di  tulli  i  termini  suc¬ 
cessivi,  ma  questa  maggioranza  di  valore  non  autorizzerà 
mai  nessuno  a  trascurare  il  valor  minore  della  somma  di 
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tutti  gii  altri  termini,  perchè  presentando  per  necessità  un 
valor  finito  per  1’  attribuito  finito  valore  alla  j,  riuscendo,  di¬ 
ciamo,  la  somma  degli  altri  termini  aneli'  essi  di  valor  finito, 
non  sarà  mai  lecito  trascurare  una  quantità  finita  minore 
in  comparazione  di  una  quantità  finita  maggiore.  E  quando 
vogliamo  dare  alla  j  un  valore  equivalente  alla  grandezza  in¬ 
finitamente  piccola,  allora  il  termine  pj  della  serie  lagran- 
giana  sarà  bensì  infinitamente  maggiore  del  valor  della  somma 
di  tulli  gli  altri  successivi,  ma  è  cosa  aperta,  che  in  tal  caso 
questa  ultima  posizione  incontra  e  s'  abbatte  in  due  insor¬ 
montabili  ostacoli;  prima  si  appoggia  al  valore  infinitamente 
piccolo  dichiaratamente  escluso  dall’ autore  delle  funzioni  ana¬ 
litiche;  secondo,  cade  apertamente  in  un  circolo  vizioso  di 
provare  e  stabilire  la  filosofia  dell’ infinitesimo  coll’ infinite¬ 
simo,  e  del  calcolo  differenziale  con  la  dottrina  del  medesimo. 

54G.  Lagrange  in  questa  sua  bellissima  òpera  ha  chiarito 
il  metodo  delle  deduzioni,  e  delle  derivazioni  delle  funzioni 
analitiche,  e  sotto  questo  riguardo  merita  lode  ed  estima¬ 
zione  non  poca;  ma  questo  pregio  della  sua  opera  risguardu 
unicamente  l'andamento  delle  serie,  cioè  la  nuova  deriva¬ 
zione  delle  funzioni  successive,  che  compongono  la  serie,  e 
non  concerne  se  non  l’ordine  finito  e  fluito  relativo  valore 
delle  derivate  funzioni  o  il  loro  finito  rapporto;  perciò  questa 
sua  bellissima  maniera  di  derivazione  è  allatto  estranea  alla 
filosofia  del  calcolo  differenziale,  il  quale  si  fonda  tulio  esclu¬ 
sivamente  sopra  il  valore  infinitesimo  ^Uribuilo  alla  varia¬ 
zione  ideale  di  x,  espressa  per  dx. 

547.  Se  gli  ammiratori  delle  dottrine  lagrangiane  avessero 
distinto  la  derivazione  analitica  delle  funzioni  dal  loro  rela¬ 
tivo  valore,  cioè  se  avessero  ben  separato  la  forma  materiale 
delle  derivate  dal  valore  che  esse  presentano  e  che  possono 
rappresentare,  si  sarebbero  facilmente  accorti,  che  cadevano 
in  un  grande  abbaglio,  quando  si  invaginavano  di  scambiare 


—  308  — 

la  filosofia  clic  accompagnava  la  semplicità  e  l'eleganza  delle 
derivale  con  la  filosofia  dei  rapporti  o  delle  ragioni  delle 
derivale  medesime,  nei  quali  rapporti  e  ragioni  è  basala  e 
tulla  consiste  appunto  la  filosofia  del  calcolo  differenziale. 

548.  L  andamento  dei  termini  della  serie,  i  quali  nascono 
dallo  sviluppamelo  della  F  (x)  si  ritenga  pure  per  esalto 
(in  via  di  ipotesi) ,  e  sia  precisamente  espresso  per  fx  H 
pj  -|-  qj2  -f-  vj3  ec.  cc.;  (si  dice  solo  in  via  ipote¬ 
tica  esalto  questo  sviluppamelo,  perchè  riteniamo  che  abbiano 
un  gran  peso  le  ragioni  che  Wronski  ha  prodotto  per  con¬ 
futare  la  legittimità  di  questo  sviluppamene,  sotto  il  riguardo 
che  proceda  solo  secondo  le  potenze  di  j  intiere,  e  non  fra¬ 
zionarie,  come  appare  dalla  sua  opera  intitolala  :  Réfulalion 
de  la  lliéoric  des  fonclions  analyliques  de  Lagrange,  stam¬ 
pata  in  Parigi  nell'anno  4813). 

Ora  dell'esattezza  della  F  (x  -i-  j)  z=  fx  H-  pj  H-  qj2  ec. 
qual  profitto  se  ne  deriva  per  la  filosofia  del  calcolo  diffe¬ 
renziale  con  questa  supposizione?  Certamente  niuno. 

In  falli  inerendo  nell’ipotesi  che  tale  sviluppamelo  sia 
esalto,  (giacché  allo  scopo  nostro  nulla  importa  il  titolo 
della  rigorosa  sua  esattezza,)  osserviamo,  che  la  derivazione 
delle  funzioni  in  esso  compendiosamente  espresse  per  mezzo 
dei  coefficienti  indeterminati,  p,  q,  r,  s,  ecc.  nulla  ha  di 
comune  coi  valori  della  j;  (e  per  esser  pienamente  convinti 
di  ciò,  basta  la  sola  osservazione,  che  la  j  vi  è  considerala 
come  indeterminata),  e  pure  dal  valore  attribuito  alla  j  dipen¬ 
dono  unicamente  e  sempre,  in  ogni  singola  serie,  tutti  i 
valori  dei  rapporti  o  delle  ragioni  dei  termini  da  essa  serie. 

Nel  caso  di  j  —  o,  la  serie  tutta  si  annulla;  sosti¬ 
tuendo  in  seguito  tulli  gli  altri  escogitabili  valori  finiti  alla 
j  la  serie  tutta  sussiste,  e  tulli  i  termini  di  essa  hanno  tra 
di  loro  delle  ragioni  che  sono  sempre  finite.  Qualunque  sia 
il  diverso  valore,  che  piaccia  sostituire  alla  j  nella  serie,  il 
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materiale  o  la  forma  analitica  dei  termini  si  mantiene  sem¬ 
pre  la  stessa  inalterata  ;  ma  quando  si  voglia  dare  alla  j  un 
valore  infinitamente  piccolo  (come  appunto  si  fa  nel  calcolo 
differenziale),  allora  le  ragioni  o  i  rapporti  dei  termini  della 
serie  escono  fuori  dell'ordine  finito,  e  diventano  infinitamente 
grandi.  E  quel  che  merita  qui  da  esser  ben  rimarcalo  si  è, 
che  la  forma  analitica  coi  termini  della  serie  si  mantiene 
perfettamente  la  stessa  inalterata  ;  dal  che  ne  conseguila,  che 
solamente  per  aperta  illusione  noi  possiamo  indurci  a  cre¬ 
dere  di  arrivare  alle  dottrine  del  calcolo  differenziale  appog¬ 
giandoci  alle  serie;  poiché  esse  si  mantengono  le  stesse  e 
inalterabilmente  le  stesse  nella  loro  forma  analitica,  qualun¬ 
que  sia  il  valore  che  ci  piaccia  di  attribuire  alla  j  il  quale 
entra  in  lutti  i  termini  delle  serie  meno  il  primo.  La  filo¬ 
sofia  adunque  del  calcolo  differenziale,  che  tutta  riposa  e 
risiede  nel  valore  attribuito  alla  j  non  si  deve  cercare  nelle 
funzioni  dei  termini ,  ma  nei  loro  rapporti  di  valore  infini¬ 
tamente  grande. 

Ora  tali  valori  non  possono  mai  essere  infinitamente 
grandi  sino  a  che  alla  j  si  danno  valori  finiti  algebrici; 
dunque  nella  dottrina  dei  valori  algebrici  ripugna,  che  possa 
esservi  contenuta  la  filosofia  del  calcolo  differenziale. 

549.  Queste  ragioni  servono  a  disinganno  di  coloro , 
che  si  inducono  a  voler  ravvisare  identità  di  filosofia  delle 
funzioni  derivate  col  calcolo  differenziale. 

Nò  si  creda,  che  si  possa  fondare  questa  identità  in  su 
la  considerazione ,  che  basti  attribuire  alla  j  nelle  formole 
lagrangiane  un  valore  il  quale  sia  minor  di  ogni  dato,  per¬ 
chè  così  adoperando  si  verrebbe  ad  escludere  ogni  filosofia  . 
dalle  funzioni  analitiche,  le  quali  si  limitano  a  valori  alge¬ 
brici  finiti;  poi  ci  appoggeremmo  ad  un  vecchio  principio, 
al  quale  qualche  volta  ebbero,  e  con  poco  loro  onore,  ricorso 
anche  Leibnitz  e  Newton.  Piu  il  valore  di  quantità  minore 
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di  ogni  data  attribuito  in  lai  caso  alla  j,  sarebbe  un  valore 
che  presenterebbe  un  concetto  anch'  esso  indeterminato,  e 
tale  che  lo  farebbe  escire  fuori  all'in  lutto  dell'ordine  finito 
algebrico.  » 

Noi  ne  abbiamo  già  discorso  a  sufficienza  parlando  di 
Euclide  e  di  Archimede,  e  della  matematica  anteriore  alla 
scoperta  del  calcolo  sublime. 

550.  Poi  abbiamo  già  più  che  a  sufficienza  fatto  rimar¬ 
care,  che  nessuno  può  provare,  che  la  minor  di  ogni  data 
grandezza  ,  presenti  una  idea  od  un  concetto  più  chiaro  e 
preciso  della  quantità  infinitamente  piccola,  tanto  più  poi 
quando  la  minor  di  ogni  data  e  la  infinitesima  si  vogliano 
riguardare  come  nulle  in  comparazione  della  quantità  finita. 

Ma  ritornando  alle  Funzioni  analitiche ,  opera  non  mai 
abbastanza  lodata  ,  per  i  molli  c  bellissimi  trovali  analitici 
in  essa  spiegati,  considerando,  dico,  quest’opera  in  relazione 
al  fine  principale  contemplato  dal  di  lei  autore ,  a  quello 
cioè  di  servire  di  filosofia  fondamentale  al  calcolo  differen¬ 
ziale,  si  vede,  che  la  j  qualche  volta  vi  è  considerala  come 
zero  ma  questo  caso  nulla  significa  per  il  nostro  fine ,  e 
lal'allra  si  dà  alla  j  un  valore  assai  piccolo,  ed  in  allora  il 
secondo  termine  delle  funzioni  espresse  in  serie  e  rappre¬ 
sentato  per  pj ,  può  superare  col  suo  valore  la  somma  di 
tutti  gli  altri  della  serie  che  vengono  dopo  di  lui.  Ma  in 
tutta  questa  indefinita  varietà  di  valori,  che  attribuir  si 
possono  alla  j ,  niuno  può  rappresentare  la  filosofia  del 
calcolo  differenziale. 

L'ipotesi  poi  di  que'geometri  che  son  venuti  dopo  La- 
grange  e  che  hanno  attribuito  alla  j  un  valor  minore  di  ogni 
dato,  credendosi  essi  settatori  di  Lagrange,  in  via  di  fallo 
si  fanno  seguaci  di  Leibnitz ,  il  quale  pure  si  ridusse 
qualche  momento  ed  assai  prima  delle  dottrine  lagrangiane 
a  questo  passo  di  dichiarare ,  che  la  sua  djt  poteva  esser 


assomigliata  alla  minor  di  ogni  data ,  ed  in  questa  ipotesi 
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si  stabiliva  j  —  —  —  dx,  valori  tutti  espressamente  esclusi 
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dalla  dottrina  delle  funzioni  analitiche. 

554.  Non  dimentichiamo  adunque,  che  fino  a  tanto,  che 
la  j  rimane  di  valore  indeterminato,  niuna  induzione  pre¬ 
cisa  si  può  ricavare  ,  la  quale  serva  a  manifestare  la  rela¬ 
zione  o  la  ragione  che  passa  tra  i  termini  delle  serie;  quindi 
insino  a  tanto  che  nello  stupendo  edificio  delle  funzioni  non 
si  avrà  attribuito  alla  j  un  valore  che  possa  dare  alli  ter¬ 
mini  o  alle  analitiche  funzioni  con  cui  sono  espressi,  un 
rapporto  di  valore  infinito  tra  loro  non  potrà  mai  aspirare 
alla  filosofia  del  calcolo  differenziale,  anzi  nemmeno  a  qual¬ 
sivoglia  altra  concreta  filosofia. 

552.  Pare  che  questa  sconvenienza  di  idee ,  che  regna 
nelle  funzioni  analitiche,  considerate  in  riguardo  "alle  dot¬ 
trine  leibniziane  si  affacciasse  anco  alla  mente  dello  stesso 
Lagrange  ,  e  specialmente  quando  si  accinse  a  scrivere  la 
seconda  parte  delle  Funzioni  analitiche ,  nella  quale  trovan¬ 
dosi  egli  appunto  nel  bisogno  di  determinare  le  sue  idee 
indeterminate  a  fine  di  render  le  sue  formole  suscettive  ih 
applicazioni  concrete,  allora  si  fa  vedere  incerto  o  titubante. 
In  falli  quando  vuole  incominciare  le  applicazioni  delle  fun¬ 
zioni  alle  curve,  egli  scrive:  zz  Dopo  che  le  curve  sono 
stale  sottomesse  all'  analisi,  allora  anco  le  tangenti  si  sono 
considerate  sotto  diverso  aspetto ,  cioè  si  sono  considerale 
come  se  fossero  delle  secanti,  delle  quali  li  due  punti  di 
intersezione  sopo  riuniti ,  o  come  il  prolungamento  di  lati 
infinitamente  piccoli  della  curva  considerala  come  un  poli¬ 
gono  di  un  infinità  di  lati,  o  come  la  direzione  del  molo 
composto,  pel  quale  la  curva  può  esser  descritta;  e  queste 
differenti  maniere  di  considerare  le  tangenti  hanno  dato  luogo 


a’inclodi  algebrici  fondali  sull' eguaglianza  delle  radici  delle 
equazioni,  c  ai  metodi  differenziali  fondali  sul  rapporto  delle 
differenze  infìniiamcnlc  piccole,  o  delle  ilussioni  delle  coor¬ 
dinale. 'Questi  melodi  lasciano  nulla  a  desiderare  per  la  loro 
generalità  e  semplicità;  ma  quegliuo,  che  ammirano  con 
ragione  l’evidenza  ed  il  rigore  delle  antiche  dimostrazioni , 
si  lagnano  di  non  trovare  simili  vantaggi  in  questi  nuovi 
metodi.  La  teorica  delle  funzioni  che  noi  abbiamo  esposto 
nella  prima  parte,  ci  pone  in  islalo  di  trattare  il  problema 
delle  tangenti,  e  gli  altri  problemi  del  medesimo  genere, 
con  le  nozioni  ,  e  con  i  principi*!  degli  antichi ,  e  di  dare 
così  ai  risullamenti  dell'analisi  il  carattere  che  distingue  le 
loro  soluzioni  — . 

555.  In  questo  luogo  Lagrange  doveva  riporre  tutta  la 
sua  confidenza  nelle  sue  dottrine  analitiche,  e  non  doveva 
raccomandarsi  come  qui  fa  alle  dottrine  antiche;  le  quali 
erano  anche  espressamente  escluse  dalla  sua  analisi  sotto  il 
nome  di  minori  di  tutte  le  date  ecc.  Tuttavia  sorpassando 
queste  cose  che  pure  non  sono  frottole  o  piccolezze  ,  ma 
son  cose  che  disdicono  la  prima  parte  delle  sue  funzioni, 
veniamo  a  questo  solo  dilemma:  o  i  metodi  degli  antichi 
si  considerano  rigorosi*  ed  in  allora,  prima  dell'aulor  delle 
Funzioni  analitiche  vi  eran  ricorsi  e  Newton  e  Leibnilz  ,  per¬ 
ciò  non  sarebbe  veruna  novità  in  questo  metodo  delle  fun¬ 
zioni  analitiche,  ovvero  quelli  degli  antichi  erano  melodi  di 
non  pieno  rigore ,  ed  in  tal  caso  perchè  accontentarsi  di 
questi,  per  farli  in  questo  luogo  supplire  all'evidenza  del 
calcolo  differenziale.  Più  ci  pare  che  questa  maniera  di  com¬ 
portarsi  di  Lagrange,  sappia  non  poco  delLindire tto  e  del¬ 
l'oscuro,  perchè  egli  dichiara  semplici,  generali  ed  esatte  le 
soluzioni  dei  nuovi  melodi  infinitesimali,  o  poi  ricorda  che 
alcuni  non  trovando  in  esse  il  rigor  degli  antichi ,  si  sono 
appigliati  ad  altre  dottrine;  indi  dice,  eh®  le  sue  dottrine 
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pongono  in  islalo  di  trattare  il  problema  delle  tangenti  cd 
altri  analoghi  dietro  le  nozioni  ed  i  principii  degli  antichi! 
cose  tutte  che  non  lasciano  vedere  intima  connessione  con 
la  dichiarazione  di  voler  ridur  lutto  alla  semplice  algebra 
Unita;  e  non  lasciano  comprendere,  come  nella  mente  di 
questo  grand’uomo  l'idea  di  minor  di  ogni  data,  idea  che  ha 
dell’indeterminato,  possa  esser  stala  anteposta  a  quella  incom¬ 
parabilmente  più  teosofica  e  più  precisa  della  quantità  infi¬ 
nitamente  piccola. 

Ma  veniamo  alla  soluzione  che  Lagrange  ci  presenta 
quando  viene  ad  applicare  le  sue  dottrine  alle  curve  :  zr 
Per  considerare  (egli  dice)  queste  quistioni  di  una  maniera 
generale,  sia  y  zzz  Fx  l'equazione  di  una  curva  qualunque  pro¬ 
posta,  e  q  ~  Fp  l’equazione  d'una  linea  retta  o  di  un'altra 
curva  che  si  voglia  comparare  alla  prima;  x  ed  y  sono 
l’ascissa  c  l'ordinala  della  prima  curva  ;  p  e  q  sono  l'ascissa 
e  l'ordinata  dell'  altra  curva,  riferite  ai  medesimi  assi  cui 
sono  riferite  le  x  ed  y. 

Acciò  queste  due  curve  abbiano  un  punto  comune  rela¬ 
tivo  all’ascissa  x,  bisogna,  che  facendo  x  ~  p ,  si  abbia 
q  —  y;  dunque  y  rz:  Fx ,  e  per  conseguenza  Fx  “  fx. 

Ora  per  comparare  queste  curve  al  di  là  di  questo 
punto ,  sì  metterà  nelle  loro  equazioni  x  4-  j  in  luogo  di 
x  e  di  p;  e  si  avrà  f  (x  4-  j)  c  F  (x  4-  j)  yper  le  ordi¬ 
nate  rispondenti  al  medesimo  punto  dell’asse  delle  x.  e  allon¬ 
tanate  della  quantità  j  dell’ordinata,  che  passa  per  il  punto 
commune.  Dunque  la  differenza  di  queste  ordinate  sarà  F 
(x  4-  j)  —  F  (x  4--  j) ,  cioè  sviluppando  le  funzioni,  ed 
osservando  che  si  ha  in  precedenza  Jx  —  Fx  “  o ,  j 

r  r 

(Px  —  Fx)  4-  —  x  (f1]—  FMx)  4 - (fu,x  —  Fmx)  -k  ec. 

2  2*5 

e  questa  differenza  esprimerà  la  distanza  dei  punti  delle 
due  curve  che  corrispondono  alla  stessa  ascissa  x  +  j. 


354.  Si  vede  tosto  in  generale,  che  questa  disianza  sarà 
tanto  più  piccola  ,  e  per  conseguenza  le  curve  si  avvicine¬ 
ranno  tanto  più,  qnanto  più  saranno  i  termini  che  dispari¬ 
ranno,  o  s'annienteranno  in  sul  principio  di  questa  serie. 

Quindi  il  ravvicinamento  sarà  più  grande,  se  si  ha  Jx 
—  piXi  cioè  se  le  funzioni  prime  delle  coordinate  delle  due 
curve  diverranno  eguali  per  la  medesima  ascissa  x;  e  sarà 
più  grande  ancora  se  per  di  più  le  funzioni  seconde  Jux 
e  Fnx  delle  stesse  coordinale  diverranno  egualmente  eguali, 
e  così  segui. 

Ma  per  comprendere  più  e  più  in  che  cosa  consistano 
questi  differenti  gradi  di  appropinquamento,  noi  considere¬ 
remo  una  terza  curva  qualunque,  riferita  ai  medesimi  assi 
per  mezzo  delle  coordinate  r  ed  s,  e  Tequazione  delle  quali 
sia  s  m  Qr;  e  noi  supporremo  da  principio,  che  essa  abbia 
con  le  altre  due  un  punto  commune  con  la  stessa  ascissa 
x,  ciò  che  esige  che  le  ordinate  a  questa  ascissa  siano  eguali, 
e  per  conseguenza,  che  si  abbia  Qx  zz  Jx  zz  Fx  zz. 

555.  Ognuuo  intende  che  qui  Lagrange  si  pone  in  la  via 
degli  avvicinamenti,  o  delle  approssimazioni,  ma  in  pari 
tempo  ognun  s'accorge  ancora,  che  non  si  trova  avere  in 
mano  alcun  risultamento  rigoroso  poiché  il  ricorrere  allo 
impiccolimento  della  j ,  il  quale  per  quantunque  portalo 
innanzi,  non  volendo  contraddirsi  convien  lasciarlo  sempre  nel 
campo  dell’  indefinita  piccolezza ,  e  non  mai  infinita  (  come 
suppone  di  primo  tratto  il  calcolo  differenziale)  e  non  volendo 
spingere  la  j  a  questo  estremo,  è  costretto  esibire  delle  sem¬ 
plici  indeterminate  approssimazioni  là,  ove  il  calcolo  di 
Leibnitz  tocca  a’risullali  finali  e  precisi. 

E  ponendo  allenta  riflessione  alla  realtà  dell'  annienta¬ 
mento  dei  termini  della  serie  si  vede  che  persino  V  istessa 
possibilità  di  questo  annientamento  tutta  dipende  dal  valore 
che  si  attribuisce  alla  j.  Nessuno  dei  termini  può  sparire 
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stando  finito  il  valore  di  j  come  pure  stando  indeterminato; 
perchè  anco  in  quest’ultimo  caso  niun  giudizio  si  può  pro¬ 
nunciare  con  fondamento  appartenente  alla  annichilanza  dei 
termini. 

Non  essendo  adunque  nemmen  possibile  la  disparizione 
di  alcun  termine  della  serie  se  non  in  forza  di  un  valore 
analogo  attribuito  alla  j,  ne  viene,  che  parlando  a  rigore  il 
i 

solo  valor  di  j  zz  —  porta  che  si  possono  ritenere  come 

0O 

zeri  tutti  i  termini  successivi  della  serie ,  come  quelli  che 

1 

sono  lutti  infinitamente  più  piccoli  della  j  —  dx  zz  — . 

oO 

Così  il  valore  o  il  supposto  della  j  eguale  alla  gran¬ 
dezza  minor  di  ogni  data  ,  è  quello  che  rende  il  termine 
pj  maggiore  della  somma  di  tutti  gli  altri  della  serie. 

Adunque  dopo  tutto  il  più  elaborato  apparecchio  di 
funzioni  analitiche,  di  derivate,  di  sviluppamenti  in  serie,  se 
non  si  dà  alla  j  un  valore  eguale  a  quello  che  Leibnilz  dà 
alla  sua  dx ,  non  potrà  mai  la  j  per  verun  conto  fare  le 
veci  della  dx,  e  starle  a  petto,  nei  risultamenli  del  calcolo: 
e  per  questo,  ripetiamolo,  la  filosofia  delle  funzioni  anajitiche 
non  potrà  mai,  non  solo  perfezionare,  ma  nè  pure  pren¬ 
dere  il  posto  di  quella  del  calcolo  differenziale. 

In  vero,  lo  stesso  sommo  geometra  Lagrange  dopo 
molto  uso  e  quasi  lusso  di  formole  analitiche  e  di  bene 
ordinati  relativi  sviluppamenti  delle  medesime  in  serie,  è 
costretto  a  confessare  che  :  zz  a  propriamente  parlare,  que¬ 
ste  curve  non  coincidono  che  nel  punto  ove  le  ordinate  sono 
eguali  e  l’eguaglianza  delle  funzioni  prime,  seconde  ecc.  di 
queste  ordinale  non  le  rende  meglio  coincidenti  in  altri 
punti,  ma  essa  le  fa  solamente  avvicinare  di  maniera ,  che  _ 
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verun  altra  curva ,  per  la  quale  la  stessa  eguaglianza  non 
abbia  luogo,  non  potrà  passare  tra  esse;  pag.  422,  nuni.  442. 

Queste  stesse  dottrine  egli  adopera  nelle  sue  bellis¬ 
sime  ricerche  dei  massimi,  e  dei  minimi  valori  delle  gran¬ 
dezze;  pag-  452,  453  ecc.  Nella  stessa  maniera  si  esprime, 
o  almeno  con  simili  dottrine  alle  pag.  454,  455,  457  ,  ove 
tratta  della  applicazione  delle  sue  derivate  alla  quadratura 
delle  curve. 

Cosi  egli  fa,  alle  pag.  474 , 475,  488 , 489,  202 , 205  , 
e  più  distintamente  alle  pag.  224,  225,  ed  in  molli  altri 
luoghi.  (  I.a  edizione ,  Funzioni  analitiche  an.  V.  )  Si  deve 
pure  ancor  ricordare  la  licenza  che  spessissime  volte  si 
prende  di  far  uso  delle  grandezze,  o  dei  valori  di  j  minori 
di  tulli  li  dati  valori,  concetti  tulli  impiegati  dagli  antichi 
geometri;  con  la  qual  licenza  parrebbe  che  voglia  far  cre¬ 
dere,  che  questi  valori  minori  di  tulli  i  dati ,  siano  gran¬ 
dezze  ordinarie  algebriche  finite,  e  quasi  che  usando  di 
queste  posizioni  si  possano  conseguire  evidentemente  i  valori 
che  dipendono  e  derivano  dalle  grandezze  evanescenti ,  o 
da  quelli  dei  limili,  o  delle  infinitamente  piccole. 

55G.  Abbiam  voluto  arrecare  in  campo  queste  osserva¬ 
zioni  non  già  per  titolo  di  critica  a  quest'opera  delle  Fun¬ 
zioni  analitiche ,  la  quale  non  può  mai  essere  soverchiamente 
lodala,  ma  unicamente  per  mettere  solt’occhio  al  lettore  che 
la  base  delle  dottrine  delle  funzioni  analitiche  ,  non  è  base 
per  verun  conto  alta  ed  opportuna  a  presentare  la  filosofia 
del  calcolo  differenziale  e  dei  principi!  altissimi  sopra  dei 
quali  questo  calcolo  si  regge;  e  che  l’unico  caso  nel  quale 
le  funzioni  derivate  o  analitiche  possono  stare  a  petto  o 
prendere  il  posto  del  calcolo  differenziale  o  della  filosofia  che 
domina  in  esso,  è  quel  caso  solo  ed  unico,  nel  quale  le  funzioni 
analitiche,  deposto  il  loro  stato  indeterminato,  e  deposla  tutta 
la  indefinita  serie  dei  possibili  valori  finiti  algebrici ,  esse 
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funzioni  assumono  e  prendono,  per  cosi  dire,  a  prestilo  j 
valori  delle  differenziali ,  o  le  posizioni  ispesse  del  calcolo 
differenziale;  il  che  vuol  dire,  che  le  funzioni  analitiche  pos¬ 
sono  rappresentare  la  filosofia  di  questo  calcolo  nel  solo  caso 
che  le  j,  j2,  f,  j4  ecc.  si  facciano  rispondenti  ed  eguali  rispet¬ 
tivamente  alle  dx,  dx2,  dx\  dx*,  ecc.  una  ad  una  cioè  j  —  dx; 
j2  —  dx2;  ecc.  ecc.  e  non  mai  sotto  forma  di  valori  alge¬ 
brici  finiti,  come  promette  Lagrange  nell'  intestazione  della 
sua  opera. 

Il  che  vuol  dire,  che  il  pensamento  di  Lagrange,  di  so¬ 
stituire  al  calcolo  differenziale  le  funzioni  analitiche,  è  il  più 
inetto  che  potesse  esser  concepito  dal  pensiero  umano. 
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CAPO  SETTIMO 


Esame  coynparativo  delle  diverse  opinioni  dei  geometri . 


337.  È  giunto  il  tempo  di  comparare  i  ragionamenti  dei 
matematici  fra  di  loro  e  di  porli  su  la  bilancia  3  per  così 
dire,  della  filosofia.  E  qui  per  filosofia  non  intendiamo  in¬ 
dicare  quella  che  si  fregia  di  questo  nome,  ma  che  si 
perde  dietro  alle  larve  dell’idealismo,  dello  scetticismo,  del 
panteismo  ec.,  ma  quella  razionale  ed  irrefragabile,  che  serve 
a  dare  a  tutte  le  nostre  nozioni  quel  peso  clic  esse  meritano. 

338.  Le  matematiche  sino  dal  loro  incominciamenlo  si  fon¬ 
darono  sopra  principii  ideali  ipotetici  astratti,  Tale  c  il  punto 
geometrico,  tale  la  linea,  la  superficie,  il  solido.  Questi  con¬ 
cetti  meramente  soggettivi  ed  astrattissimi  non  hanno  pro¬ 
totipi  loro  rispondenti  nel  reale  oggettivo,  ma  sono  tutta 
opera  della  nostra  intelligente  attività. 

Questi  enti  o  concetti  razionali  soggettivi  si  sono  ima- 
ginali  e  ritenuti  come  essenzialmente  rivestili  della  proprietà 
del  continuo.  La  nostra  percipicnle  attività  ha  pure  idealo 
un  tempo  ed  uno  spazio  soggettivi,  c  perciò  informali  essen¬ 
zialmente  pur  essi  della  proprietà  del  continuo  ;  più  a  questo 
modo  e  sotto  queste  ideali  condizioni  si  sono  ammesse  le 
entità  numeriche,  algebriche,  algoritmiche,  meccaniche,  as¬ 
tratte,  e  tutte  quesfc  pure  assoggettate  pienamente  alla  pro¬ 
prietà  del  continuo . 

559.  Questi  concetti  primi  mentali,  considerali  e  ritenuti 
quali  basi  o  posizioni  fondamentali  della  scienza  matematica, 
si  sono  ritenuti  sempre  quali  precisamente  si  sono  ideati  e 
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posti,  e  ciò  appunto,  perchè  con  queste  loro  attribuite  od 
assegnate  proprietà  divenissero  suscettivi  di  essere  piena¬ 
mente  sottoposti  al  principio  evidente  di  nostra  ragione  il 
quale  prescrive  che  una  cosa  non  possa  essere  e  non  essere 
nel  medesimo  tempo. 

Quindi  al  punto  geometrico  ripugnano  tutte  le  dimen¬ 
sioni,  alla  linea  la  larghezza  e  la  profondità,  alla^uperficie 
od  al  piano  geometrico  la  profondità  ec.  ec.  Lo  stesso  si 
verifica  di  ogni  altra  entità  fondamentale  della  scienza  di  cui 
si  tratta,  alla  quale  non  competono  che  le  proprietà  ad  essa 
attribuite. 

560.  Il  creare  resistenza,  ed  il  determinare  le  proprietà 
assegnale  a  questi  enti  ideali  ipotetici  costituenti  queste  prime 
posizioni  della  scienza  fu  atto  arbitrario  della  nostra  facoltà 
intelligente,  attiva  e  libera;  il  considerarli  e  ritenerli  inalte¬ 
rabilmente  quali  si  sono  posti,  fu  atto  di  nostra  volontà,  ma 
necessariamente  richiesto  dal  bisogno  di  potere  così  ad  essi 
sempre  applicare  il  principio  di  contraddizione  di  piena  e  per¬ 
fetta  evidenza. 

561.  Quando  poi  il  nostro  pensiero  si  ferma  a  contem¬ 
plare  la  natura  di  queste  sue  arbitrarie  posizioni ,  e  cerca 
di  scandagliarne  tutta  l'intima  loro  natura  e  di  comprenderne 
tutta  la  filosofia  che  contengono,  allora  si  ritrova  innanzi  ad 
un  campo  quanto  vasto  e  nuovo,  altrettanto  impervio  e  di 
difficile  discoprimento;  perchè  si  ritrova  in  faccia  a  delle 
sue  opere  delle  quali  non  ne  conosce,  nè  la  generazione  loro, 
e  non  ne  comprende  adequatamene  la  stessa  loro  esten¬ 
sione  od  entità. 

562.  11  punto  geometrico  ideato  e  concepito  come  non 
avente  veruna  dimensione,  ben  addentro  considerato  in  se 
stesso,  pare  che  si  dilegui  c  sfumi  innanzi  alla  nostra  atti¬ 
vità  intelligente,  allorquando  essa  si  studia  e  si  affanna  a  vo¬ 
lervi  riconoscere  una  qualche  entità  che  crede  avervi  riposta. 


Come  può  in  falli  ravvisare  alcuna  cosa  di  sussistente  in 
questa  sua  posizione  la  quale  manca  perfino  di  ogni  seniore 
di  grandezza?  Dove  è  il  geometra,  che  con  ragionamento 
filosofico  possa  assegnare  la  differenza  che  passa  tra  il  nulla 
ed  il  punto  geometrico?  E  se  niuna  cosa  lo  distingue  dallo 
zero*  perchè  fu  ammesso  e  fu  ritenuto  per  un’ente,  ideale 
bensì,  ina  capace  di  indicare  un  sito  della  linea,  e  di  ogni 
altra  grandezza?  Quando  la  nostra  facoltà  mentale  lo  ha  ima- 
ginalo  come  spoglio  di  tulle  le  dimensioni,  cosa  ha  in  esso 
collocalo,  che  possa  farlo  considerare  come  un'ente,  c  come 
principio  e  base  di  scienza?  Speriamo  che  ci  verrà  condo¬ 
nalo  il  tedio  di  queste  poche  osservazioni,  perchè  proveremo, 
che  alla  fin  fine  sono  queste,  che  danno  vita  a  quella  poca 
luce,  che  ci  rischiara  nelle  più  elevale  speculazioni. 

3G5.  Tutti  i  geometri  convengono  nell’ attribuire  alia  linea 
la  dimensione  della  lunghezza,  ricusandole  tutte  le  altre  di¬ 
mensioni.  Il  concetto  di  questa  linea,  entità  di  lunghezza, 
a  prima  giunta  pare  facile  e  chiaro;  ma  quando  fermiamo 
sopra  di  esso  la  nostra  attenzione,  siamo  costretti  a  diman¬ 
darci:  in  qual  maniera  ci  siamo  potuii  rappreseli lare\ una  sì 
fatta  grandezza  lineare  reltilinea?  Cosa  può  mai  essere  questa 
lunghezza  ideale  indefinita  priva  di  tutte  le  altre  dimensioni 
eccetto  quella  di  semplice  lunghezza  ?  Considerarla  come  pro¬ 
dotta  o  ingenerala  dai  punti  geometrici  non  si  può,  anco  in 
onta  che  si  ritengano  essi  esistere  in  ogni  silo  della  linea  e 
nelle  sue  estremità.  In  fatti  la  linea  ritenuta  piena  di  punti, 
gli  uni  collocati  e  disposti  a  lato  degli  altri,  questi  punti  per 
moltiplicati  che  si  suppongano,  fossero  anco  infiniti  nel  nu¬ 
mero,  non  possono  comporre  o  ingenerare  la  linea  o  una  di¬ 
stensione,  che  la  costituisca,  come  si  è  già  detto  num.  25. 
E  quando  questi  punti  si  vogliano  considerare  cotanto  sti¬ 
rali  tra  di  loro,  che  lutti  si  tocchino,  allora  è  gioco  forza 
che  si  confondano  in  un  punto  solo;  e  ritenuto  che  siano 


Ira  di  loro  poco  o  molto  discosti,  essi  divengono  affatto 
estranei  alla  lunghezza  continua  della  linea,  e  sussistono, 
come  dicevano  anco  gli  antichi,  solamente  quasi  modi  sal¬ 
tuari!  nella  linea  medesima,  la  quale  è  dimensione  continua 
e  non  mai  interrotta  pei  punti. 

Ora  se  i  punti  sono  all’in  tutto  inetti  a  formare  In  linea 
e  quindi  a  somministrare  un'idea  della  linea,  sotto  qual  punto 
di  veduta  si  puosson  concepire  ed  ammettere  nella  linea?  Al 
contatto  non  valgono  a  formarla,  discosti  o  lontani,  la  sup¬ 
pongono  bella  c  fatta;  e  siccome  non  esiste  via  di  mezzo 
tra  1'esistere  dei  punti  nella  linea,  cioè  tra  resistere  essi  al 
contatto,  o  discosti,  c  se  tanto  nell'uno  che  nell' altro  modo 
non  giovano  a  farci  conoscere  la  linea,  qual' altro  mezzo  ci 
resta  per  idearne  questa  distribuzione  o  specie  di  esistenza 
dei  punti  della  linea?  E  come  mai  si  concepirà,  che  ogni 
luogo  o  sito  della  linea  possa  esser  indicato  o  segnalo  dai 
punti?  Eccoci  risospinti  sempre,  anco  dopo  ogni  considera¬ 
zione  in  una  confusione  di  idee,  ed  eccoci  sempre  rinchiusi 
in  una  specie  di  labirinto  da  cui  non  appare  via  alcuna  al  sortirne! 

5G4.  Nè  si  può  concepire,  che  la  linea  sia  segnala  c  pro¬ 
dotta  dal  movimento  di  un  punto  geometrico,  il  quale  passi 
da  un  luogo  ad  un'  altro,  perchè  questo  movimento  presenta 
tante  difficoltà  quante  ci  vogliono  a  gettar  l’animo  nostro 
nella  più  grande  perplessità;  imperciocché,  come  intendere 
si  può  che  al  punto  geometrico  possa  convenire  il  molo,  come 
segnare  una  linea  movendosi,  se  è  privo,  all’in  tulio  di  ogni  di¬ 
mensione?  Come  può  il  punto  passare  da  un  luogo  all'altro, 
mentre  non  occupa  alcun  luogo?  E  lilialmente  dato  che  si 
possa  concepire,  che  il  punto  passi  successivamente  per  tutti 
quelli  luoghi,  che  si  possono  immaginare  in  sul  corso  di  una 
linea,  come  avrà  il  potere  di  segnare  la  linea  passando  per 
que'  punti  che  non  valgono  a  produrla,  nè  a  poterla  inge¬ 
nerare  nè  tampoco  segnarla  o  tracciare? 
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oG5.  Non  presentandosi  adunque  al  nostro  animo  niuna 
via  la  quale  valga  a  condurlo  alla  formazione  della  linea,  qual 
chiaro  e  preciso  concetto  sapremo  formarsi  di  essa?  Niun 
altro  certamente  fuor  di  quello  che  gli  può  somministrare 
la  pura  supposizione.  Archimede  sorpassando  di  netto  la  verace 
nozione  delia  linea  la  supponeva  intieramente  c  la  definiva 
appoggiandosi  cioè  ad  una  sua  proprietà,  chiamandola:  il  più 
corto  cammino  fra  un  punto  ed  un  altro  ;  ma  come  ognuno 
comprende  che  questa  definizione  è  al  tutto  estranea  alla  natura 
della  linea,  e  solamente  ne  inchiude  una  sua  proprietà. 

566.  Nessuno  ha  forse  mai  posto  attenzione,  che  la  linea 
retta,  che  Archimede  e  tutti  i  geometri  concepiscono  distesa  tra 
due  punti  o  luoghi,  e  che  si  ritiene  che  li  congiunga,  ninno 
dico  ha  posto  attenzione,  che  si  può  definire  tanto  per  il  più 
corto  cammino  tra  questi  punti,  quanto  per  il  più  lungo; 
imperciocché  una  sola  è  la  linea  retta  che  congiunger  possa  due 
dati  punti;  dunque  perchè  chiamarla  la  più  corta  piuttosto 
che  la  più  lunga?  Se  fosse  possibile  congiunger  due  punii 
con  più  linee  rette,  allora  si  potrebbe  anco  riconoscere  la 
possibilità,  che  una  riuscir  potesse  più  corta  comparativamente 
alle  altre,  ma  non  essendone  possibile  che  una  sola,  che  sia 
retta  in  tutta  la  sua  entità,  ne  viene,  che  la  definizione  del 
grande  geometra  or  ora  citato  è  insignificante.  Probabilmente, 
anco  il  magno  Archimede  avrà  detto  :  la  linea  retta  esser  il 
più  corto  cammino  che  eongiunga  due  punti  in  riguardo  o 
in  comparazione  delle  linee  spezzate  o  delle  curve;  ma  in 
tal  caso,  che  è  poi  Punico  nel  quale  sia  vera  la  sua  defini¬ 
zione,  essa  non  annoncia  una  intrinseca  proprietà  della  retta 
ma  evidentemente  una  estrinseca  relazione  di  essa,  relazione 
desunta  dalle  linee  spezzale  o  dalle  curve. 

567.  L’oggetto  però  che  più  da  vicino  imporla  di  con¬ 
siderare  circa  queste  prime  elementari  posizioni  della  linea 
è  la  proprietà  del  continuo  ad  essa  attribuita.  Abbinm  già 


parlalo  di  una  lai  l'orma  inlollelliiale  nel  Cap>  11.  di  quesla 
filosofia.  Qui  non  ci  resta  clic  a  vedere,  a  quali  considerazioni 
essa  dia  luogo,  appropriata  clic  venga  particolarmente  alla 
linea  reità. 

La  forma  ideale  del  continuo  si  appoggia  per  (al  modo 
sopra  la  nozione  dell’ infinito,  che  da  quest’ ultimo  ne  deriva 
perfino  la  slessa  sua  possibilità.  Altrettanto  è  abbastanza  ma¬ 
nifesto  dal  pensare,  che  questa  proprietà  del  continuo  pone  nella 
grandezza  lineare  V  infinito  aumento,  V  infinita  diminuzione,  c 
f  infinita  divisibilità. 

Questa  proprietà  del  continuo  di  cui  n’è  informala  la 
linea,  entra  anco  per  questo  solo  aspetto  a  far  parte  di  tulle 
le  posizioni  prime  geometriche,  quali  sono  le  superficie,  i 
solidi,  ec.  ec.  e  ci  somministra  un’alta  idea  della  genera¬ 
zione  ideale  di  tulle  le  grandezze  geometriche  di  ogni  ma¬ 
niera,  presentandole  come  risultanti  da  infiniti  elementi  in¬ 
finitesimi  c  generatori  di  esse.  E  ciò  non  basta,  questa 
proprietà  del  continuo  risospinge  questi  elementi  generatori 
olire  ogni  limile  di  lor  piccolezza,  atteso  che  tale  proprietà 
è  considerata  dai  geometri  come  essenziale,  tanto  alla  gran¬ 
dezza  ,  quanto  a  tutte  indistintamente  le  sue  parli  genera¬ 
trici  c  componenti. 

3G8.  Queste  considerazioni,  che  legittime  discendono  da 
questa  forma  soggettiva  del  continuo,  pare  che  avrebbe  do¬ 
vuto  aprir  gli  occhi  anco  agli  antichi  (che  furono  i  primi 
ad  idearla  e  ad  ammetterla)  intorno  a  questa  sublime  no¬ 
zione  delle  parli  elementari  e  costituii  ve  delle  grandezze,  e 
intorno  alla  necessità  di  ammellere  Y  infinito;  pure  la  faccenda 
su  questo  oggetto  non  andò  così.  Resta  dunque  per  noi  una 
specie  di  mistero  la  premura  con  la  quale  gli  antichi,  sommi 
gcomelri  c  ragionatori,  si  sono  sempre  astenuti  gelosamente 
dall' infinito  e  dall’ infinitesimo.  Euclide  si  presentò,  in  certo 
modo,  come  alla  porta  dell’infinito  quando  prescrivendo  |a 
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siiti  serie  delle  diminuzioni,  dicci  e  così  si  faccia  sempre,' 
laLlavia  noi  Io  vediamo  lai*  allo  su  questa  via  e  fermarsi  ad 
un  pillilo  non  ben  determinalo,  cioè  là,  ove  supponeva,  clic 
la  grandezza  diminuitasi  fosse  pcrvenula  allo  sialo  di  mi¬ 
nore  di  ogni  data  o  assegnala.  Si  dice  punto  non  ben  de¬ 
terminalo,  perche  se  gli  potrebbe  domandare,  dove  sia  poslo 
su  questa  via  del  cosi  sì  faccia  sempre ,  il  limile  ove  perve¬ 
nuta  la  grandezza  diminuentesi  sia  divenuta  minore  di  ogni  data? 
Se  questo  limite  non  ò  in  fine  della  via,  cioè  delle  diminuzioni , 
cosa  significa  il  suo  dire:  e  così  si  faccia  sempre ?  e  se  queslo 
limile  si  pone  alla  fine  della  serie ,  dunque  la  serie  è  infinita  e 
nel  medesimo  tempo  anco  finita,  perché  ha  un  fine.  Euclide 
non  dichiara  ove  sia  questo  punto  c  nessuno  ha  pensato  a 
fare  altrettanto.  Solamente  vediamo,  che  egli  era  nel  bisogno 
di  comparare  tra  di  loro  delle  grandezze  tra  le  quali  esisteva 
una  differenza  finita  e  che  gli  conveniva  tórre  di  mezzo  con 
delle  continue  successive  diminuzioni.  Le  diminuzioni  perché 
si  presentassero  sufficienti,  anzi  più  clic  sufficienti  alla  nostra 
facoltà  imaginativa  le  fondò  sopra  la  proprietà  del  continuo, 
e  sopra  una  legge  geometrica  interminabile.  Ognun  vede  però 
clic  il  procedimento  delle  diminuzioni  da  lui  ideato,  per  di¬ 
venire  rigoroso  geometricamente,  non  doveva  arrestarsi  che 
alla  verace  rigorosa  consunzione  di  questa  differenza,  clic 
intendeva  ridurre  al  nulla.  Ora  il  suo  precetto  di  poter  sem¬ 
pre  fare  così,  escludeva  la  possibilità  di  finire  questa  dimi¬ 
nuzione  e  di  arrivare  allo  stalo  di  zero  differenza;  perciò  que¬ 
sto  é  di  già  una  specie  di  equivoco  non  piccolo  quando  pure 
non  si  voglia  più  propriamente  appellare  inganno. 

Più  la  stessa  legge  geometrica  da  esso  proposta  e  che 
veniva  mordendo  la  differenza  continuamente,  via  asportan¬ 
done  parti  finite  di  essa,  era  una  tal  maniera  di  diminu¬ 
zione  che  sempre  lasciava  parte  finita  da  diminuire,  onde 
essa  pure  presentava  una  geometrica  dimostrazione  dell’  ini- 


possibilità  nella  quale  essa  era  di  poler  arrivare  allo  zero 
della  differenza  con  questa  serie. 

5G9.  Tuttavia  insino  dai  più  remoli  tempi  della  nascente 
matematica  si  volle  supporre,  che  questa  legge  di  diminu¬ 
zione  portasse  la  differenza  fuori  dell’  ordine  finito,  (giacche  tale 
necessariamente  doveva  essere  l’ altissimo  supremo  residuo 
inassegnabile,  per  poterlo  considerare  c  trattare  come  zero). 
Si  dice,  clic  si  volle  supporre,  ma  anzi  conviene  dire,  clic 
si  dovette  supporre,  perche  niuna  dimostrazione  essi  arrecano 
nè  seppero  arrecare  dello  stalo  del  valore  minore  di  ogni 
dato  proveniente  come  residuo  dalla  differenza  finita.  Si  do¬ 
vette  pure  supporre  che  rinvenuta,  o  meglio  ammessa  (per 
pura  ipotesi1),  questo  valore  minore  di  ogni  dato,  esso  fosse 
eguale  allQ  zero. 

570.  Ora  in  queste  ipotesi  si  ritrova  forse  quel  rigor  geo¬ 
metrico  antico,  cotanto  decantalo  e  ancora  al  giorno  d’oggi 
cotanto  ammiralo  da  molti?  Ovvero  a  queste  ipotesi  si  posson 
forse,  (come  a  sicure  basi  ciliare,  precise)  applicare  il  prin¬ 
cipio  di  ragione  evidente  c  in  maniera  che  renda  nel  ragio¬ 
namento  qualche  cosa  di  più  di  quello,  che  esiste  nelle  basi 
assunte?  Le  basi  sono  ipotesi,  c  ipotesi  vestite  dell’ aspetto 
di  verità  dimostrale ,  ma  sendo  sole  c  purissime  ipotesi  ne 
viene  c  ne  è  sempre  derivato  e  sempre  ne  deriverà  la  im¬ 
possibilità  di  applicare  queste  ipotetiche  posizioni  a  veruna 
concreta  reale  dimostrazione,  quando  prima  non  sia  in  ma¬ 
niera  verace  e  concreta,  comprovala  la  reallà  o  la  verità  di 
queste  posizioni  o  supposizioni.  Un’  altra  prova  evidente  e 
chiara  che  le  dimostrazioni  pratiche,  fondale  sopra  queste 
posizioni  non  inchiudono  rigore  geometrico  dimoslralivo  evi¬ 
dente,  noi  r abbiamo  dagli  slessi  geometri  antichi  i  quali 
conoscendo,  che  il  principio  di  contraddizione  non  poteva  il¬ 
luminare  queste  loro  dimostrazioni  con  evidenza  reale  irre¬ 
cusabile,  ma  solamente  le  rischiarava  di  una  evidenza  ipo-‘ 


—  520  — 

Lelica,  essi,  <di  amichi,  ebbero  ricorso  a!!'  argomento  ricavalo 
tlair  assurdo;  ma  questo  argomento  si  è  dimostralo  riuscire 
ad  una  petizione  di  principio  in  molte  applicazioni  clic  ne 
fecero  "li  antichi,  e  specialmente  quando  lo  adoperarono  a 
sostenere  le  dottrine  di  cui  trattammo  nei  num.  280,  281;  per¬ 
ciò  ecco  comprovalo  quale  e  quanto  sia  lutto  il  millantalo 
rigor  degli  antichi! 

371.  In  aggiunta  a  ciò  clic  si  c  dello  nc'paragra/ì  280,281, 
osserveremo,  che  dato  e  non  concesso,  oppure  supposto,  che 
fossero  arrivati  alla  grandezza  minor  di  ogni  dala  ,  reslava 
>Ioro  un  passo  a  farsi,  ed  era  quello  di  provare,  che  essa, 
la  minore  di  ogni  dala,  fosse  zero.  Ora  quesla  dimostrazione 
o  quesla  prova  manca,  c  tutta  quest'  ultima  sentenza  c,  sup¬ 
posta  ,  giacché  è  ridicola  la  pretesa  di  far  sinonimo  il  non 
esser  più  possibile  di  diminuirla,  coir  idea  di  zero. 

572.  Siccome  però  qui  trattasi  dell’  argomento  daH’asswnfo, 
argomento  innegabile  in  sé  stesso  e  convincentissimo,  vedia¬ 
mo  qual  profitto  se  ne  ricavi  dai  geometri  quando  lo  chia¬ 
mano  in  sussidio  delle  dimoslrazioni  loro  appoggiate  sopra 
la  dottrina  della  minor  di  ogni  dala. 

Per  ben  comprendere  a  che  cosa  giovi  questo  celebre 
argomento  in  queste  particolari  dottrine,  siaci  permesso  ri¬ 
chiamare  a  memoria  le  principali  circostanze  nelle  quali  fu 
adoperalo. 

La  mente  col  sotlopporrc  a  diminuzione  indefinita  la 
grandezza,  ha  sempre  avuto  bisogno  di  appoggiare  a  legge 
geometrica  le  diminuzioni,  perchè  solo  con  questa  logge  si 
lien  aperta  la  via  indefinita  o  infinita  alle  diminuzioni.  Tal 
bisogno  fu  sentito  da  Euclide,  da  Archimede  e  da  lutti  quelli 
che  hanno  voluto  mettersi  su  la  loro  via  delle  speculazioni. 
Una  legge  che  va  all'infinito,  non  può  inai  aver  fine;  dun¬ 
que  richiamare  il  pensiero  sopra  il  fine  di  una  così  falla 
serie  geometrica,  è  richiamarlo  sopra  una  cosa  assurda.  Un 
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così  fallo  ipotetico  pensamento  inchiudenle  il  fine  di  questa 
serie,  non  può  esser  altro,  che  una  ardila  e  stranissima  assurda 
ipotesi:  ipotesi,  che  essa  pure  ha  bisogno  di  esser  sussidiata 
da  un'altra  ipotesi  cioè,  che  la  minor  di  ogni  data  sia  anco 
eguale  allo  zero.  Sin  qui  adunque  non  siamo  che  sul  campo 
delle  ipotesi. 

373.  Un  altra  osservazione  che  ci  interessa  riguardo  a 
questo  metodo  degli  antichi  è  la  seguente,  cioè  che  i  geo¬ 
metri  appoggiati  a  queste  ipotesi  non  potevano  fare  a  meno 
di  supporre  c  considerare  la  diminuzione  diversa  da  quella 
che  può  e  deve  presentare  un  supremo  residuo  di  grandezza 
finita,  e  quindi  non  erano  in  diritto  di  spogliarla  della  pro¬ 
prietà  del  cqhlinuo,  la  quale  non  perde,  nè  scema  nè  anco 
per  poco  la  proprietà  del  continuo  dopo  qualsivoglia  diminu¬ 
zione.  Esiste  dunque  nella  supposizione  degli  antichi  grave 
incongruenza  di  idee  anco  in  forza  di  questa  imprelerribile 
osservazione,  e  questa  incongruenza  si  riversa  sopra  le  loro 
ipotesi.  Galilei,  Leibnilz,  e  tulli  gli  altri  che  vennero  dopo 
ragionando  su  la  loro  inGnilamenle  piccola  grandezza,  non 
rifiutarono  mai  ad  essa  la  proprietà  del  continuo,  anzi  ve 
la  riconobbero  sempre  tutta  ed  inalterata;  dissero  bensì,  che 
in  riguardo  al  di  lei  valore  infinitamente  piccolo,  essa  in 
questo  stalo  diveniva  incapace  di  alterare  il  valor  di  una 
grandezza  finita,  ma  in  pari  tempo  la  riconobbero  infinita¬ 
mente  divisibile  nè  più  nè  meno  della  grandezza  finita.  Que¬ 
sta  maniera  di  vedere,  c  che  discende  legittima  dalle  pre¬ 
messe  posizioni,  è  fondata  sopra  una  filosofia  irreprensibile  : 
perchè  tutti  i  termini  della  serie  infinita  sono  sempre  tulli 
indistintamente  divisibili  all'infinito,  e  tutti  possono  esser  de¬ 
composti  in  serie  infinita;  come  abbiam  già  notalo;  ragion 
dunque  vuole,  che  lutti  ed  anco  T  ultimo  godano  di  questa 
proprietà  del  continuo. 

574.  Presupposte  queste  irrefragabili  dottrine  vediamo  se 
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c  come  rnrgomenlo  dell  assurdo  possa  tornar  utile  agli  an¬ 
tichi  ,  clic  lo  invocarono  }  e  lo  adoperai ono  a  compiere  le 
loro  ^complete  dimostrazioni,  clic  si  riferivano  specialmente 
alle  curve,  e  che  si  addossavano  in  pari  tempo  alle  gran¬ 
dezze  minori  di  tutte  le  date.  Dapprima  l’argomento  dall’as¬ 
surdo,  suppone  e  non  prova,  che  la  minor  di  ogni  data  sia 
conseguila. 

Secondo,  questo  argomento  inchiude  la  tacita  ipotesi 
clic  questa  minor  di  ogni  data  non  sia  più  divisibile, c  l’al¬ 
tra  ipotesi  che  sia  perciò  eguale  allo  zero;  dunque  contiene 
e  presuppone  tutto  ciò  che  occorre  di  provare  in  questo 
caso;  quindi  niun  sussidio  può  prestare  questo  argomento 
il  quale  giovi  a  completare  questo  genere  di  concrete  im¬ 
perfette  dimostrazioni.  Per  la  qual  cosa  ci  pare  che  possiamo 
indiriggere  ai  fautori  di  questo  antico  metodo  (quando  però 
risguardi  le  ricerche  relative  alla  determinazione  delle  curve), 
il  seguente  dilemma  :  o  il  ragionamento  antico  delle  dimi¬ 
nuzioni  arriva  al  verace  conseguimento  della  minore  di  ogni 
data,  o  non  vi  arriva.  Se  ci  arriva,  è  inutile  il  ricorso  al¬ 
l’assurdo,  e  se  non  vi  arriva  con  tale  argomento,  che  la  sup¬ 
pone  e  non  prova  la  minor  di  ogni  data  e  non  si  fa  altro  che  ab¬ 
bandonarsi  in  braccio  ad  una  patente  puerile  pclizion  di 
principio.  Dunque  in  questa  sorta  di  ricerche  il  ricorso  al¬ 
l’argomento  dall’  assurdo  non  giova  per  niun  conto  al  per¬ 
fezionamento  dellargomcuto  degli  antichi. 

575.  Intrattenendo  ancor  per  poco  il  nostro  pensiero  so¬ 
pra  la  proprietà  del  continuo,  invitiamo  i  filosofi  a  riflettere 
che  tale  proprietà  conduce  il  pensiero  all’  infinito  ,  ma  non 
mai  allo  zero;  e  tradotto  clic  sia  l’animo  anco  all’infinito 
ci  dà  solamente  e  ci  presenta  l’ordine  delle  quantità  infini¬ 
tesime,  c  quest’ordine  esso  pure  come  dotalo  della  proprietà 
del  continuo  ci  suggerisce  c  ci  traduce  in  un’altro  ordine 
di  infinitesime  parti  infinitamente  più  piccole  delle  prime,  e 


così  via  via ,  per  cui  entriamo  in  una  perpetua  o  intermi¬ 
nabile  risoluzione  delle  grandezze,  o  in  un  oceano  sempre 
infinitamente  più  grande  di  sfuggevoli  clementi  generatori. 
E  per  vedersi  aperta  innanzi  sì  interminabile  successiva 
serie  di  infinitesimi,  i  geometri  ed  i  filosofi  non  lian  bisogno 
d’altro  dato,  se  non  della  pura  e  semplice  posizione  del  con¬ 
tinuo;  posizione  indipendente  da  ogni  valor  di  grandezza; 
c  perciò  perpetuamente  intiera  in  ogni  più  piccolo  valore 
della  grandezza  medesima. 

376.  Questi  altissimi  principii  delle  grandezze  ci  presen¬ 
tano  una  stupenda  origine  ideale  di  tutte  le  entità  geome¬ 
triche;  èd  in  pari  tempo  ci  fanno  comprendere,  quanto  estesa, 
quanto  sublime,  quanto,,  incomprcnsibile  sia  la  proprietà  del 
continuo  clic  ci  conduce  in  questo  mondo  di  tante  cd  im¬ 
pensate  generazioni. 

377.  Siccome  niun'arte  analitica,  niuna  serie  geometrica, 
fondala  sul  continuo  conduce  al  reale  o  razionale  infinite¬ 
simo,  perciò  la  sua  origine  e  la  sua  ideale  realità  si  c  do- 
vula  supporre  o  fondare  sull’ipotesi.  Galilei  dopomolte  ricerche 
si  ridusse  all'ipotesi.  Barrow,  Leibnizio,  Newton  dovettero  fon¬ 
darla  sull'ipDlesi.  Gli  antichi  parimenti  solo  in  ^ia  ipotetica 
posero  le  prime  cd  ultime  ragioni,  le  minori  di  tutte  le  date, 
le  ragioni  dei  limili,  delle  evanescenti  ecc.  In  forza  di  queste 
ideali  soggettive  posizioni  si  sono  procacciate  queste  tenuissime 
entità  quali  generatrici  dalle  grandezze  finite,  cd  insieme  quali 
entità  incapaci  ad  alterare  il  valor  delle  grandezze  finite. 

578.  La  via  delle  Ipotesi  ò  adunque  1’  unica  che  hanno 
seguila  c  che  si  possa  seguitare,  c  ciò  per  non  cadere  in 
assurdità.  Lungi  perciò  dal  pensiero  umano,  lungi  la  pre¬ 
sunzione  ,  clic  le  serie  procedenti  all’  influito  conducano  a 
queste  sì  stremale  entità,  che  rigorosamente  si  possano  avere 
per  zero. 

Chi  bramasse  conoscere,  anco  in  via  indiretta,  lassur- 
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dilà  o  l’impossibilità  nella  quale  sono  le  serie  di  poter  con¬ 
durre  a  grandezze  zero  col  loro  infinito  procedimento,  si 
inetta  a  considerare,  che  se  le  diminuzioni  che  si  possono 
ottenere  con  le  serie  conducessero  allo  zero,  ne  conseguita- 
rebbe,  che  da  questo  estremo  si  potesse  principiare  con  passi 
retrogradi  a  ritornare  alla  riproduzione  perfetta  della  gran¬ 
dezza  decomposta  o  diminuita.  Ora  essendo  assurdo  che 
dallo  zero  si  incominci  la  riproduzione  di  qualunque  quan¬ 
tità  ;  perciò  lo  zero  è  un  punto  cui  non  può  condurre  ve¬ 
runa  diminuzione,  che  non  abbia  del  saltuario,  c  che  sia 
perciò  dominata  da  legge  geometrica. 

579.  Alcuno  forse  dirà:  il  molo  incomincia  dalla  quiete, 
clic  è  poi  zero  moto,  c  diventa  a  poco  a  poco  di  quel  valore, 
che  più  ci  piace;  dunque  anco  dallo  zero  entità  o  gran¬ 
dezza  si  potrà  retrocedendo  pervenire  a  far  ridiventare  gran¬ 
dezza,  quella,  che  si  è  spenta.  Ma  si  risponde  :  che  questa 
istanza  si  appoggia  a  falsa  ipotesi ,  giacché  il  moto  si  con¬ 
sidera  o  in  astrailo  c  soggettivamente,  o  si  considera  molo 
reale  effettivo;  il  secondo  incomincia  da  una  forza  viva  finita 
qualunque,  che  lo  ingenera,  c  lo  fa  crescere  con  gradi  rcpli- 
canlisi  di  forza  viva  :  c  quando  sì  fallo  movimento  reale  si 
spegne,  ciò  avviene  per  contro  colpo,  o  contraria  forza  ritar¬ 
dali  ice„  o  meglio  consumatrice  del  molo ,  la  quale  ad  ogni 
momento  ne  morde  successivamente  le  parti  finite  di  esso 
molo ,  o  tutto  anco  lo  spegne  colla  distruzione  dell’  ultima 
parte.  Quando  poi  si  considera  il  moto  ideale  soggettivo,  e 
rivestilo  della  proprietà  del  continuo  ,  allora,  o  questo  mo¬ 
mento  di  molo  si  considera  come  risultante  da  tante  parti 
aliquote  componenti  lo  stesso  molo,  o  come  divisibile  all'iu- 
linito,  e  quindi  risultante  da  infinitesime  parli.  Nella  prima 
supposizione  il  movimento  si  spegne  di  salto,  quando  si  distrug¬ 
ge  in  modo  discontinuo  l'ultima  sua  parte  aliquota:  nella 
seconda  ipotesi  converrà  distruggere  tulle  le  infinitesime 


parti  da  cui  risulla,  una  ad  una,  o  molte  per  volta  per  ridurlo 
allo  zero.  Ora  come  si  possono  ad  una  ad  una  staccarne 
parti  infinite?  se  ciò  si  la  per  qualsivoglia  legge,  c  special- 
mente  geometrica,  altrettanto  riesce  sempre  impossibile;  come 
qui  avanti  si  è  più  volle  dimostralo. 

Ma  tulli  questi  casi  riescono  diversi  dal  nostro  ragio¬ 
namento,  che  traduce  l’animo  su  la  via  dell’infinito,  quindi 
in  tulli  siamo  sempre  fuor  di  proposito  ;  nell’unico  poi,  che 
è  quello  della  diminuzione  del  molo  per  legge  geometrica , 
in  questo  molo  pure  la  nostra  maniera  di  vedere  o  di  imma¬ 
ginare  non  può  prescindere  dal  considerare  spento  il  molo  che 
quando  c  spenta  l’ullima  infinitesima  parte,  ovvero  di  con¬ 
siderarlo  come  spento  quando  non  resta  elio,  questa  ultima 
infinitesima  parte.  Se  rimane  distrutta  anco  1’  ultima  infini¬ 
tesima  parte  sarà  sempre  vero ,  che  ciò  sia  avvenuto  per 
salto,  e  quindi  per  ragione  fuori  del  potere  della  legge  geo¬ 
metrica,  e  non  si  potrà  più  risalire  dallo  zero  al  ridiventare 
molo  e  molo  finito;  e  se  parliamo  dall'idea  dell’ullinio  resi¬ 
duo  infinitesimo  di  moto,  allora  si  vede  la  possibilità  d’in¬ 
cominciare  da  questo  infinitesimo,  e  che  con  una  somma  infi¬ 
nita  ideale  di  questo  residuo,  si  possa  riavere  la  ricompo¬ 
sizione  del  molo  perchè  principiamo,  e  ci  apponiamo  ad  una 
grandezza  ideale  infinitesima. 

Così  appunto  fecero  tutti  i  sommi  meccanici,  quali  sono 
stali  Galilei,  Newton,  Eulero,  Laplace,  Lagrange.  Il  primo  ne’ 
suoi:  Ragionamenti  attinenti  a  due  scienze  nuove ;  il  secondo 
nella  sua  opera:  PriiTbipii  matematici  delia  filosofia  natu¬ 
rale;  il  terzo  nel  suo  Trattalo  del  molo  dei  corpi  duri  ; 
il  quarto  nella  sua  Meccanica  celeste ,  ed  il  quinto  nella  sua 
Meccanica  analitica;  e  così  han  fallo  lutti  gli  altri  scrittori 
di  meccanica  analitica.  Ella  è  dunque  una  cosa  di  fatto,  che 
lutti  i  geometri  han  dovuto  per  necessità  di  nostra  ragione 
incominciare  ed  esordire  ogni  moto  anco  ideale,  dalle  velo- 


cilà  virtuali  ili  Galilei,  o  dalle  ragioni  o  dalle  primitive  eu- 
tilà  (li  molo. 

Pronunciare  la  proposizione,  che  il  molo  incomincia  dalla 
quielc  o  zero  molo,  è  niellerò  in  campo  una  sentenza,  che 
non  ha  ne  polrà  mai  avere  significanza  alcuna.  Il  corpo  che 
non  ha  molo  c  che  e  in  quiete  incomincia  a  muoversi  in 
causa  di  una  forza  viva,  clic  lo  fa  cangiar  di  sialo,  ed  in 
questa  sla  tulio  il  principio  e  Tentila  del  molo;  ma  lai  causa 
o  forza  viva  nulla  inizia  ne  può  incominciare  dallo  zero, 
ma  bensì  con  qualche  velocità  finita  o  infinitesima  che  essa  sia. 

380.  Allri  forse  polran  replicare,  che  siccome  il  molo  fi- 
nilo  ed  ogni  grandezza  finita  si  concepisce,  che  abbia  un  va¬ 
lore  il  quale  ci  pare  collocalo  Ira  T  infinito,  c  lo  zero,  c  ciò 
perchè  con  infiniti  aumenti  si  suppone  divenga  infinita,  c 
con  infinite  diminuzioni  divenga  infinitesima  o  zero;  così 
lo  infinito  c  lo  zero,  si  possono  considerare  come  due  limili 
dello  stalo  finito,  il  primo  per  gli  aumenti,  il  secondo  pei 
decrementi;  perciò  come  dal  limile  si  può  ritornare  alla  gran¬ 
dezza  che  a  lui  si  è  avvicinala,  così  anco  dallo  zero 
grandezza,  limite  delTimpiccolimenlo,  si  potrà  incominciare 
dal  risalire  alla  grandezza  finita. 

A  così  fallo  pensamcnlo  però  si  risponde;  che  parlando 
filosoficamente,  è  mal  dello,  che  il  finito  medii  Ira  lo  zero 
e  l’infinito  perchè  quest' ultimo  è  come  la  pienezza  della 
grandezza  o  dell'essere  quantitativo,  c  lo  zero  è  l’assoluta 
negazione  della  grandezza  medesima.  Oltre  di  qucsla  inne¬ 
gabile  osservazioue,  preghiamo  il  lettore  a  riflcllcrc,  clic  la 
grandezza  finita  è  quella  a  cui  sempre  si  addice  aumento, 
e  diminuzione,  è  qucsla  sua  intrinseca  ed  ammessa  di  lei 
proprietà  la  rende  tale,  che  a  lei  ripugna  Io  stalo  iulìnilo, 
e  Io  zero;  per  la  qual  cosa  si  vede  esistere  manifesta  in¬ 
congnienza  di  idee  nel  voler  considerare  limili  della  gran¬ 
dezza  finita  lo  zero  e  l'infinito:  perchè  T infinito  non  è  un 
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infinito  cumulo  di  finiti,  nò  lo  zero  è  un  residuo  supremo 
delle  diminuzioni. 

581.  Altri  soggiungeranno,  se  queste  dottrine  sono  vere, 
perche  dunque  si  ammette  questo  infinito  come  limite  di  tulli 
gli  aumenti,  c  questo  zero  come  limite  di  tulli  i  decrementi 
delle  grandezze  finite?  Prima  osserveremo,  clic  si  può  am- 
meltcxifl  l’infinito  nella  scienza  geometrica  in  modo  soggettivo 
ip^LcLico,  ma  non  per  questo  ci  è  mai  permesso  di  poterlo 
considerare  corno  una  immensa  o  indefinita  riunione  di  fi¬ 
niti;  in  secondo  luogo,  non  solamente  la  somma  ma  nemmeno 
qualsivoglia  altra  escogitabile  operazione  dell’  animo,  può 
guidare  la  nostra  ragione  alla  nozione  dell’  infinito  pigliando 
le  mosse  da  qualunque  dato  finito. 

Se  dunque  si  vuol  ammettere  in  matematica  V  infinito, 
sarò  sempre  gioco  forza  introdurveW  in  modo  ipotetico  sog¬ 
gettivo,  cioè  come  dato  ideale  bello  c  fatto,  e  non  lflai  come 
entità  derivata  da  alcuna  deduzione.  Molti  geometri  vinti  k 
dalla  forza  di  queste  ragioni  hanno  creduto  di  giustificare, 
e  di  fondare  la  nozione  dell’  infinito  chiamandolo  solamente 
grandezza  maggiore  di  ogni  data  od  assegnala.  Questa  de¬ 
finizione  però  riesc'c  poco  soddisfacente  perchè  è  troppo  vaga 
ed  indeterminala;  poi  perchè  ben  addentro  considerata  si  pre¬ 
senta  assurda;  di  fatti  si  può  loro  dimandare,  come  mai 
posson  provare,  o  presumere  di  poter  dare  vita  ad  una  gran¬ 
dezza  maggiore  di  ogni  data  od  assegnata  grandezza?  È  forse 
cosa  fattibile,  e  nè  tampoco  possibile  alla  nostra  facoltà  pen¬ 
sante  c  percipienlc  l’ assegnare  una  grandezza  maggior  di 
ogni  data,  mentre  questa  supera  la  facoltà  percipienlc  finita 
del  nostro  animo.  Più  se  questa  grandezza  non  è  veramente 
infinita,  per  necessità  sarà  finita,  e  quindi  aumentabile;  c 
non  già  quantità  maggior  di  ogni  quantità ,  il  che  è  sempre 
oscurissimo  enigma. 

382.  Da  queste  osservazioni  si  comprende  parimente  clic 
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«ir  infinito  matematico  ipotetico  ideale  ripugna  egualmente 
la  nozione  dell’ aumento  e  quella  della  diminuzione,  perchè 
proprietà  essenziale  della  grandezza  finita.  Ed  è  appunto  su 
questa  posizione  che  i  grandi  geometri  hanno  consideralo  e 
stabilito,  che  lo  infinitesimo  comparato  al  finito  non  può 
accrescerlo  nel  suo  stato  finito,  perchè  ogni  finito  secondo 
l’idea  soggettiva  del  continuo  riesce  appunto  infinito  in  con¬ 
fronto  di  ogni  sua  ideale  infinitesima  particella. 

585.  Se  questa  maniera  di  ragionare  intorno  all’  infinito 
ed  all’  infinitesimo  sembra  non  troppo  chiara  e  precisa,  noi 
pregheremo  il  lettore  ad  osservare  che  si  tratta  di  quantità  in- 
comprensibili,  l’una  per  la  troppa  grandezza,  e  l'altra  per  la 
troppa  piccolezza;  la  prima  ci  opprime  per  la  troppa  esen¬ 
zione,  la  seconda  ci  sfugge  per  non  averne  abbastanza. 

Ad  ogni  modo  però  appare  chiara  cosa,  che  all'infinito 
debba  ripugnare  ogni  aumento,  perchè  ammettendo  che  un 
aumento  fosse  possibile  all’ infinito,  sarebbe  riconoscerlo  per 
infinito  e  non  infinito.  Pare  egualmente  che  ripugni  all*  infi¬ 
nito  una  diminuzione  finita,  perchè  quando  la  si  supponesse 
possibile,  si  supponerebbe  ancora  che  l'infinito  possa  per 
questa  scemare,  e  quindi  per  l'opposto  esser  infinito  in  causa 
di  questa  grandezza  finita,  clic  gli  si  verrebbe  ad  aggiun¬ 
gere,  il  che  inchiude  solenne  ripugnanza. 

384.  Volendo  però  chiarire  per  quanto  ci  è  dato  la  no¬ 
zione  che  noi  possiamo  avere  dell’ infinitesimo,  ci  resta  a 
considerare,  che  esso  non  può  mai  confondersi  con  lo  zero, 
sebbene,  come  è  detto,  non  valga  a  cangiar  lo  stalo  del  va¬ 
lore  finito  di  una  grandezza  analitica.  L’infinitesimo  anzi  clic 
andar  confuso  con  lo  zero,  si  deve  all’ invece  considerare 
quale  particella  suprema  della  grandezza  finita  o  ideale,  e 
perciò  avente  tutta  intiera  la  proprietà  del  continuo  della 
grandezza  stessa,  il,  che  è  lontano  dallo  zero,  quanlo  l'essere 
lo  è  dal  non  essere. 


1  geometri  che  hanno  voltilo  considerare  lo  zero  come 
limile  delle  grandezze  che  decrescano  indefinitamente  si 
sono  permessi  una  nozione  impropria  c  veramente  disap¬ 
provala  dalla  filosofia,  perchè  il  non  essere  non  può  esser 
consideralo  limite  di  ciò  che  impiccolisce  senza  inchiudere 
la  contraddittoria  posizione  di  comparar  Tessere  al  non  es¬ 
sere.  La  posizione  dell’  infinitesimo  dolalo  della  proprietà  del 
continuo  traduce  l’animo  nell’ indefinito  pelago  degli  infini¬ 
tesimi  di  tulli  gli  ordini  all' infinito. 

585.  Ponderando  attentamente  queste  filosofiche  altissime 
posiziqni  concernenti  T  ideale  risoluzione  indefinita  delle  gran¬ 
dezze  geometriche,  ci  viene  veduto  come  anco  il  metodo  dei 
limili,  quello  delle  prime  ed  ultime  Cagioni,  non  che  quello 
delle  evanescenti,  o  delle  esauslioni  si  appoggino  sopra  una 
filosofia  manchevole  ed  inetta;  poiché  tulli  questi  melodi  as¬ 
sumono  lo  zero  per  vero  limite  delle  decrescenti  grandezze , 
mentre  esso  è  sempre  infinitamente  diverso  da  qualsivoglia 
entità.  Più  questo  zero  stalo  delle  grandezze  dai  geometri 
vagheggialo  m\\c  loro  concrete  dimostrazioni  non  contiene 
mai  effettivamente  avverato  lo  zero,  ma  sempre  vi  è  intie¬ 
ramente  presupposto. 

586.  Per  le  stesse  ragioni  lutti  i  metodi  di  derivazione 
tanto  di  Arbogast,  quanto  quelli  dell’  insigne  Lagrange  e  suoi 
seguaci,  non  sono  melodi  che  abbiano  dimostrativo  appoggio 
nella  verace  e  rigorosa  filosofia;  atteso  che  con  li  principii 
che  essi  pongono  per  base  non  arrivano  tutto  al  più,  che 
a  supporne  (ed  anco  questo  in  contraddizione  delle  loro  basi) 
che  il  residuo  ultimo  della  grandezza  riesca  minor  di  ogni 
data.  Ora  questa  quantità  minor  di  ogni  data,  presenta  un 
concetto  assai  più  indeterminalo  dell’  infinitesima,  e  per  sop- 
prapiù  si  fonda  nei  melodi  antichi ,  dei  quali  ne  abbiamo 
sin  qui  esposta  la  poca  filosofia  che  li  sostiene.  Ed  allor¬ 
quando  col  metodo  delle  derivale  vogliamo  accingerci  alla 
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soluzione  dei  problemi,  clic  si  risolvono  col  calcolo  diflcren- 
ziale  siamo  coslrclli  attribuire  alle  loro  variale  o  derivale  cd 
in  concreto,  alla  loro  variazione  j  dei  valori,  i  quali  o  rie¬ 
scono  incsalli  ed  impropri!,  o  sono  quelli  slcssi  che  si  pi¬ 
gliano  a  prestilo  del  calcolo  differenziale  islesso;  c  dopo  tulio 
questo  si  potrà  forse  aver  intenzione  di  voler,  con  quesli 
mezzi,  dimostrare  il  calcolo  differenziale? 

Conchiudiamo  adunque,  che  infìno  a  tanto  che  noi  vor¬ 
remo  dare  alla  j  dei  valori  finiti,  c  fino  a  tanto,  die  lo  svi¬ 
lii  ppamento  si  considera  esprimere  valori  algebrici  ed  es¬ 
cludenti  le  nozioni  degli  infinitesimi,  dei  limiti,  degli  eva¬ 
nescenti  ec;  come  si  protesta  il  suo  autore  Lagrangc,  la 
soluzione  dei  problemi,  che  si  risolvono  col  mezzo  del  cal¬ 
colo  differenziale,  riesce  sempre  e  sempre  riescirà  impos¬ 
sibile  all’analisi  delle  funzioni  analitiche. 

387.  Lo  abbiamo  già  detto,  che  quando  il  nostro  animo 
si  ferma  a  contemplare  le  grandezze  ideali  e  minori  di  tutte 
le  date,  e  che  vuole  ostinarsi  a  considerarle  come  effetti  delle 
indefinite  diminuzioni,  si  trova  in  una  oscurità  di  idee  non 
piccola  cd  incontra  in  molte  assurdità.  Lo  stesso  gli  accade 
quando  tenta  voler  comprendere  Y  infinito  matematico.  Tutte 
queste  trascendenti  riflessioni  vincono  sempre  la  nostra  pe¬ 
netrativa  facoltà.  Non  esistono  calcoli,  formolo,  o  clcborale 
espressioni  analitiche  od  algoritmiche  posizioni,  le  quali  pos¬ 
sano  illustrare  o  render  chiari  così  fatti  concetti  superiori 
alle  forze  umane.  Onde  conviene  persuadersi,  clic  ogni  filo¬ 
sofia  è  insufficiente  ad  appianare  c  renderci  facili  sì  alte 
nozioni.  Nulla  ostante  si  può  asserire,  che  da  quel  poco 
clic  se  ne  intende,  si  arriva  a  conoscere,  clic  dal  finito  non 
si  può  risalire  all' infinito,  uè  dal  finito  pervenire  all' infini¬ 
tesimo  con  operazioni  pratiche  o  intellettuali,  che  niuna  som¬ 
ma,  niuna  serie,  niini' altro  escogitabile  artificio  conducono 
a  quesli  inarrivabili  entità,  c  quc'geomclri  ohe  credono  rap- 
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presentarci  e  non  senza  eleganza,  lo  infinito,  invitandoci  a 

\ 

considerare  la  espressione  analitica  —  =  oc,  ovvero,  come 

0 

altri  meno  erroneamente  fanno,  proponendoci  innanzi  qiiesl’al- 
i 

tra  analitica  espressione  —  ~oo,  poiché  essi  non  fanno  al- 

G) 

irò,  che  supporre  ciò,  che  vorrebbero  darci  ad  intendere, 
come  apertamente  si  comprende  contemplando  queste  espres¬ 
sioni;  delle  quali  la  prima  si  presenta  assurda  od  un  para¬ 
dosso,  e  la  seconda,  pone  l' infinito  per  provare  lo  infinito. 

388.  E  per  renderci  più  che  possiamo  facili  queste  verità 
invaginiamo  una  serie  al  tutto  indeterminata,  fuorché  nel  for¬ 
mato  della  sua  derivazione,  perchè  questo  formato  dipende 
sempre  dalle  nostre  operazioni  adoperale  nel  costituirla  o  nel 
derivarla.  Osserviamo  dunque  il  di  lei  andamento. 

La  serie  che  pigliamo  a  decifrare  esprima  dunque  lo 
sviltippamento  di  una  funzione  indeterminala;  sappiamo  che 
da  una  parte  si  usa  porre  la  funzione  primitiva  contenente 
esplicitamente  o  implicitamente  la  variabile;  nell'altra  parte 
come  nel  secondo  membro  dell’  equazione  si  mette  lo  sviluppa- 
mento  di  questa  funzione  espressa  in  una  interminabile  serie  di 
termini  procedenti,  o  succedentisi  secondo  una  legge  determi¬ 
nala  e  fissa,  e  con  queste  dtie  funzioni,  una  non  sviluppala, 
e  l’altra  sviluppala,  se  ne  forma  la  equazione  che  notam¬ 
mo  al  num.  380. 

389.  Sia  v.  g.  la  funzione  di  Lagrange,  cioè  sia  F  (x) 
e  variata  F  (x  -+-  j)  =r  fx  pj  4-  qj2  -f-  rj*  -4-  ec.  ec. 
Ora  insino  a  tanto,  che  la  funzione,  la  variazione  ed  i  con¬ 
secutivi  termini  della  serie  che  servono  di  misura  per  parte 
della  funzione  variata  conservano  uno  stato  indeterminato, 
lutto  e  persino  la  stessa  possibilità  dello  sviluppnmento  eon- 
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siste  nella  supposizione  arbitraria  di  nostra  volontà,  la  quale 
ritiene,  che  sotto  alcune  condizioni  ed  in  sequela  di  alcuni 
principii  sia  fallibile  questo  sviluppamenlo,  c  possa  rappre¬ 
sentarsi  la  funzione  proposta  per  dello  sviluppamenlo. 

Ma  se  a  questo  tipo  generale  esprimente  la  misura  della 
funzione  per  parli,  noi  vogliamo  attribuire  dei  valori  deter¬ 
minati,  e  derivanti  dalla  funzione,  o  specialmente  dalla  di 
lei  variazione,  allora  la  funzione,  la  variazione  e  la  serie 
che  esprimano,  tulle  e  tre  passeranno  dallo  stato  indetermi¬ 
nato  ad  uno  stalo  concreto.  Ma  quante  singolarità  non  ve¬ 
dremo  allora  specialmente  nello  sviluppamenlo?  Attribuito 
alla  variabile  valor  finito,  e  dato  simile  valore  anco  alla  va¬ 
riazione,  la  serie  che  procede  per  potenze  continue  della  va¬ 
riazione  non  potrà  andare  all’ infinito;  come  sarebbe  se  la 
F  (x)  fosse  ~  x3  e  la  variazione  fosse  n,  noi  avremmo 
F  (  x  -I-  n  y  —  x3  3x  2n  3x  n2  -4-  ns.  Non  accade 
però  così  quando  l’esponente  della  funzione  sia  di  forma 
radicale,  perchè  allora  in  onta  che  sia  finito  il  valor  della 
funzione,  e  finito  ancora  quello  della  variazione,  lo  svilup¬ 
pamenlo  in  serie  in  molli  casi  procede  all’  infinito,  ma  questo 
ha  luogo  perchè  alcune  radici  sono  inesprimibili  in  valori 
finiti  c  non  per  causa  dei  valori  della  funzione  e  della  va¬ 
riazione.  Ma  considerando  questo  oggetto  dal  lato  che  più 
ci  interessa  noi  vediamo,  che  dalla  natura  e  valor  della  fun¬ 
zione,  dal  valore  attribuito  alla  variazione,  e  da  quello  del- 
T esponente,  cioè  dal  valore  finito,  infinito,  inGnilesimo,  in¬ 
tiero,  frazionario,  radicale,  logaritmico,  ec.  ne  conseguitano 
altrettanti  cangiamenti  nello  sviluppamenlo,  e  specialmente 
nella  ragione  e  nel  rapporto  dei  termini  che  lo  compon¬ 
gono. 

390.  Lo  sviluppamene  di  una  funzione  considerato  sotto 
forma  generale,  deve  in  tale  stato  esser  atto  a  rappre¬ 
sentare  tulli  i  diversi  valori,  che  attribuir  si  possono  a  tulli 
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gli  elementi  che  costituiscono  la  funzione.  Ora  clu  non  vede 
quali  mutamenti  avvengono  v.  g.  nelle  ragioni  e  nei  rapporti 
dei  termini  nello  sviluppamelo  quando  diamo  alla  variazione 
un  valore  infinitesimo?  lutti  i  rapporti  che  i  termini  dello 
sviluppamcnlo  avevano  tra  di  loro  in  islalo  finito,  uscendo  dal- 
T  ordine  finito  diventano  di  valore  infinito.  Di  qua  ne  viene 
per  facile  e  legittima  induzione,  che  niun  valore  algebrico 
finito  ed  indipendente  dalle  quantità  infinitamente  piccole 
dei  limili  delle  evanescenti  ec.  può  stare  in  luogo  degli  in¬ 
finitesimi,  niuno  finito  valore  può  rappresentarli,  c  la  filosofia 
degli,  infinitesimi  auzi  che  essere  dalle  quantità  finite  espressa, 
riesce  all’  invece  infinitamente  diversa.  Imperciocché  convien 
pensare,  che  i  valori  infinitesimi  attribuiti  alla  variazione  c 
quali  si  trovano  nel  loro  sviluppamene,  non  sono  valori  nè 
posti  nè  assegnali  alla  variazione  per  capriccio  o  senza  un 
gran  perchè,  ma  allo  invece  sono  stati  ideali  e  posti  dietro 
elaboratissime  speculative  considerazioni  razionali;  cioè  sono 
stali  ammessi  quali  principii  fondamentali,  onde  prepararsi 
con  la  loro  posizione  la  possibilità  di  risolvere  altissimi  pro¬ 
blemi  insoluti,  con  le  ordinarie  posizioni  delle  grandezze 
finite. 

391.  Pervenuti  a  questo  punto  delle  considerazioni  filoso¬ 
fiche  relative  alla  filosofia  delle  matematiche,  ci  conviene 
riferire  anco  I'  opinione  del  grande  geometra  polacco  Hoéné 
Wronski.  Questi  nella  sua  opera  matematica  intitolala:  In- 
Iroduction  à  la  piti  lo  sopiti  e  cles  mal /iemali  ques  ,  stampala 
in  Parigi  1811,  alle  pagine  31  52  33,  parlando  del  calcolo 
differenziale  si  esprime  come  segue  :  =r  La  possibilità  del 
calcolo  differenziale  si  trova  dedotta  a  priori  da  quanto  ab- 
biam  detto,  e  la  di  lui  esistenza  o  piuttosto  la  sua  effettività 
è  contestata  a  posteriori ;  ma  i  procedimenti  di  questo  cal¬ 
colo  involgono  una  antinomia  o  contro  legge,  che  lo  fanno 
apparire  di  tratto  in  tratto  come  privo  di  una  rigorosa  osai- 
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tozza.  Questa  antimonio  ,  o  piuttosto  il  suo  risultamento  ha 
sparso  sopra  la  natura  del  calcolo  differenziale,  e  sopra  la 
sua  metafìsica  una  specie  di  scetticismo.  Portali  del  resto 
dalla  direzione  materiale,  che  si  è  introdotta  generalmente 
nella  metafisica ,  i  geometri  dei  nostri  tempi  hanno  consi¬ 
deralo  il  calcolo  differenziale,  come  un  processo  indiretto  e 
artificiato,  ed  hanno  cercato  di  sostituirgli  un  processo  diretto 
e  naturale,  il  quale  secondo  essi  ne  formarebbe  la  verace 
base.  Egli  è  a  questa  tendenza,  che  noi  dobbiamo  il  calcolo 
delle  Funzioni  analitiche  di  Lagrange ,  e  tutte  le  altre  teo¬ 
riche  di  derivazione.  Ora  noi  proveremo  nella  quarta  Nota 
(la  quale  poi  sta  alla  fine  di  un’altra  sua  opera  denominala: 
lìefutcìtion  de  la  Thcorie  des  fonclions  analyliqucs),  che  il 
punto  di  veduta  del  calcolo  delle  funzioni  di  Lagrange,  e  di  tutte 
le  teoriche  delle  derivazioni  in  generale  è  assolutamente  falso. 
Noi  lo  proveremo  matematicamente,  e  con  una  evidenza  ir¬ 
recusabile,  e  convien  sperare  che  i  geometri  rinuncino  a  tutte 
queste  teoriche,  le  quali  oltre  alla  loro  forzata,  e  artificiata 
complicazione  non  sono  evidentemente  possibili  in  sè  stesse 
che  per  la  natura  del  calcolo  che  pretendono  di  spiegare. 

59 c2.  I  procedimenti  del  calcolo  differenziale  non  sono  che 
delle  regole  soggettive ,  delle  regole  di  nostra  speculazione 
intorno  alla  generazione  delle  quantità  per  somma  delle  parti 
infinitamente  piccole,  e  per  niun  conto  delle  regole  oggettive, 
o  delle  leggi  di  realtà  di  questa  generazione.  La  prima  di 
queste  regole,  è  fondala,  come  algoritmo  primitivo  della 
somma  nelle  leggi  costitutive,  dell'  intelletto  rigorosamente 
inteso.  Ora  dipende  dal  confondere  questi  due  cotanto  di¬ 
stinti  punti  di  veduta  che  ne  risulta  la  antinomia,  che  si 
ritrova  nei  procedimenti  del  calcolo  differenziale.  In  fatti  es¬ 
sendo  considerati  questi  procedimenti  quali  semplici  regole 
di  nostra  speculazione,  essi  si  presentano  rigorosi;  ed  es¬ 
sendo  considerali  come  vere  leggi  della  realtà  islessa  della 
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generazione  algoritmica,  questi  procedimenti  sembrano  di¬ 
fettosi.  Ecco  il  segreto,  o  la  vera  metafisica  del  calcolo  dif¬ 
ferenziale.  Basterà  adunque  di  dedurre  li  procedimenti  di  questo 
calcolo  sotto  il  primo  aspetto,  e  si  otterrà  la  dimostrazione 
rigorosa  dei  procedimenti  —  : 

393.  Nell'  opera  intitolata  :  Refutation  de  la  Ihéone  des 
fonctions  analytiques  de  Lagrange  edita  in  Parigi  4812, 
ritorna  sopra  questo  oggetto  della  metafisica  del  calcolo  sublime 
e  scrive:  —  Noi  ci  limiteremo  qui  a  far  osservare,  che  la 
metafisica,  o  la  derivazione  dei  principii  del  calcolo  differen¬ 
ziale,  è  intieramente  fuori  dei  confini  delle  matematiche,  e 
per  conseguenza  ,  che  sono  un  mero  perditempo  lutti  gli 
sforzi  fatti  dai  geometri  per  demare  questi  principii  da' 
mezzi  puramente  matematici.  La  metafisica  o  la  deriva¬ 
zione  appartiene  ad  un'ordine  superiore  di  cognizioni  ;  que¬ 
sta  impresa  appartiene  alla  filosofia,  egualmente  che  la  deri¬ 
vazione  generale  dei  primi  fondamenti  della  scienza  del  geo¬ 
metra:  un  poco  di  riflessione  dovrebbe  bastare  a  farci  rico¬ 
noscere  questa  verità.  Intanto  siccome  essa  pare  pochissimo 
conosciuta,  noi  aggiungeremo  alcune  parole  per  farla  pregiare. 

594.  Le  scienze  matematiche,  e  specialmente  i  loro  rami 
puri ,  1'  algoritmica  e  la  geometria  formano  manifestamente 
certe  operazioni  dello  spirilo  umano ,  e  presentano  perciò 
un'ordine  particolare  di  fenomeni  intellettuali.  Il  voler  spie¬ 
gare  questi  fenomeni  per  sè  stessi ,  è  aggirarsi  in  un  cir¬ 
colo  vizioso,  e  rendersi  simili  a  que'fisici,  i  quali  per  Spie¬ 
gare  cosa  sia  la  materia,  suppongono  di  già  la  materia.  Biso¬ 
gna  necessariamente  risalire  ad  un’  ordine  più  elevato  di 
fenomeni  o  di  funzioni  intellettuali,  per  ispiegare  que'feno- 
meni  intellettuali  che  costituiscono  le  scienze  matematiche; 
quest'  ordine  più  elevalo  è  visibilmente  ciò  che  forma  la 
filosofia. 

Noi  conosciamo  bene,  che  per  quanto  vera  c  ragione- 
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vole  sia  questa  asserzione,  i  geometri  si  rifiutano  a  ricevere 
le  loro  lesgi  prime  da  una  scienza  differente  dalla  loro  pro¬ 
pria;  e  questo  tanto  più,  che  al  giorno  d'oggi  la  filosofia 
non  ha  potuto  far  fruttificare  il  suo  diritto  di  legislatrice, 
delle  scienze,  diritto  che  essa  ha  per  sua  essenza  islessa. 

Ma  questa  ripugnanza  non  è  una  ragione  ;  lasciandosi 
trasportare  da  questo  sentimento,  e  sforzandosi  di  spiegare 
i  principii  delle  matematiche  per  mezzo  delle  matematiche 
istesse,  non  si  può  che  compromettere  la  scienza;  perchè 
ponendo  a  scoperto  la  sua  propria  insufficienza  in  ciò  che 
è  estraneo  alle  matematiche,  si  sparge  con  poca  avvedu¬ 
tezza  un  dubbio  su  tutto  ciò  che  realmente  appartiene  al  loro 
dominio. 

395.  Noi  non  ci  prenderemo  la  vaghezza  di  ricordare  qui 
i  differenti  errori  commessi  dai  geometri  ogni  qual  volta  si 
sono  messi  a  derivare  i  principii  delle  scienze  matematiche; 
noi  ci  limiteremo  ad  un  solo  esempio.  Quanti  sforzi  non  si 
sono  falli  per  dimostrare  la  teorica  delle  parallele,  o  la  egua¬ 
glianza  degli  angoli  chiamati  corrispondenti.  Ebbene  vi  sono 
arrivali?  Si  leggano  negli  Elementi  di  geometria  di  Legen- 
dre  gli  argomenti  i  più  recenti,  e  per  conseguenza  secondo 
tutta  la  probabilità  i  più  perfetti ,  destinati  a  porgere  que¬ 
sta  dimostrazione,  e  non  potremo  rattener  le  risa  dal  com¬ 
battimento  veramente  puerile,  che  l'autore  di  quest'opera 
presenta  per  così  dire  alla  sua  ombra,  e  sopra  lutto  della 
soddisfazione  nella  quale  si  trova  d’  esser  uscito  vittorioso 
dalla  battaglia.  Noi  siamo  sicuri,  che  non  vi  sarà  un'allievo 
tra  le  mani  del  quale  posti  questi  elementi  non  concepisca 
qualche  dubbio  intorno  alla  sagacità  dell'  autore;  e  quello, 
che  è  peggio,  sopra  l'esattezza  del  metodo  geometrico,  in 
vedendo  quest’autore  persuaso  c  contento  di  aver  dimostralo 
la  leorica  delle  parallele  con  un  principio  avente  un’evidenza 
eguale  ed  anco  inferiore  a  quella  di  questa  teorica  mede- 
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sima.  Ecco  il  guadagno  che  si  fa  ,  a  voler  uscire  dai  con¬ 
fini  prefissi  dalla  ragione. 

596.  Ma  che?  se  per  un’avvenimento  inaspettato  la  filo¬ 
sofia  si  fosse  realmente  elevala  alla  sublimità  delle  scienze 
esatte,  ed  anco  alla  sublimità  di  una  scienza  infallibile;  e 
se  essa  avesse  alla  fine  realizzalo  il  suo  ideale  sublimissimo, 
dando  la  soluzione  rigorosa  di  tutti  i  problemi  propri!  alla 
ragione  dell’uomo;  e  se  essa  avesse  così  acquistalo  o  legit¬ 
timalo  il  diritto  di  dare  le  leggi  alle  scienze;  più  se  essa 
avesse  di  già  realmente  dedotti  i  principi!  primi  della  scienza 
del  geometra;  se  essa  avesse  di  già  data  la  legislazione  delle 
matematiche,  e  1'  avesse  guarentita  con  la  spiegazione  rigo¬ 
rosa  di  tulle  le  difficoltà,  e  sopra  tulio  con  la  scoperta  delle 
leggi  fondamentali  di  questa  scienza,  leggi  che  devono  alfin 
condurre  alla  soluzione  dei  grandi  problemi,  clic  non  si  sono 
potuti  risolvere  insino  ad  orp,  qual  cosa  le  resterebbe  a  fare  ? 
Due  cose:  l’una  volendo  limitarsi  alla  propria  scienza,  rice¬ 
vere  dalla  filosofia  librimi  grincipii  e  le  leggi  fondamentali 
delle  matematiche;  l’ollra,  volendo  risalire  insino  alla  sor¬ 
gente  di  queste  cognizioni,  approfondire  la  filosofia  delle  mate¬ 
matiche,  e  per  meglio  arrivarvi,  studiare  la  filosofia  trascen¬ 
dentale,  che  è  la  base  di  quesl’ullimn. 

597.  In  questa  supposizione  noi  dobbiamo  qui  esporre  i 
risultamene  che  la  filosofia,  di  cui  trattasi,  ha  ottenuti  per 
il  calcolo  differenziale  costituente  il  principale  oggetto  di  que¬ 
st’opera. 

Il  calcolo  differenzialo  quale  è  conosciuto  dalla  sua  sco¬ 
perta  costituisce  unjdgojntmo  primitivo;  esso  presenta  le 
leggi  della  generazione  delle  quantità,  e  non  le  leggi  della 
quantità  di  già  prodotte  e  determinale.  Come  tali ,  tulle  le 
leggi  del  calcolo  differenziale,  sono  di  una  verità  assoluta , 
e  per  conseguenza  di  una  esattezza  rigorosa .  Così  senza 
aver  bisogno  di  veruna  condizione  i  geometri  possono  abban- 
o  narvisi  intieramente. 
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598.  Gli  antichi  geometri ,  che  non  avevano  alcuna  idea 
di  una  generazione  indefinita,  erano  assai  consentanei  a  sé 
stessi,  escludendo  dalle  loro  ricerche  matematiche  l’idea  del¬ 
l'infinito,  e  di  tutto  ciò  che  sembrava  inchiuderla  ;  ma  dopo 
die  Leibnitz  ha  fallo  la  incomparabile  scoperta  di  questa 
generazione  indefinita,  e  che  ha  dimostrato  la  possibilità  di 
concepire  1’  infinito  in  tutte  le  sue  determinazioni  ideali  ,  c 
tutto  ciò  col  mezzo  di  leggi  precise  e  rigorosamente  logiche, 
la  premura  di  evitare  l’idea  dell'Infinito  nelle  ricerche  mate¬ 
matiche,  prova  incontestabilmente,  oltre  ad  un  circolo  vizioso, 
una  vera  ignoranza  della  significazione  di  questa  idea. 

399.  E  noi  non  abbiamo  timore  di  confessare,  che  cre¬ 
diamo  di  anticipare  sul  giudizio  della  posterità  in  dichia¬ 
rando,  che  per  quanto  grandi  possano  essere  per  una  parte 
le  fatiche  di  certi  geometri,  la  premura  che  essi  mettono  ad 
imitare  gli  antichi  noM'escluderc  l’idea  dell'Infinito,  pro^a  di 
una  maniera  irrefragabile,  che  essi  non  sono  arrivati  alla 
sublime  altezza ,  alla  quale  la  scienza  è  stata  portata  da 
Leibnitz;  poiché  essi  evitano  questa  regione  elevala,  ove 
si  ritrova  il  principio  della  generazione  della  quantità,  e  per 
conseguenza  la  vera  sorgente  delle  leggi  matematiche ,  per 
ridursi  a  strisciare  nella  regioue  dei  sensi ,  la  sola  cono¬ 
sciuta  dagli  antichi  geometri ,  e  dove  non  si  ritrova  che  il 
grossolano  meccanismo  dei  calcoli  — . 

400.  Inlralleniamci  un  poco  a  ponderare  queste  dottrine 
del  geometra  Wronski,  e  perchè  riguardano  direttamente 
la  filosofia  dell’analisi  superiore,  e  perché  presentano  la 
opinione  di  un  grande  pensatore. 

Egli  dunque  incomincia  dal  far  conoscere  1’  antinomia 
apparente,  che  ci  pare  di  ravvisare  nei  procedimenti  del  cal¬ 
colo  differenziale ,  nel  quale  in  faccia  del  finito  si  suppon¬ 
gono  nulle  le  infinitesime  parti,  e  confessa  esser  cosa  natu¬ 
rale  il  sembrare  men  che  rigoroso  un  sì  fatto  calcolo  ,  nel 


—  545  — 

quale  appare  che  si  trascurino  delle  entità,  entità  sempre 
sufficienti  a  torgli  il  pieno  verace  rigore.  Ma  a  quale  par¬ 
tito  si  appiglia  egli  per  torre  di  mezzo  queste  difficoltà , 
quale  via  siegue  per  dimostrare,  che  questo  calcolo  sia  rigo¬ 
rosamente  esatto?  Egli  ricorre  alla  seguente  considerazione 
già  notala,  che  i  processi  del  calcolo  differenziale  non  sono 
altra  cosa  che  regole  soggettive  y  regole  di  nostra  specula¬ 
zione  esprimenti  la  generazione  delle  quantità  per  mezzo 
della  somma  delle  parli  infinitamente  piccole,  e  non  sono 
per  verun  conto  regole  oggettive  o  leggi  della  realtà  islessa 
di  questa  generazione.  Ora  col  ^supporre  soggettiva  la  gene-i 
razione  della  quantità,  qual  guadagno  ci  può  mai  essere  per 
riguardo  airesallezza  del  caloolo  differenziale  ?  Le  leggi  sog¬ 
gettive  sono  leggi  della  nostra  mentale  maniera  di  ideare  e 
di  concepire,  queste  maniere  tulle  indistintamente  sono  sot¬ 
toposte  alla  nostra  ragione ,  la  ragione  non  ci  insegna  di 
poter  trascurare  una  minima  grandezza  in  confronto  di  un’al¬ 
tra  assai  più  grande,  anzi  la  ragione  ci  fa  pienamente  cono¬ 
scere,  che  due  grandezze  non  sono  eguali  insino  a  tanto 
che  esiste  tra  loro  una  qualunque  differenza,  e  ci  dice,  che 
il  rigore  e  1*  esattezza  deir  eguaglianza ,  non  esiste  se  non 
quando  sono  rigorosamente  eguali ,  o  rigorosamente  man¬ 
canti  di  ogni  differenza  ancorché  questa  sia  infinitamente 
piccola.  Acciò  T  argomento  del  nostro  geometra  fosse  con¬ 
cludente  esigerebbe,  che  vi  fosse  per  parte  nostra  un  modo 
di  vedere  razionalmente  e  di  ragionare  intorno  alle  cose 
soggettive,  ed  un'altro  ben  diverso  di  ragionare  intorno  alle 
cose  oggettive;  ma  non  essendo  che  uu  solo  ed  identico  il 
nostro  modo  di  ragionamento  sì  nel  soggettivo,  che  nell’ag- 
gellivo  ci  appalesa  a  chiare  note,  che  la  distinzione  pro¬ 
dotta  in  campo,  nulla  affatto  giova  a  procacciare  al  calcolo 
differenziale  una  certezza  rigorosa,  o  come  egli  dice,  un  evi¬ 
denza  a  priori  o  una  evidenza  assoluta  apodìttica. 
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401.  Non  si  può  dunque  riconoscere  che  i  procedimenti 
soggettivi  si  presentino  rigorosi  per  questo  che  siano  sog¬ 
gettivi.  Imperciocché  la  nostra  intelligenza ,  proposte  che 
abbiasi  delle  grandezze  non  è  autorizzala  a  trascurarle  senza 
un  giusto  motivo,  quantunque  siano  dell'ordine  ideale,  come 
sono  pure  debordine  ideale  tutte  le  posizioni  primitive  geo¬ 
metriche.  Per  le  leggi  riguardanti  la  realtà  e  per  le  leggi  riguar¬ 
danti  il  soggettivo, non  vi  sono  regole  separale  di  diversa  natura 
onde  poter  noi  pronunciare  sopra  di  esse  un  giudizio  diverso. 
Anzi  come  ognun  sa,  unica  è  la  forma,  unica  la  base  del  nostro 
giudizio;  quindi  quello  che  è  difettoso  in  realtà,  è  difettoso  anco 
in  idea  soggettiva.  Passa  bensì  infinita  distanza,  anzi  tutta  la 
diversità  escogitabile  Ira  Fogge! ti vo  ed  il  soggettivo,  ma  si 
T  uno  come  Y  altro  son  sottoposti  alla  medesima  regola  o 
forma  di  ragionamento,  e  questo  è  regolato  sopra  il  mede¬ 
simo  principio  fondamentale  di  nostra  ragione  ;  l'uno  e  l'al¬ 
tro  riescono  in  eguali  condizioni  in  faccia  della  nostra  ra¬ 
gione;  perciò  quello  che  è  diffelloso  in  uno  lo  è  sempre  anco 
nell’altro. 

402.  Considerando  i  pensamenti  di  Wronski ,  relativi  al 
soggettivo,  mi  pare  che  siano  manchevoli  per  aperto  equi¬ 
voco  ;  imperciocché  il  suo  modo  di  spiegarsi ,  lascerebbe 
luogo  a  credere,  che  le  difficoltà  promosse  contro  il  calcolo 
diflerenziale  si  fondassero  sopra  qualche  principio  oggettivo, 
o  pure  si  fondassero  sopra  la  realtà  delle  parli  infinitesime, 
mentre  questo  non  è  vero.  Poiché  sebbene  i  geometri  in 
questo  calcolo  pongano  a  confronto  le  infinitesime  sogget¬ 
tive  con  le  grandezze  finite  oggettive,  questo  contegno  dei 
geometri  non  giustifica  il  ragionamento  del  nostro  autore , 
perchè  i  geometri  comparano  bensì  il  finito  aU'infinitesimo, 
e  dichiarano  P  ultimo  come  nullo  in  confronto  del  primo, 
ma  ciò  fanno  appunto  se  non  con  una  comparazione  appieno 
soggettiva  ;  di  falli  in  questa  comparazione  nella  quale  la 
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grandezza  finita  vi  figura  come  uno  dei  termini  di  compa¬ 
razione  è  considerala  sotto  un'aspetto  pienamente  soggettivo, 
cioè  è  considerala  soggettivamente  quale  grandezza  inlinita- 
menle  grande  in  confronto  della  sua  parte  infinitesima.  Nulla 
dunque  di  oggettivo  reale  esiste  nel  principio,  e  nella  dot¬ 
trina  del  calcolo  differenziale  ;  perciò  sempre  si  avvera  che 
la  distinzione  del  nostro  matematico  è  al  lutto  inutile,  fuor 
di  luogo,  e  pienamente  inconcludente. 

405.  Riguardo  al  bisogno  nel  quale  si  trova  ogni  scienza, 
c  segnatamente  la  matematica  di  ricevere  imprimi  grincipii 
fdndamenlali  o  le  primitive  nozioni  sopra  delle  quali  essa 
si  fonda  e  si  innalza,  di  riceverli  cioè  dalla  filosofia  comune, 
questa  è  verità  manifestissima  ;  (quando  per  filosofia  comune 
s’intenda  esprimere  la  nostra  facoltà  percipienle  conoscitiva 
c  ragionatrice). 

Ora  non  è  vero  che  questa  verità  sia  universalmente 
disconosciuta  dai  geometri ,  come  egli  vorrebbe  farci  cre¬ 
dere  ;  poiché  anco  gli  antichi  hanno  sempre  usato  di  pre¬ 
mettere  alle  loro  opere,  i  principii  comuni,  gli  assiomi,  i 
postulali,  le  dimande  ec. ,  e  queste  posizioni  non  le  consi¬ 
deravano  scienza  matematica  ,  ma  principii  e  posizioni  su 
cui  da  loro  si  fondava  e  si  appoggiava  questa  scienza;  il 
che  vuol  dire  espressamente,  che  anch’essi  presero  dal  lume 
naturale  filosofico  e  razionale  queste  basi ,  e  le  ritenevano 
come  patrimonio  comune  del  sapere  umano,  e  sopra  questo, 
come  sopra  base  universalmente  assentila  eressero  la  scienza 
geometrica.  Non  è  dunque  vero  che  i  geometri  ignorassero 
il  bisogno  di  prendere  dalla  filosofia  comune  le  prime  posi¬ 
zioni  inservienti  alla  loro  scienza  geometrica,  che  anzi  lutti, 
cd  iadistinlamenli  tutti,  vi  ebbero  effettivamente  ricorso  ;  c 
questo  loro  ricorso  non  fu  già  una  eventuale  o  volontaria 
loro  convenzione,  ma  fu  e  sarà  sempre  una  verace  neces¬ 
sità.  Come  dunque  ha  potuto  imaginare  il  nostro  Wronski, 
clic  i  geometri  disconoscessero  questa  verità? 
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404.  So  per  allro ,  che  alcuni  moderni,  per  un  mal 
inleso  uso  di  analisi,  pare  che  abbiano  perduto  di  vista  sì 
patente  verità,  e  circondali  dalle  voluminose  formole  di  cal¬ 
coli  lungamente  protratti,  sembra  che  siansi  come  indotti  a 
pensare  che,  da  queste  loro  formole  cd  elaborate  analitiche 
espressioni  si  potessero  in  certo  modo  dimostrare  le  mate¬ 
matiche,  ma  questi  non  valevano  la  fatica  di  farne  titolo  di 
critica  ai  geometri. 

405.  Più  osserviamo  che  le  dimande,  gli  assiomi,  i  postu¬ 
lati  ec.  sono  lutti  principi!  soggettivi,  il  punto  geometrico,  la  linea, 
la  superficie,  il  solido,  il  tempo,  lo  spaziosi  numero  ec.  sono 
tulle  forme  intellettuali,  sono  principii  o  concetti  presi  dalla 
filosofia  comune,  o  meglio  dal  sapere  comune  ed  universale, 
che  egli  chiama  filosofia  trascendentale. 

Gli  antichi  geometri,  che  tutte  le  posero  per  basi  della 
loro  scienza  aggiunsero  a  tulle  queste  prime  nozioni  di 
grandezze  la  proprietà  del  continuo ,  in  forza  della  quale 
esse  divennero  infinitamente  divisibili ,  e  tutte  si  impronta¬ 
rono  dalla  nozione  e  del  conio  dell'  infinito.  E  se  per  una 
malintesa  maniera  di  pensamento  essi  credettero  di  evitare 
l’infinito  ;  tuttavia  l’idea  dell'infinito  era  un'  idea  sì  implici¬ 
tamente  inchiusa  nei  loro  principii,  che  non  si  sa  compren¬ 
dere  in  qual  modo,  e  per  qual  ragione  si  possa  dire  o  meglio 
ritenere ,  che  essi  non  conoscevano  e  non  avevano  veruna 
idea  di  una  generazione  indefinita  dei  numeri  e  delle  gran¬ 
dezze  geometriche.  In  falli  incominciando  dai  Pitagorici  insino 
a  noi,  lutti  hanno  ammessa  pienamente  l'infinita  divisibilità 
della  grandezza  geometrica;  più  hanno  ammesso  la  prolun¬ 
gazione  infinita  delle  linee,  ed  hanno  fondate  delle  leggi  di 
diminuzioni  tutte  procedenti  all’  infinito  sopra  serie  decre¬ 
scenti  e  procedenti  all’infinito. 

406.  Non  fu  Leibnitz  (  nè  Newton ,  altro  inventore  del 
calcolo  differenziale  )  quegli  che  abbia  fatto  la  incompara - 
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bile  scoperta  della  generazione  soggettiva  della  grandezza 
geometrica,  ma  è  stato  più  di  lui  e  prima  di  lui  il  Galilei, 
il  quale  estendendo  fin  dove  è  concesso  all’umano  intendi¬ 
mento,  le  dottrine  fondamentali  degli  antichi,  ne  dedusse  le 
necessarie  ultime  induzioni ,  e  ne  ricavo  le  supreme  loro 
parti  infinitesime  che  appellò  indivisibili  ;  fu  Galilei  il  primo 
che  dichiaratamente  cercò  dimostrare,  come  ogni  grandezza 
finita  dolala  della  proprietà  del  continuo  si  poteva,  anzi  si 
doveva,  considerare  soggettivamente  come  ingenerala  da  una 
infinità  di  indivisibili,  o  di  infinitesime  parti,  e  Leibnilz  mede¬ 
simo  ha  concesso  l’onore  a  Galilei,  come  principale  inven¬ 
tore  delle  infinitamente  piccole  grandezze  come  abbiam  già 
provalo  al  num.  293  cc.  Leibnitz  ha  bensì  per  parte  sua,  c 
con  la  forza  del  suo  grande  ingegno  generalizzato  ed  esteso, 
e  di  più  ridotto  a  sistema  filosofico  queste  sublimi  nozioni 
del  nostro  sommo  italiano,  ma  non  ha  egli  stesso  inventata 
e  discoperta  la  grandiosa  generazione  indefinita  delle  gran¬ 
dezze  geometriche;  imperciocché  al  solo  Galilei  esclusiva- 
mente  appartiene  la  grandiosa  idea  degli  infinitesimi.  Leib¬ 
nitz  ha  però  dato  a  questa  nozione  una  forma  analitica 
semplicissima  e  spedita ,  più  di  tutte  le  altre  inventate  dai 
geometri  per  esprimere  questo  dilicato  concetto;  e  questa  è 
tutta  gloria  sua. 

Più  Io  stesso  principio  famoso  del  calcolo  differenziale, 
cioè  che  un'  indivisibile  o  un’  infinitesimo  si  possa  ritenere 
come  zero  in  comparazione  di  una  grandezza  finita ,  esso 
pure  questo  famoso  principio  è  lutto  di  Galilei  ;  anzi  que¬ 
sti  unicamente,  e  non  Leibnitz,  si  è  ingegnalo  di  dimostrarlo, 
laddove  l’ultimo  si  è  accontentato  di  supporlo  e  di  conside¬ 
rarlo  come  chiaro  ed  evidente  per  sé  stesso. 

Anzi  appare,  che  sebbene  Leibnitz  avesse  tolto  dal  fio¬ 
rentino  il  principio  di  cui  si  tratta,  tuttavia  non  avesse  ben 
addentro  letto  nelle  opere  di  questo  nostro  filosofo  italiano, 
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perche  con  un  studio  verace  di  esse  opere,  ed  anco  con  uno 
studio  mediocremente  allento  avrebbe  conosciuta  e  ritrovala 
la  dimostrazione  del  principio,  e  questa  dimostrazione  espressa 
nel  modo  più  persuasivo  che  fosse  possibile  alla  mente  umana; 
ed  allora  il  filosofo  di  Lipsia  non  sarebbe  stalo  costretto 
per  evitare  le  difficoltà  promosse  contro  questo  principio 
di  ricorrere  alle  nozioni  degli  antichi  assomigliando  a  que¬ 
ste  il  principio  in  discorso. 

Similmente  nella  lettura  delle  opere  di  Galilei  avrebbe 
rinvenuto  fondato  appoggio  a  giustificare  il  principio  del 
calcolo  differenziale  assai  meglio  die  non  gli  sia  riuscito  col 
compararlo  ai  principii  antichi. 

407.  La  più  grande  scoperta  di  Leibnitz  consiste  nella 
estensione  indefinita,  e  dichiaratamente  formulata  degli  infi¬ 
nitesimi  di  tutti  gli  ordini  senza  fine ,  imperciocché  egli  è 
il  primo  che  camminando  su  la  traccia,  segnata  da  Galilei, 
ed  anco  seguila  da  Cavalieri ,  abbia  compreso  in  modo 
veramente  filosofico,  che  airin^visibile  o  aH’mfinilesimo,  com¬ 
petevano  le  proprietà  della  grandezza  finita,  della  quale  men¬ 
talmente,  ed  in  forza  unicamente  di  nostra  speculativa  ideale 
ipotesi,  si  supponea  la  infinitamente  piccola  esserne  una 
parte;  ed  in  forza  di  questa  supposizione  ne  veniva,  che  la 
proprietà  del  continuo  si  conservava  tutta  intatta  anco  nella 
infinitamente  piccola  grandezza;  e  perciò  clic  razionalmente 
parlando,  la  grandezza  infinitamente  piccola  era  ancor  essa 
infinitamente  divisibile  in  altrettante  infinitesime  parti,  le 
quali  in  faccia  alla  quantità  finita,  riuscivano  infinitesime  di 
secondo  ordine,  e  queste  anch'esse  infinitamente  divisibili,  e 
così  segui  sempre  senza  fine;  onde  fu  Leibnitz  che  ha  tradotto 
l’animo  in  un  mondo  infinito  di  ordini  diversi  di  infinitesimi 
tutti  gli  uni  infinitamente  minori  degli  altri;  fu  Leibnitz  che 
ha  date  ed  assegnate  formole  od  espressioni  analitiche  appro¬ 
priate  a  lutti  questi  infinitesimi. 


Più  Leibnitz  è  sialo  il  primo  a  lar  conoscere  il  valore 
del  principio  del  calcolo  differenziale  rinvenuto  da  Galilei 
ponendo  a  computo  le  infinitesime  parli  ideali,  con  nuove 
semplicissime  forme  espresse ,  e  così  accingendosi  ed  ele¬ 
vandosi  pel  primo  alla  soluzione  di  problemi  che  si  ritene¬ 
vano  generalmente  per  insolubili  ;  o  ciò  che  si  riduce  alla 
stessa  cosa,  inventando  l’analisi  infinitesimale. 

Questi  sono  i  veraci  titoli  di  gloria  di  questo  sommo 
geometra,  e  non  già  quelli  troppo  estesi  ed  esagerati  espressi 
e  predicali  da  Wronski. 

408.  Il  bravo  geometra  di  Polonia  ha  tutta  la  ragione  di 
pronunciare  un  giudizio  anticipato  su  la  posterità,  che  essa 
cioè  riconoscerà  per  una  verità  innegabile,  che  tulli  gli  sforzi 
falli  per  evitare  queste  sublimi  nozkei^Jeir  infinito  e  degli 
infinitesimi  riusciranno  sempre  vani  ed  inutili ,  e  non  ser¬ 
viranno  ad  altro  che  a  monumento  comprovante ,  che  tutti 
queglino  che  procurano  di  evitare  questa  regione  elevala  di 
geometriche  altissime  sublimi  posizioni,  per  abbracciare  quella 
dei  principii  più  triviali  ed  antichi  non  sono  sicuramente 
capaci  di  comprenderne  il  merito,  e  si  mostrano  perciò  inetti, 
e  superficiali  filosofi. 

409.  Il  principio  del  calcolo  differenziale  che  sia  un’al¬ 
goritmo  primitivo,  come  asserisce  Wronski,  questo  è  ciò  che 
noi  non  possiamo  di  leggieri  concedere;  perchè  non  abbiamo 
nessuna  prova  che  ci  induca  ad  ammetterlo;  in  fatti  ogni 
algoritmo  primitivo,  come  ogni  nozione  o  concetto  primitivo 
è  evidente  per  sè  stesso  di  evidenza  intuitiva,  ovvero  a  priori 
come  dice  il  nostro  autore.  Ora  Leibnilz  medesimo ,  che 
doveva  al  paro  di  ogni  altro  apprezzare  le  sue  scoperte  incom¬ 
parabili  (598),  e  le  leggi  precise  e  rigorosamente  logiche, 
che  le  accompagnavano  ,  non  ha  mai  dichiaralo  che  il  prin¬ 
cipio  del  calcolo  differenziale  fosse  rigorosamente  cerio  di 
evidenza  a  priori . 


\nzi  la  siessa  dimostrazione  che  Galilei  ci  ha  lasciala 
di  questo  principio,  non  si  potrebbe  chiamare  evidente  di 
evidenza  apodittica  o  a  priori ,  perchè  anco  lale  dimostra¬ 
zione  si  appoggia  alla  nozione  iocomprensibile  dclTinGnito  ; 
il  che  la  rende  bensì  aperta  e  concludente ,  ma  non  mai 
assolutamente  e  pienamente  evidente  a  priori . 

y  invito  adunque  che  Wronski  indirige  ai  filosofi  di 
abbandonarsi  intieramente  all'  evidenza  di  questo  principio 
non  si  può  largamente  accettare,  perchè  i  filosofi  non 
possono  accettare  questo  principio  se  non  con  quella  ade¬ 
sione  con  cui  lo  ammetteva  Leibnitz  medesimo,  o  meglio 
con  quella  persuasione,  che  migliore  ci  presenta  la  dimo¬ 
strazione  che  di  esso  ne  dà  Galilei. 

AiO.  In  riguardo  al  dirci,  che  la  filosofia  è  arrivata  alla 
soluzione  di  tutti  i  problemi  proprii  alla  ragione  umana, 
ella  c  questa  una  opinione  di  Kant,  o  di  molli  altri  suoi 
connazionali,  ma  è  opinione  che  noi  non  ammetteremo  giam¬ 
mai  per  dimostrata;  tuttavia  non  ci  occuperemo  in  questo 
luogo  di  tale  oggetto ,  perchè  non  interessa  dirittamente 
la  filosofia  delle  matematiche,  in  quanto  che  questa  scienza 
in  molta  parte  è  ancora  lontana  dalla  compiuta  perfezione. 
D’altra  parte,  questa  asserzione  non  è  che  una  larga  e  non 
provata  proposizione  del  Wronski. 

Per  quello  poi  che  asserisce,  cioè  che  i  geometri  anti¬ 
chi  non  avessero  nessuna  idea  di  una  generazione  infinita 
dei  numeri,  noi  non  sapremmo  qual  peso  attribuire  a  cosi 
fatta  sua  opinione,  atteso  che  tulio  l'aspetto  di  verità  che 
può  presentare  questa  sentenza ,  risguarda  più  tosto  alle 
espressioni  degli  antichi  che  al  fallo  loro,  poiché  essi  ammet¬ 
tevano  ed  usavano  le  serie  procedenti  all’ infinito,  essi  cre¬ 
devano  arrivare  con  queste  serie  a’  valori  tenuissimi ,  o  a' 
grandezze  cotanto  piccole,  che  chiamavano  per  questo  minori 
di  tutte  le  date:  essi  usavano  le  serie  per  arrivare  alleni- 
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lime  ragioni,  e  per  giungere  insino  all'evanescenza  o  all  c- 
sauslìonc. 

Ora  presupposte  queste  innegabili  verità  e  di  dottrina 
e  di  fatto ,  con  quale  fondamento  si  può  mai  pronunciare 
che  essi  non  avessero  veruna  cognizione,  e  persino  nè  anco 
verun  sentore  di  una  generazione  infinita  delle  grandezze, 
come,  diciamo,  si  può  pronunciare  altrettanto,  mentre  si  pone¬ 
vano  apertamente  quasi  a  cavallo  a  queste  serie,  per  essere 
da  queste  tradotti  sino  alTinfinito  come  vogliono  le  espres¬ 
sioni  di  Euclide  e  così  si  faccia  sempre ? 

414.  Intanto  osserviamo  che  la  distinzione  del  soggettivo 
applicata  alle  idee  razionali  astratte  o  ideali  di  ogni  maniera 
non  è  scoperta  da  attribuirsi  alla  filosofia  trascendentale,  se 
per  filosofia  di  questo  nome  si  intende  quella  di  Kant  e  di 
moli’  altri  filosofi  di  Germania;  poiché  la  filosofia  che  sotto 
questo  nome  si  vorrebbe  indicare  da  Wronski  è  filosofìa 
conosciuta  anco  avanti  di  Kant  cd  era  appellala  sotto  il  no¬ 
me  di  metafìsica  generale  astratta,  di  ontologia ,  o  di  con¬ 
cetti  generali  razionali,  ec. 

412.  Raccogliendo  queste  sparse  considerazioni  si  com¬ 
prende,  che  la  distinzione  del  soggettivo  e  dell'oggetlivo  non 
somministra  verun  vantaggio  per  giustificare  il  principio  del 
calcolo  differenziale,  perchè  è  una  distinzione  che  non  fa 
che  porre  nome  nuovo  a  cosa  vecchia  e  pienamente  nota  ; 
c  finalmente  perchè  concesso  ancora  che  la  distinzione  riguar¬ 
dasse  un  concetto  nuovo,  questo  di  sua  natura  non  si  pre¬ 
senta  pienamente  evidente.  Imperciocché  anco  tutte  le  ideali 
astratte  posizioni,  o  sono  evidenti  per  sè  stesse,  ed  allora 
sono  anco  posizioni  prime  indemostrabili ,  o  sono  evidenti 
per  dimostrazione  ed  allora  ricavano  tutta  la  loro  evidenza 
dal  principio  di  contraddizione.  Per  altro  tutte  le  nozioni  ora 
appellate  soggettive  si  rinvengono  tulle  in  Platone,  in  Ari¬ 
stotile,  nei  Pitagorici,  in  Piotino ,  ed  in  molli  Padri  della 
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Chiosa  callolica.  Tanto  sia  accennalo  per  far  conoscere  qual 
conto  si  debba  fare  dell'opinione  di  Wronski,  la  quale  in 
izran  parte  appare  fondala  sopra  le  categorie  di  Aristotile, 
e  del  peripato,  che  dopo  poi  furono  predicate  da  Genovesi, 
e  da  altri  Italiani,  e  finalmente  da  Kant. 

415.  Ci  piace  di  richiamare  il  lettore  sopra  di  un'altra 
filosofica  considerazione  la  quale  crediamo  diretta  a  chiarire, 
quale  e  quanto  sia  il  bisogno  nel  quale  si  trova  la  mate¬ 
matica  di  pigliare  i  suoi  principii  primi  della  filosofia  co¬ 
lmine.  E  per  ben  comprendere  quanto  la  matematica  tenga 
dalla  filosofia  comune,  si  ponga  attenzione,  che  tulli  i  con¬ 
cetti  primi,  quali  sono  il  principio  evidente  di  nostra  ragione, 
più  volte  ricordato,  gli  assiomi  che  immediatamente  da  esso 
principio  derivano,  quanto  tutte  le  altre  cognizioni  primi¬ 
tive  indemoslrabili ,  compresi  pure  tra  queste  cognizioni  tulli 
i  falli  primi  interni  ed  esterni,  essi  pure  perchè  primi,  in¬ 
demoslrabili;  tulli  diciamo  questi  principii  o  posizioni  o 
fatti  primi,  sono  la  base  o  il  fondamento  sopra  del  quale 
si  innalza  lutto  1’  edificio  dello  scibile  umano.  Ora  questi 
principii,  ben  considerati,  sono  un  patrimonio  del  nostro 
animo,  c  sono  il  fondamento  primitivo  di  nostra  ragione. 
A  questo  patrimonio  ricorre  il  geometra ,  a  questo  il  filosofo 
comune,  a  questo  tutti  gli  uomini,  che  intendono  ragionare 
sopra  di  qualsivoglia  parte  del  sapere.  Tutto  lo  scibile  umano 
ha  dunque  bisogno  per  necessità  di  fondarsi  sopra  questi 
primi  indemoslrabili  concetti,  e  questi  perciò  si  devono  giu¬ 
stamente  riguardare  come  un  patrimonio  comune  a  tulli  i 
filosofi  di  qualunque  nome  e  di  qualsivoglia  colore  o  deno¬ 
minazione  essi  siano.  Questi  principii  non  sono  la  scienza, 
o  la  filosofia  comune  o  geometrica  nè  quella  di  altra  qualità, 
ma  sono  fondamento  e  principio  di  ogni  qualunque  scienza, 
di  ogni  e  qualunque  filosofia.  Di  fatti  non  è  il  filosofo  che 
faccia  che  il  principio  di  contraddizione  sia  evidente,  non  è 


il  filosofo  clic  infonda  l'evidenza  negli  assiomi,  e  nei  falli  primi 
interni  ed  esterni,  nei  principii  primi  del  giusto  e  dell'onesto  ec. 
ma  all'  invece  è  una  luce  infusa  e  connaturale,  o  essenziale 
del  nostro  animo,  che  ci  fa  vedere  l’evidenza  e  la  certezza 
che  in  essi  risiede,  c  vedutala,  l’ animo  ne  rimane  convinto 
e  pienamente  pago,  ed  a  questa  evidenza  si  appoggia  in  tulli 
li  suoi  ragionamenti. 

414.  L'  attribuire  adunque  tante  obbligazioni  alla  filosofia 
comune,  quante  alcuni  pretendono,  tutto  dipende  dalla  po¬ 
sizione  nella  quale  si  pongono  a  prospettare  in  cerio  modo 
queste  fonti  originarie  e  connaturali  al  nostro  spirilo;  im¬ 
perciocché  riposti  questi  principii  nel  dominio  della  filo¬ 
sofia  comune,  in  tale  ipotesi  la  matematica  deve  tulle  le  sue 
fondamentali  posizioni  e  lutti  li  suoi  principii  alla  filosofia 
comune, e  lasciale  e  considerale  ebesiano  (jueste  primitive  fon¬ 
damentali  posizioni  come  costituenti  c  formanti  un  patrimonio 
comune  a  lutto  lo  scibile,  allora  la  matematica  nulla  deve 
alla  filosofia  comune,  ed  allora  anco  ogni  altra  scienza  sorge 
in  certo  modo  come  una  a  Iato  dell' altra  senza  veruna  re¬ 
ciproca  dipendenza.  Generalmente  però  si  considerano  queste 
primitive  posizioni  o  fondamentali  prime  verità  come  spet¬ 
tanti  alla  filosofia  comune,  e  perchè  essa  le  abbraccia  e  le 
ammette  tutte,  e  di  tulle  ne  forma  basi  di  scienza,  mentre 
la  matematica  non  usa  che  di  poche,  ed  anco  di  queste  in 
modo  soggettivo,  e  poi  ancora  perchè  la  filosofia  comune  è 
quella  che  si  occupa  di  assegnare  a  tulle  queste  primitive 
fondamentali  posizioni  quella  evidenza,  quella  certezza  o  pro¬ 
babilità  che  risponde  esaltamento  alla  loro  natura. 

Più  la  filosofia  comune  è  quella  che  dietro  profondo 
esame,  addila  i  metodi  di  saviamente  usare  di  questi  fonda- 
mentali  principii  onde  evitare  tutti  gli  errori  e  schiarire  lutti 
gli  inganni  e  rendere  rigorosamente  legittime  tulle  le  parti 
del  ragionamento  umano.  Per  queste  ragioni,  generalmente 
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si  considerauo  queste  fondamentali  posizioni  di  spettanza  della 
filosofia  coniane;  e  sotto  questo  punto  di  veduta  razionale 
la  filosofia  comune  si  ritiene  quale  legislatrice  suprema  di 
tutto  lo  scibile  umano,  e  per  tale  motivo  la  matematica  ed 
ed  oani  altra  parte  delle  scienze  umane,  devono  lutti  i  fonda¬ 
mentali  loro  principii  alla  filosofia  comune,  tutte  bevono  ad 
una  stessa  fonte,  tutte  si  nutriscono  dello  stesso  umore,  salvo 
ad  ognuna  delle  scienze  a  scegliere  dalla  massa  comune 
di  questi  primitivi  principii  quelli  che  sono  ad  essa  ap¬ 
propriati. 

Da  ciò  ne  viene,  che  dovrebbe  esistere  tra  le  diverse 
parti  del  sapere  più  armonia,  che  non  si  vede,  e  più  uni¬ 
versale  benevolenza  e  più  verace  fratellanza.  Il  geometra 
ha  torlo  di  ostinarsi  a  risguardare  la  filosofia  comune  con 
indifferenza  e  quasi  con  una  specie  di  maniera  dispettosa, 
il  filosofo  comune  prova  indegnazione  per  questo  irragionevole 
contegno  del  geometra  e  lo  dichiara  indegno  della  scienza  che 
professa.  È  esso  forse  un  destino  degli  uomini  che  li  tragga 
a  contrariarsi  anco  nel  santuario  islesso  del  sapere,  c  ciò 
solo  in  causa  del  diverso  modo  di  vedere  ! 

415.  Ma  ritornando  al  nostro  scopo  di  esaminare  le  opi¬ 
nioni  di  Wronski  non  possiamo  convenire  con  lui,  che  molti 
geometri  credano  di  ricavare  dalle  loro  forinole  analitiche  le 
fondamentali  posizioni  delle  matematiche;  poiché  sarebbe 
la  stessa  cosa,  che  supporli  troppo  disavveduti,  imperciocché 
non  possono  ignorare,  che  queste  loro  formole  non  sono  che 
le  pure  espressioni  dei  loro  interni  concetti;  e  perciò  che 
queste  formole  hanno  quel  solo  significalo  e  quella  sola  im¬ 
portanza  che  la  nostra  intelligenza  loro  ha  voluto  c  saputo 
dare. 

Quindi  è,  che  sarebbe  fare  troppo  gran  torto  il  ritenere, 
che  molli  dei  matematici  potessero  incappare  in  così  gros¬ 
solano  equivoco  di  darsi  a  credere  di  ricavare  e  di  riporre 
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nelle  loro  forinole  qualche  cosa  di  più  di  quello,  che  vi 
hanno  posto  essi  medesimi. 

E  venendo  anco  ai  fautori  delle  dottrine  delle  derivate 
o  delle  funzioni  analitiche  ai  quali  pare  che  specialmente 
voglia  alludere  il  nostro  autore,  osserveremo  a  loro  discolpa, 
che  i  fautori  delle  diverse  derivazioni  fin*  ora  conosciute  in 
matematica,  si  saranno  bensì  ingannati  nel  credere  che  le 
loro  formole  rappresentanti  grandezze  algebriche  finite,  e 
procedenti  secondo  leggi  di  grandezze  finite,  potessero  anco 
convenire  ed  appropriarsi  alle  grandezze  infinite  ed  infini¬ 
tesime,  ma  non  avranno  certamente  mai  credulo  di  rinvenire 
in  queste  loro  formole  le  dimostrazioni  delle  medesime. 

In  questo  consiste  1* equivoco  di  que*  pochi  matematici, 
e  specialmente  di  quelli  che  amano  di  soverchio  il  calcolo 
indeterminalo  delle  derivate,  appunto  perchè  credono  che 
le  formole  indeterminate  siano  suscettive  di  ogni  valore  e 
possano  rappresentare  anco  quelli  del  calcolo  differenziale, 
non  avvertendo,  che  i  valori  dei  termini  delle  serie  del  cal¬ 
colo  indeterminato  escono  all'  in  tutto  fuori  dell'ordine  finito, 
quando  si  sostituiscono  nei  diversi  termini  valori  rispetti¬ 
vamente  infiniti. 

4-16.  Circa  la  capacità  che  hanno,  secondo  alcuni,  le  for¬ 
mole  di  rappresentare  qualsivoglia  valor  finito,  infinito  o  in¬ 
finitesimo  conviene  osservare,  che  ogni  forma  di  cifra  inde¬ 
terminata  è  per  sè  stessa  insignificante  e  per  ciò  appare,  che 
possa  assumere  benissimo  quel  valore  qualunque  che  più  piac¬ 
cia;  ma  sebbene  l' indeterminato  possa  adattarsi  o  piegarsi 
a  rappresentar  lutto  ciò  che  ci  piaccia,  non  è  però  vero, 
che  ogni  forma  di  funzione,  ed  ogni  serie  di  essa  si  presti 
egualmente  ad  ogni  valore.  La  filosofia  delle  serie  è  riposta 
per  la  maggior  parte  nei  valori  delle  funzioni  e  delle  va¬ 
riazioni,  e  assai  per  poca  parte  dipende  dalla  forma  dei 
termini,  onde  anco  per  questo  lato  si  vede,  come  l'indeter- 
minalo  mal  si  presti  ai  valori  infiniti  o  infinitesimi. 
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417  L' andamento  materiale  delle  serie  non  è  dunque  queiio 
che  servaci  base  a,la  fi,osofia  del  calcol°  differenziale,  ma 
sibbene  il  valor  dei  termini  e  la  relativa  loro  ragione.  Ora 
si  possono  forse  dare  delle  formole  cotanto  indeterminale 
che  valgano  a  rappresentare  tutte  le  indefinite  maniere  di 
funzioni,  e  tutti  i  valori,  cioè  i  finiti,  gli  infiniti,  e  gli  infi- 
niiamente  piccoli  non  esclusi?  E  dato  pure,  per  ipotesi,  che 
valessero  a  tutù  esprimerli,  si  potrà  poi  dire  che  valori  in¬ 
finitamente  differenti,  ed  aventi  una  filosofia  infinitamente  di¬ 
versa  possono  essere  indistintamente  rappresentali  e  bene 
espressi  per  una  identica  forma  o  analitica  espressione?  Ecco 
quante  difficoltà  si  incontrano  tutte  le  volte  che  tentiamo  di 
voler  credere  che  una  formola  generale  possa  reggere  ad 
una  cotanto  diversa  filosofia. 

Considerando  la  cifra  in  islalo  indeterminato  è  bensì 
vero  che  si  può  prestare  a  qualsivoglia  valore,  ma  consi¬ 
derando  il  rapporto  che  governa  i  termini,  sotto  questo 
aspetto  non  può  la  cifra  esprimente  una  funzione  finita,  pre¬ 
sentare  un  identità  di  filosofia,  attesa  la  infinita  diversità 
del  valore  dei  termini. 

418.  Mettendo  v.  g.  nel  binomio  di  Newton,  o  in  qualsi¬ 
voglia  altra  formola  di  sviluppamento  diversi  valori,  c  di¬ 
verse  funzioni,  e  diverse  variazioni  ovvero  diverso  espo¬ 
nente,  e  sostituendo  le  diverse  funzioni  di  differenti  algo¬ 
ritmi,  logaritmici,  circolari,  trascendenti,  non  che  tulli  i  va¬ 
lori  intieri,  frazionarli,  radicali,  ec.  si  vedrà  quante  meta- 
lamorfosi  accadono  anco  nel  materiale  dello  sviluppamento; 
metamorfosi  procedenti  dalla  diversa  natura  delle  funzioni, 
e  che  inducono  nelle  serie  cangiamenti  nei  termini  e  nella 
ragione  di  essi  e  cangiamenti  li  più  grandi  possibili. 

Ora  questi  fatti,  che  ognuno  può  reudersi  familiari 
coll’ordinario  uso  del  calcolo  e,  camminando  su  le  tracce 
dei  calcolatori  non  fanno  apertamente  conoscere  che  per 
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molli  riguardi  l’ andamento  dello  sviluppamene  del  bino¬ 
mio  e  di  allra  funzione  sviluppala  rimane  sostanzialmente 
alteralo  specialmente  nella  ragione  che  governa  i  termini  ? 
CVa  queste  metamorfosi  dimostrano  in  via  irrefragabile,  clic 
un  solo  sviluppamene  non  è  pienamente  adattato  a  rap¬ 
presentare  tulle  le  modificazioni,  che  rispondono  a  tulle  que¬ 
ste  posizioni. 

419.  Si  sono  dovute  accennare  queste  particolarità  non 
per  titolo  di  critica  a  chicchessia,  nè  perchè  sia  nostra  in¬ 
tenzione  di  presentare  con  esse  dei  ragguagli  filosofici  intorno 
alla  natura  delle  espressioni  in  serie  delle  funzioni,  ma  per 
fare  conoscere,  che  la  asserzione  di  Wronski,  nella  quale 
dichiara  espressamente,  che  la  formola  generale  delle  diffe¬ 
renze  finite,  comprende  come  caso  concreto  il  valore  delle 
differenze  infinitesime  questa  non  è  vera;  imperciocché  per 
il  già  detto  qui  pocanzi  questa  anzi  si  presenta  una  pro¬ 
posizione,  che  ha  bisogno  di  prova,  e  di  molle  restrizioni 
per  renderla  persuasiva  e  verace. 

420.  Per  quello  poi  che  concerne  la  definizione,  che  que¬ 
sto  geometra  ci  presenta  del  calcolo  differenziale  (597)  c  che 
egli  crede  evidente  e  certissima,  come  algoritmo  primitivo 
di  nostra  intelligenza,  questa  definizione,  diciamo,  non  ci  si 
presenta  di  quella  certezza  di  cui,  il  nostro  geometra  la  vuole 
fornita.  E  per  presentarne  l'analisi  con  sufficiente  cognizione 
di  causa,  ci  sia  permesso  premettere  alcune  filosofiche  os¬ 
servazioni  dirette  a  chiarire  la  filosofia,  che  esiste  in  questa 
definizione  di  cui  si  tratta. 

La  filosofia  di  Kant,  cui  Wronski  si  appoggia  intiera¬ 
mente  come  a  suprema  legislatrice  della  scienza  matematica 
non  ha  procurato  all* intelletto  uostro,  nè  maggior  esattezza 
ne'  suoi  giudizii,  nè  più  precise  forme  ne' suoi  concetti;  quindi 
non  ha  di  mollo  accresciuto  il  patrimonio  delle  umane  co¬ 
gnizioni;  perchè  tutta  platonica,  aristotelica ,  c  tutta,  salvo 
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alcune  nuove  espressioni,  italiana  (veggansi  Genovesi  Vico, 
Mammiani  ec.)- picnic  adunque  di  importante,  clic  avanti  Kanr 
non  fosse  evidente,  lo  è  divenuto  in  causa  di  lui.  Clic  l’alga 
ritmo  del  calcolo  differenziale  sia  algoritmo  primo,  eviden/c, 
indemostrabile, questo  è  ciò,  clic  si  dice  dal  nostro  geometra, 
e  che  non  si  prova.  Tuttavia  ognun  di  noi  comprende,  die 
la  evidenza  del  principio  del  calcolo  differenziale,  dovrebbe 
essere  o  dimostrativamente  falla  conoscere,  o  pure  dovrebbe 
appalesarsi  spontanea  ed  apertissima  da  sè  stessa. 

421.  La  principale  premura  di  Wronski  quella  dunque 
esser  doveva  di  dimostrare  o  almeno  appalesare  precisa¬ 
mente,  che  l'algoritmo  del  calcolo  differenziale  fosse  cerio 
ed  evidente  per  sè  stesso,  e  di  una  certezza  come  egli  dice 
intuitiva  apodittica.  E  quando  il  principio  del  calcolo  diffe¬ 
renziale  fosse  evidentemente  certo  non  si  sa  comprendere, 
come  tutti  gli  uomini  culli  non  T  abbiano  conosciuto  per  tale. 
Ora  la  universale  di  tulli  i  geometri  non  T  hanno  ricono¬ 
sciuto  di  questa  natura. 

Non  avendo  egli  adunque  appalesalo  con  sufficiente  chia¬ 
rezza  questa  spontanea  verità  del  principio  in  discorso,  ri¬ 
mane  la  sua  proposizione  involta  in  una  oscurità  impene¬ 
trabile.  In  fatti,  sia  poi  che  la  nostra  mente  si  faccia  a  con¬ 
siderare  l' oggettivo,  che  a  lei  si  appalesa  per  mezzo  dei 
sensi;  sia  poi,  che  si  occupi  a  contemplare  il  soggettivo, 
che  ritrova  in  se  stessa,  qual  patrimonio  o  prodotto  della 
sua  percettiva  c  conoscitiva  attività,  certo  si  è,  che  nel  ri¬ 
conoscere  evidente  o  no  tanto  T  oggettivo,  che  il  soggettivo, 
la  nostra  intelligenza  non  ha  altra  regola  o  altro  mezzo  se 
non  che  quella  luce  evidente  e  chiara  che  accompagna  le 
sue  percezioni  o  posizioni,  c  nelle  quali  vi  ravvisa  così  ef¬ 
fetti  vamenlc  la  verità,  che  in  questa  rinviene  a  nitidi  carat¬ 
teri  compresa  anco  la  impossibilità  del  contrario.  Traspor¬ 
tando  adunque  il  nostro  pensiero  sopra  il  principio  del  cal- 
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colo  differenziale,  dii  mai  può  persuadersi  c  ravvisarvi  per 
culro  la  piena  verilà  intuitiva? 

422.  Venendo  dunque  a  più  concreto  ragionamento,  o 
queste  leggi  soggettive  della  generazione  indefinita  ideale  della 
grandezza  sono  evidenti  in  sè  stesse,  o  lo  sono  solamente 
per  induzione  ed  in  forza  di  apposito  ragionàmenlo;  ma  nè 
l’una  nè  l'altra  cosa  dal  nostro  geometra  si  prova,  dunque 
il  suo  dire  si  risolve  in  mera  asserzione.  Nè  giovano  a  lui 
le  dicerie,  che  le  leggi  del  calcolo  differenziale  non  sieno  leggi 
della  generazione  effettiva  delle  grandezze,  ma  leggi  della 
cognizione  di  questa  generazione  medesima;  imperciocché 
anco  le  semplici  idee,  nozioni,  o  intuizioni  della  nostra  co¬ 
gnizione,  sono  sempre  interni  fenomeni  di  nostra  intelligenza, 
sono  mere  funzioni  di  essa ,  quindi,  sempre  è  vero,  che  o 
debbono  essere  evidenti  per  sè  stesse  o  per  dimostrazione. 
Insino  dalla  più  remota  antichità  le  grandezze  prese  in  con¬ 
siderazione  dai  cultori  della  scienza  geometrica  sono  sempre 
state  considerate  grandezze  ideali,  astratte  c  mentali,  o  se 
più  piace,  regole  razionali  di  nostra  maniera  di  vedere,  di 
conoscere,  o  di  ideare,  di  percepire  ec.  onde  poco  imporla, 
che  adesso  si  chiamino  regole  soggettive,  piuttosto  che  regole 
di  nostro  ideale  pensamento,  giacché  sarebbe  forse  meglio 
appellarle  leggi  nostre  ipotetiche  ideali  conformate  c  conce¬ 
pite  secondo  il  nostro  particolar  modo  di  conoscere,  di  ve¬ 
dere  c  di  intendere. 

Per  riguardo  poi  al  nostro  geometra  clic  cerca  tradurre 
il  nostro  pensiero  dalla  grandezza  alla  generazione  che  noi 
conosciamo  della  nostra  cognizione  della  grandezza,  noi  non 
insisteremo  di  avanlaggio  perchè,  con  questo  suo  dire  trae 
l'animo  fuori  dal  principale  oggetto,  anzi  Io  devia  da  esso 
sostanzialmente;  imperciocché  in  un  ragionamento  di  gran¬ 
dezza,  passare  alla  maniera  con  la  quale  noi  veniamo  in  co¬ 
gnizione  della  generazione  della  cognizione  della  stessa,  se 
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(|Ueb|0  noi,  è  fourviare  ilei  priueipal  soggetto,  qual  allra  cosa 
lo  sarà  ? 

Più  sia  dello  e  rimarcalo,  che  il  contegno  di  Wronski 
pecca  anco  pel  seguente  lato.  La  generazione  della  cognizione 
versa  e  porla,  come  egli  dice,  sopra  il  modo  col  quale  si  in¬ 
cenera  in  noi  la  cognizione  della  grandezza;  quindi  qucsla 
cognizione  non  appartiene  alla  dottrina  delle  grandezze,  c 
quindi  non  appartiene  a  quella  del  calcolo  differenziale,  il 
quale  parla  e  tratta  di  grandezze  già  date  e  poste,  ed  è  al- 
l'in  lutto  estraneo  alla  generazione  della  loro  cognizione. 

Più  queste  grandezze  geometriche  astrattamente  consi¬ 
derate  sono  dotale  della  proprietà  del  continuo,  la  qual  pro¬ 
prietà  non  è  altra  cosa  fuor  che  una  legge  ipotetica  volon¬ 
taria  di  nostra  cognizione,  quindi  sempre  all’in  lutto  perfet¬ 
tamente  soggettiva. 

423.  Questi  ragionamenti  sono  facili,  chiari  ed  innegabili, 
e  perciò  basta  l’averli  accennali  perchè  se  ne  appalesi  alla 
nostra  intelligenza  la  loro  verità.  È  dunque  cosa  certa,  che 
anco  le  antiche  speculazioni  geometriche,  ovvero  le  loro  po¬ 
sizioni  astraile  ideali  si  aggirano  sempre  sopra  la  generazione 
delle  quantità  soggettive,  e  soggettivamente  considerale.  Le 
quantità  minori  di  tutte  le  assegnate  ed  assegnabili ,  le  prime 
ed  ultime  ragioni  delle  grandezze,  le  evanescenti  ec.  ec.  che 
cosa  esse  sono  se  non  leggi  o  nozioni  elaboratissime  di  nostra 
maniera  di  immaginare  e  di  percepire?  Sopra  quale  altro  ap¬ 
poggio  adunque  il  geometra  di  cui  parliamo  vuol  dare  od  at¬ 
tribuire  al  soggettivo  algoritmo  del  calcolo  differenziale  la 
proprietà  di  algoritmo  primitivo  e  perciò  dolalo  di  verità 
piena  intuitiva? 

424.  E  qui  siaci  permessa  un’  altra  osservazione,  e  questa 
pure  di  non  lieve  importanza;  cioè,  che  altra  cosa  sono  le 
leggi  geometriche  con  le  quali  gli  antichi  ed  i  moderni  spin¬ 
gono  innanzi  li  loro  ragionamenti  intorno  alla  diminuzione 
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indefinita  della  grandezza  finita,  altra  cosa  e  ben  diversa, 
sono  le  leggi  alle  quali  si  appigliano  nel  trattare  gli  ultimi 
risallamenii  finali  della  stessa  grandezza  finita  (che  erronea¬ 
mente  ritengono  di  avere  conseguiti).  Con  le  prime  leggi 
essi  sperano  di  arrivare  alla  minor  di  ogni  data,  con  le  se¬ 
conde  si  permettono  di  pensare,  che  questa  sia  cotanto  stre¬ 
mala  da  poterla  avere  come  zero. 

Ora  insino  a  tanto,  che  essi  prosieguono  1‘ andamento 
ed  il  processo  delle  loro  serie,  sempre  si  trovano  tra  valori 
finiti,  e  di  natura  finita,  e  da  questa  per  essi  penosa  condi¬ 
zione  non  sanno  mai  liberarsi.  Che  fecero  adunque  per  ve¬ 
dere  di  conseguire  lo  scopo  propostosi?  Abbandonale  le  se¬ 
rie  conducenti  a  diminuzione,  si  librarono,  per  così  dire, 
sulle  ali  del  loro  pensiero,  ed  in  onta  della  effettiva  impossi¬ 
bilità  di  arrivare  al  fine  delle  loro  serie,  si  trasferirono  ipo¬ 
teticamente  alla  loro  fine  o  all'  infinito  corso  delle  serie  me¬ 
desime  e  con  tale  ardito  ipotetico  pensiero  cercarono  di 
affissarsi  in  questo  supremo  confine  e  colà  di  vedervi  la  minor 
di  ogni  data  ridotta  allo  stato  di  quasi  zero.  Ora  con  que¬ 
sto  sforzo  di  spingersi  col  pensiero  alla  fine  di  serie  inter¬ 
minabili,  certamente  che  non  è  un’ operazione  oggettiva,  ma 
invece  di  natura  al  tutto  soggettiva  e  puramente  soggettiva. 
Dunque  anco  li  antichi  si  appigliarono  al  soggettivo  e  Io  trat¬ 
tarono  con  famigliarità.  L' inassegnabile  grandezza  è  idea 
soggettiva,  l'infinita  divisibilità  delle  grandezze  è  idea  sog¬ 
gettiva,  la  proprietà  del  continuo,  fonte  di  questa  divisibilità, 
è  idea  soggettiva,  eminentemente  soggettiva  ed  ipotetica  in¬ 
sieme  è  la  serie  infinita,  ed  il  di  lei  protraimene  all’ infinito; 
e  dopo  tutte  queste  nozioni  soggettive,  c  nelle  quali  si  può 
dire,  clie  essi  miravano  alla  generazione  soggettiva  infinita 
delle  grandezze,  perchè  si  ha  da  dire, che  essi  ignoravano 
iill’in  tutto  si  fatta  generazione?  L’infinitesima  entità  ideala 
da  Galilei,  ritentila  ria  KJeplero,  Fermai,  Barrow  cd  altri. 
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dava  pure  questa  generazione  infinita  e  sublime  delle  grandezze; 
c  per  qual  ragione  si  dirà  che  da  essi  si  tratta  e  sì  considera 
cosa  oggettiva  e  non  soggettiva.  Ila  essa  forse  questa  idea 
cangiato  natura  nella  mente  di  Leibnilz?  L'ha  egli  forse 
purificata ,  lambicata  in  modo  da  averla  elevala  dallo  stalo 
oggettivo  al  soggettivo?  Certamente  ebe  no;  perché  quale 
era  in  mano  di  Galilei  e  degli  altri ,  tal  è  in  mano  sua. 

Ma  quello  che  più  da  vicino  ci  interessa  si  è,  che  gli  an¬ 
tichi  ritenendo  il  lor  principio:  che  due  grandezze  erano 
eguali  quando  differivano  tra  di  loro  solamente  di  una  quan¬ 
tità  minor  di  ogni  data,  non  hanno  ritenuto  un  principio  se¬ 
condo  essi  di  certezza  apodittica  rigorosa.  Se  tale  fosse  stato 
il  pensamento  degli  antichi,  non  avrebbero  annuncialo  il  prin¬ 
cipio  in  modo  contenente  il  confronto  della  minor  di  ogni 
data  con  la  quantità  finita.  E  se  gli  antichi,  riguardo  alla 
loro  inassegnabile  soggettiva  la  consideravano  in  confronto 
della  grandezza  finita,  ciò  voleva  dire,  che  sebbene  la  minor 
iY  ogni  data  fosse  quantità  ideale  soggettiva,  pure  la  consi¬ 
deravano  ancora  come  avente  qualche  senior  di  grandezza, 
o  come  un  supremo  residuo  di  grandezza  finita,  altrimenti 
non  sarebbe  stalo  possibile  di  porla  in  comparazione  col  fi¬ 
nito,  come  sarebbe  sempre  impossibile  comparare  V  infinite¬ 
simo  al  finito,  se  per  essere  il  primo  infinitamente  piccolo 
ideale  soggettivo  nulla  avesse  a  che  fare  col  finito,  o  nulla 
avesse  di  comune  col  finito  medesimo. 

425.  Per  simile  maniera  le  leggi  del  calcolo  differenziale 
le  quali  vogliono  che  la  variazione  sia  una  grandezza  infi- 
tesima,  presentano  nello  sviluppamene  della  funzione  F  (a 
n  n  n — 1  n  n — 1 

4-dx  )"  ~  u!1 4 - a0”1  dx  4- - a0-2  dxa  4 - 

4  4  2  4  2 

n—2 

- a11-3  dx3  4-  ec.  presentano,  diciamo,  le  seguenti  osserva- 
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zioni:  cioè  clic  a1'  primo  termine  eli  valor  finito  dello  sviluppa¬ 
li 

mento  riesce  infinito  in  confronto  del  secondo,  che  è— an_1 

1 

dx;  c  che  questo  secondo  è  infinito  in  confronto  del  terzo 
n  n — i 

che  è - aQ_2  dx2,  c  così  via  via  senza  fine.  Ora  clic 

1  2 

nc  viene  da  ciò?  Forse  che  sia  evidente,  di  evidenza  piena 
rigorosa  intuitiva  che  a  -i-  dx  sia  zza,  il  che  vuol  dire  esser 

i 

evidente\chc  dx~  —  ~0?  Questo  non  mai.  Eppure  il  filo- 

OO 

sofo  di  Polonia  non  poteva  ignorare,  che  la  principale  diffi¬ 
coltà  promossa  contro  il  calcolo  differenziale  consisteva  appunto 
nella  libertà  che  si  pigliavano  i  geometri  di  considerare  la 
dx  quale  zero  in  confronto  della  quantità  finita. 

426.  La  filosofia  del  calcolo  differenziale  non  è  mai  siala 
tacciala  di  inesattezza  se  non  sotto  questo  punto  di  veduta 
intellettuale.  Ora  questo  calcolo,  secondo  il  filosofo  di  Polonia, 
è  fondalo  sopra  questo  principio  eminentemente  soggettivo; 
dunque  diremo  noi  il  principio  del  calcolo  differenziale  leibni- 
ziano  non  è  mai  stalo  evidente  di  perfetta  evidenza  in  forza 
della  sua  soggettività.  Leibnilz  che  ne  è  il  famoso  inventore, 
o  meglio  lo  scientifico  formolatore  di  esso  principio,  Leibnilz 
non  lo  spacciò  mai  di  tanta  evidenza  apodittica,  di  quanta 
adesso  si  vorrebbe  dichiarar  fornito.  E  sia  anco  notato,  che 
si  accontentava  invece  di  ritenerlo  per  evidente  specialmente 
in  vista  dei  risullamenli  veraci  che  si  ottenevano  per  mezzo 
del  calcolo  differenziale  fondalo  e  regolalo  sopra  questo  prin¬ 
cipio  medesimo. 

427.  Non  è  vero  che  Leibnilz  abbia  fatto  la  incompara¬ 
bile  scoperta  della  generazione  indefinita  della  grandezza,  e 


liosla  il  fin  qui  dello  a  dimostrare  questa  asserzione;  poi 
la  confermano  pienamente  le  dottrine  di  Galilei,  adottate  da 
Fermai,  da  Wallis,  da  Barrow  e  da  altri.  Invece  egli  ha  più 
dichiaratamente  manifestala*  e  se  anco  piace  meglio*  disco¬ 
perta  la  generazione  indefinita  delle  grandezze  in  quanto  si 
considera  estesa  a  tutti  gli  indefiniti  ordini  degli  infinitesimi; 
o  questo  volentieri  si  concede  al  sommo  geometra  di  Lipsia. 
Tuttavia  dopo  tutte  queste  sublimi  nozioni ,  e  dopo  aver  con 
tanta  maestria  sviluppale  queste  grandi  idee,  egli  non  si  è 
nò  pur  cimentato  alla  dimostrazione  del  principio  del  calcolo 
differenziale*  e  non  già  che  lo  ritenesse  evidente  di  evidenza 
spontanea,  perchè  il  già  detto  lo  smentisce,  ma  unicamente 
perchè  conduceva  a  risultamene  esatti. 

428.  li  principio  del  calcolo  differenziale  dichiaralo  da 
Wronski  giustamente  principio  tutto  soggettivo,  significa  esser 
principio  tutto  ideale  razionale  e  pienamente  dell'ordine  in¬ 
tellettuale  speculativo.  Ora  non  ci  occorrono  profondi  pen¬ 
samenti  e  difficili  o  dilicate  induzioni  per  conoscere,  che  anco 
le  entità  nostre  ideali  soggettive  esigono  nè  più  nè  meno 
delle  oggettive,  esigono  cioè  di  essere,  o  verità  prime  evi¬ 
denti,  o  verità  dimostrate;  nulla  adunque  di  vantaggio  ci 
procura  la  nozione  o  la  avvertenza,  che  sia  principio  sog¬ 
gettivo,  anzi  che  oggettivo.  Che  più,  l'opinione  universale  di 
lutti  i  filosofi  si  è,  che  in  queste  elevale  nozioni  ideali  astrat¬ 
tissime  si  debba  procedere  con  un  rigore  di  ragione  supremo,  e 
dove  non  siavi  tutta  la  luce  piena  dell' evidenza,  e  quale  pre¬ 
cisamente  si  ravvisa  nel  principio  di  nostra  ragione  giammai 
non  debbasi  riconoscere  e  ritenere  verità,  e  certezza  esatta. 

429.  Ma  proseguiamo  a  riferire  i  pensamenti  di  questo 
bravo  geometra  di  Polonia.  Questi  nella  sua  opera  intitolata: 
Philosophie  de  l’ infimi ,  edita  in  Parigi  1814,  alla  pag.  54, 
scrive:  =  Prima  di  lutto  bisogna  riconoscere  che  l’idea  dei- 
fi  infinito  è  un  prodotto  intellettuale*  lutto  affatto  diverso  da 
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quello  che  costituisce  il  concetto  della  quantità  finita.  (Dot¬ 
trina  già  insegnala  da  Galilei,  vedi  num.  442,  445  ).  Queste 

due  funzioni  del  nostro  sapere  sono  affatto  eterogenee - 

Una  la  concezione  della  quantità  finita  è  un  prodoti o  dell  in¬ 
telletto  che  serve  a  legare  intellettualmente  le  intuizioni,  che 
noi  abbiamo  degli  oggetti,  o  se  più  piace,  gli  oggetti  mede¬ 
simi:  cioè  parlando  un  linguaggio  più  filosofico,  la  concezione 
di  una  quantità  finita  è  un  prodotto  dell’  intelletto ,  il  quale 
sotto  le  condizioni  del  tempo,  clic  gli  sono  proprie,  intro¬ 
duce  una  unità  intellettuale,  o  una  significazione  nell’ essere 
opposto  al  sapere;  (fortuna  per  noi  che  lutti  abbiamo  una 
chiara  idea  della  grandezza  finita,  poiché  se  la  dovessimo 
apparare  da  questo  linguaggio  filosofico,  non  sapremmo  qual 
costrutto  ricavarne).  L’altra  delle  due  funzioni  delle  quali 
si  parla,  l’idea  dell' infinito ,  è  un  prodotto  della  ragione , 
che  in  sè  stesso  si  ritrova  fuori  delle  condizioni  del  tempo, 
c  per  conseguenza  inapplicabile,  o  trascendente  nell'  uso  costi¬ 
tutivo,  che  noi  facciamo  del  sapere  per  la  cognizione  del¬ 
l’essere;  vale  a  dire,  inapplicabile  in  quest’uso  particolare 
del  sapere,  il  quale  costituisce  le  leggi  delle  nostre  cogni¬ 
zioni  immanenti,  o  delle  nostre  cognizioni  ebe  possono  essere 
contestale  per  mezzo  dell’esperienza,  della  quale  la  prima 
condizione  è  il  tempo.  Ma  impiegato  almeno  di  una  maniera 
regolati  va  „  sottomettendolo  per  l’influenza  del  giudizio  alle 
condizioni  del  tempo,  le  quali  gli  sono  estranee,  questo  pro¬ 
dotto  della  ragione,  l'idea  dell' infinito,  trasformala  così  nel¬ 
l’idea  dell'  indefinito,  serve  a  legare  le  nozioni  islesse,  che 
noi  abbiamo  della  quantità,  vale  a  dire  parlando  una  lingua 
più  filosofica,  l’idea  dell'infinito  ove  traspare  /’  assoluto  tro¬ 
vandosi  in  forza  della  mediazione  del  giudizio  trasmutata  nel¬ 
l’idea  dell’indefinito,  per  1’ applicazione  delle  condizioni  del 
tempo,  serve  almeno  regolativamente  nella  sfera  immanente 
delle  nostre  cognizioni,  c  lutto  questo  introducendovi  l’ultima 
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umlii,  o  l’ ultima  significazione  no»  nell’ oggetto  del  sapere, 
nell'  essere,  ma  sibbene  nella  l'unzione  istessa  del  sapere,  re¬ 
lativa  alla  cognizione  della  quantità.  Onde  quello,  clic  qui 
imporla  di  ben  rimarcare,  si  è,  che  la  concezione  di  una 
quantità  finita  s'aggira  sempre  sull' oggetto  del  sapere,  sopra 
l'essere,  il  quale  è  opposto  al  sapere,  e  che  costituisce  l' og¬ 
getto  della  cognizione;  in  tanto,  che  T idea  dell’ infinito,  che 
per  sè  stessa  si  trova  fuori  delle  condizioni  del  tempo,  e 
che  per  conseguenza  non  trova  applicazione  immediata  al- 
l’ oggetto  del  sapere,  all' essere,  che  e  opposto  a  quest’ul¬ 
timo,  non  può  in  sottomettendola,  coll’ intermedio  del  giudizio, 
alle  condizioni  del  tempo,  per  utilizzare  nella  sfera  delle 
nostre  cognizioni  immanenti,  vale  a  dire,  in  trasmutandola 
nell’idea  dell’ indefinito,  non  può  dico,  aggirarsi  che  sopra 
le  funzioni  islesse  del  sapere,  nelle  quali  essa  introduce  la 
più  alla  unità  intellettuale,  o  la  più  alla  significazione  nella 
produzione  istessa  della  cognizione  della  quantità.  (Nessuno 
può  avere  una  adequata  idea  dell' infinito  o  della  quantità 
infinita,  ma  in  fe’  di  Dio,  che  con  questa  maniera  di  inde¬ 
terminate  ed  oscure  circonlocuzioni,  certamente,  che  si  pro¬ 
cura  di  far  perdere  di  vista  anco  quel  poco  di  questa  no¬ 
zione  che  il  buon  senso  ci  permette  di  comprendere);  in 
breve,  perchè  la  concezione  di  una  quantità  finita  serve  di 
legge  costitutiva  olle  relazioni  possibili  nell'essere  opposto 
al  sapere;  c  l’idea  dell'infinito  trasmutala  nell’ idea  dell' in¬ 
definito  per  T  applicazione  delle  condizioni  del  tempo,  non  serve 
che  di  legge  regolaliva  o  di  regola  alla  funzione  istessa 
del  sapere  concernente  la  generazione  della  cognizione  della 
quantità. 

430.  Ella  è  questa  importante  distinzione  trascendentale 
il  nodo  della  metafisica  del  calcolo  infinitesimale.  In  falli 
le  quantità  finite  e  le  quantità  indefinite,  vale  a  dire,  le 
quantità  infinitesimali,  appartengono  a  due  classi  di  cogni- 


zìom  tuli’ adatto  differenti*  ed  anco  eterogenee:  le  quantità 
finite  versano  sopra  gli  oggetti  delle  nostre  cognizioni  e  le 
quantità  infinitesimali  versano  sopra  la  generazione  islessa 
della  loro  cognizione;  di  maniera  che  ciascheduna  delle  due 
classi  di  cognizioni,  deve  avere  delle  leggi  proprie,  ed  è  nella 
distinzione  di  queste  leggi  che  si  ritrova  evidentemente  il 
punto  capitale  della  metafisica  delle  quantità  infinitesimali. 

451.  Per  meglio  distinguere  queste  leggi  noi  chiameremo 
leggi  oggettive  le  leggi  delle  quantità  finite,  e  leggi  sogget¬ 
tive  le  leggi  delle  quantità  infinitesimali;  perchè  esse  non 
versano  che  sopra  la  generazione  delle  nostre  cognizioni  re¬ 
lative  alla  'quantità.  Ora  il  primo  risullamento  scientifico  clic 
noi  conseguiamo  da  questa  distinzione  trascendentale  è  il 
j precello  negativo  di  non  confondere  nell’  algoritmi,  le  leggi 
oggettive  delle  quantità  finite,  con  le  leggi  puramente  sog¬ 
gettive  delle  quantità  infinitesimali. 

Questa  confusione  è  quella  che  costituisce  la  sorgente 
della  inesattezza  che  si  crede  annessa  al  calcolo  infinitesimale. 
In  fatti  confondendo  le  leggi  soggettive  delle  quantità  infini¬ 
tesimali,  le  quali  non  sono  che  delle  regole  di  nostra  spe¬ 
culazione  sopra  la  generazione  della  cognizione  della  quan¬ 
tità,  con  le  regole  oggettive  delle  quantità  finite,  le  quali  sono 
le  regole  della  realità  istessa  della  quantità,  si  cade  in 
equivoco;  ed  è  così,  che  siamo  naturalmente  portati  a  con¬ 
fonderle,  e  crediamo  scoprire  nei  procedimenti  del  calcolo 
differenziale  o  infinitesimale  una  specie  di  contraddizione  lo¬ 
gica  od  una  assurdità  proveniente  come  se  lo  vede  qui  dal- 
l' antinomia  trascendentale,  che  si  ritrova  nei  prodotti  della 
ragione  e  con  quelli  dell’intelligenza. 

452.  Avendo  così  evitata  la  confusione  delle  leggi  ogget¬ 
tive  delle  quantità  finite,  con  le  leggi  puramente  soggettive 
delle  quantità  infinitesimali,  come  lo  prescrive  il  precetto  ne¬ 
gativo,  che  è  il  primo  risultamelo  della  distinzione  trascen- 
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dentale  di  queste  due  leggi,  per  metter  fine  e  compimento 
alla  metafisica  del  calcolo  infinitesimale,  bisogna  dedurne  il 
principio  delle  leggi  soggettive,  che  sono  1J  oggetto  di  qnesto 
calcolo  ed  è  questo  evidentemente  il  precetto  positivo  risul¬ 
tante  dalla  distinzione  trascendentale  di  cui  si  tratta.  Ora 
questo  precetto  delle  leggi  soggettive,  costituente  T  oggetto 
del  calcolo  infinitesimale  non  è  altra  cosa  che  il  seguente: 
Due  quantità  che  non  differiscono  tra  di  loro  se  non  se 
di  una  quantità  infinitamente  più  piccola ,  sono  rigorosa¬ 
mente  eguali. 

433.  È  questo  principio,  che  ha  tanto  imbarazzato  i  geome¬ 
tri.  Questi  sapienti  invece  di  non  riconoscervi  che  una  regola 
soggettiva  per  la  generazione  della  cognizione  della  quantità, 
vi  hanno  voluto  costantemente  ravvisare  una  regola  o  una 
legge  oggettiva  della  relazione  istessa  delle  quantità;  ed  in 
allora  non  fa  sorpresa,  che  abbiano  sconosciuto  evidente¬ 
mente  per  fino  la  natura  delle  cose,  se  possiam  dire  così, 
e  conveniva  bene,  che  si  sconoscesse  nel  medesimo  tempo 
la  verità  che  si  ritiene  nelle  cose.  In  tanto,  malgrado  questo 
errore,  per  sè  un  poco  grossolano,  la  certezza  apodi tica  at¬ 
taccata  al  principio  di  cui  si  tratta,  ha  forzato  i  geometri, 
tutti  indistintamente,  a  pagare  il  tributo  che  si  deve  alla 
verità;  perchè  tutti  i  geometri  indistintamente,  ed  era  impos¬ 
sibile  altrimenti,  hanno  supposto  questo  grande  principio 
esplicitamente  o  implicitamente  nelle  loro  argomentazioni 
concernenti  il  calcolo  infinitesimale.  Ecco  del  resto  la  dedu¬ 
zione  metafisica  rigorosa  di  questo  gran  principio. 

434.  Poiché,  come  abbiam  veduto  più  sopra,  le  leggi  delle 
quantità  infinitesimali  sono  puramente  soggettive,  cioè  non 
sono,  che  mere  regole  per  la  generazione  della  cognizione 
della  quantità,  c  non  delle  leggi  oggettive  della  relazione 
istessa  della  quantità,  egli  è  vero  immedialamenle,  c  questo 
non  solo  in  maniera  intuitiva,  e  per  un  giudizio  sintetico  a 
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priori,  come  negli  altri  priucipii  delle  matematiche,  ma  anco 
per  di  più  in  una  maniera  discorsiva  per  il  solo  principio 
logico  di  contradizione,  egli  è  vero  diciamo  noi  :  =  che  due 
quantità  A  e  B  che  non  differiscono  fra  di  loro,  che  di  una 
quantità  indefinitamente  piccola  C  sono  rigorosamente  eguali; 
perchè  l' idea  della  quantità  infinitesimale  C  non  essendo , 
che  una  regola  per  la  generazione  della  cognizione  della 
quantità  dell'  ordine  di  quelle  che  si  trovano  qui  in  rela¬ 
zione,  cioè  de IV  ordine  delle  quantità  A  e  B,  e  non  già  una 
cognizione  acquistata  o  ingenerala  da  qualche  quantità, 
perchè  come  ahbiam  conosciuto ,  la  quantità  infinitesi¬ 
male  più  piccola  C  non  ha  nè  essa  stessa,  nè  le  sue 
parti  qualunque  esse  siano,  alcuna  realità  oggettiva  nella 
sfera  delle  grandezze ,  nella  quale  si  ritrovano  le  quantità 
A  e  B,  egli  è  chiaro,  che  la  relazione  delle  quantità  A  e 
B,  delle  quali  si  tratta,  considerale  nella  loro  realità  og¬ 
gettiva,  non  è  per  verun  conto  cangiata  dall’  influenza  pura¬ 
mente  soggettiva  della  quantità  infinitesimale  C  — . 

455.  Ilo  qui  voluto  porre  sott'  occhio  al  lettore  per  in¬ 
tiero  la  dottrina  di  questo  valente  geometra,  acciò  possa  da 
se  stesso  portarne  quel  giudizio,  clic  crederà  migliore,  ed 
ancora  perchè  possa  meglio  intendere  ed  apprezzare  anco 
quel  poco  che  diremo  nel  farne  l’analisi. 

Omettendo  di  seguirlo  nei  minuti  rapporti  che  egli  ci 
porge  dell' idea  oggettiva  e  soggettiva,  giacché  nell’epoca  in 
cui  scriviamo  ogni  filosofo  pienamente  conosce  la  differenza 
che  passa  tra  queste  due  distinte  nozioni:  sorpassando  pure 
i  due  precetti  negativo  e  positivo ,  giacché  tutti  e  due  si  tro¬ 
vano  riuniti  e  sottintesi  nella  deduzione  metafisica  rigorosa 
del  gran  principio  del  calcolo  differenziale ,  esaminiamo 
solo  quest’ultimo  principio,  e  vediamo  con  tutta  1*  atten¬ 
zione,  se  in  esso  esista  tanta  evidenza  o  metafisica  rigorosa 
quanta  crede  ravvisacene  il  geometra  di  Polonia. 


456.  Primamente  osserveremo,  che  ammesso  per  vero,  che 
le  due  grandezze  A  e  B,  sieno  rigorosamente  eguali  quando 
non  differiscano  tra  di  loro  che  di  una  quantità  infinitamente 
piccola  C,  conviene  che  la  G  non  abbia  valore  finito  capace 
di  accrescere  o  di  diminuire  (secondo  i  diversi  segni)  V  una 
o  l'altra  delle  due  grandezze  A  e  B.  Ora  come  può  avve¬ 
rarsi  questo  per  parte  della  G?  Forse  perchè  la  G  sia  co¬ 
tanto  stremata  nel  suo  valore  che  più  non  valga  di  quello 
che  valga  lo  zero?  No,  secondo  il  pensamento  di  Wronski, 
perchè  anzi  egli  vuol  far  credere  che  la  C  non  turbi  l’e¬ 
guaglianza  delle  A  e  B,  per  il  motivo  che  la  C  non  è  idea 
di  quantità,  ma  una  semplice  regola  soggettiva  intellettuale 
della  nostra  cognizione  della  generazione  della  quantità,  e 
perciò  la  G  è  cosa  affatto  eterogenea  e  diversa  dalle  A  e  B, 
le  quali  sono  in  relazione  finita  tra  di  loro,  ed  hanno  una 
realtà  quantitativa  finita,  mentre  la  C  come  egli  dice,  non 
ha  nè  essa  stessa,  nè  le  sue  parti  qualunque  esse  siano  al¬ 
cuna  realità  oggettiva  nella  sfera  delle  grandezze  nella  quale 
si  trovano  le  grandezze  A  e  B. 

Questo  ragionamento  quale  da  lui  si  produce  ci  pre¬ 
senta  è  vero  una  verità  innegabile,  e  la  verità  consiste  nel- 
T esser  certo,  che  la  G  considerala  a  modo  suo,  non  può 
alterare  la  relazione  che  passa  tra  A  e  B,  perchè  nulla 
ha  a  che  fare  con  esse.  Ma  qual  prò  da  sì  fatto  argomento 
si  può  ricavare  a  favore  del  celebre  principio  del  calcolo 
differenziale?  certamente  nessuno;  perchè  con  sì  fatto  argo¬ 
mento  non  si  può  dimostrare  per  verun  conto  il  principio 
del  calcolo  differenziale  di  cui  si  tratta.  E  venendo  a  più 
stretto  ragionamento  osserviamo,  che  se  la  C  per  esser  ri¬ 
tenuta  quantità  soggettiva  è  cosa  eterogenea  e  di  diversa 
natura  delle  grandezze,  che  sono  nella  sfera,  nella  quale 
si  trovano  le  A  e  B,  egli  è  certo  che  la  G  nè  altera,  nè 
può  alterare  il  loro  stato,  o  la  loro  reciproca  relazione;  anzi 
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altrettanto  è  assolutamente  impossibile  o  ripugnante.  Ma  è 
altresì  certo  ed  indubitato,  che  il  principio  del  calcolo  dif¬ 
ferenziale  viene  per  questa  maniera  di  pensare  ad  essere  al 
lutto  snaturato  e  tramutato  in  una  proposizione  scempia  , 
ed  in  tale  sialo  nulla  affatto  pili  significa;  imperciocché  sup¬ 
poniamo  che  niun  concetto  soggettivo  influisca  nè  alteri  qual¬ 
sivoglia  cosa  concreta  oggettiva  (come  noi  pure  abbiamo 
lungamente  dimostrato  cap.  16  Teorica  e  pratica  del  pvo- 
babile);  appunto  per  questo  si  rende  manifesto,  che  secondo 
il  pensamento  di  Wronski,  il  principio  del  calcolo  differen¬ 
ziale  nulla ^più  assolutamente  significa;  atteso  che  si  risolve 
nella  seguente  sentenza,  clic  sopra  A  e  B  non  ha  azione  al¬ 
cuna,  ciò  che  ad  esse  non  è  omogeneo,  ma  che  anzi  per 
vcrun  conto  loro  non  appartiene,  e  che  giace  anzi  in  un 
altra  sfera  al  tutto  diversa  delle  A  e  B.  Ed  in  quel  modo,  che 
l’equilibrio  di  due  corpi  non  rimane  soventi  volle  alterato 
dalla  presenza  di  un. imponderabile  aggiunto  ad  uno  di  essi, 
così  le  due  date  grandezze  A  e  B  non  possono  mutare  il 
loro  stato  oggettivo  di  eguaglianza  per  la  sopravenieuza  di 
una  G  loro  eterogenea  e  di  natura  soggettiva  affatto  diversa. 
Or  bene  acciò  il  principio  del  calcolo  differenziale  abbia  una 
significazione  nel  modo  con  cui  viene  annuncialo,  (c  come 
si  annuncia  da  tulli  i  geometri),  importa  che  la  C  sia  posta 
in  comparazione  colle  grandezze  A  e  B;  (diciamo  in  com¬ 
parazione,  poiché  si  annuncia  come  segue,  che  due  grandezze 
A  e  B  le  quali  non  differiscono  Ira  di  loro  che  di  una 
grandezza  infinitamente  piccola  C,  queste  grandezze  sono 
eguali),  poiché  quando  non  fosse  la  G  posta  in  compara¬ 
zione,  essa  sarà  bensì  incapace  in  tal  caso  di  non  turbare 
le  grandezze  A  e  B,  ma  in  questo  modo  il  principio  di 
cui  si  tratta  è  distrutto  da  capo  a  fondo,  e  si  cangia  come 
ò  dello,  in  una  proposizione  al  tutto  scempia.  Se  adunque 
E  enuncialo  del  principio  del  calcolo  differenziale  è  lutto  di 
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sua  natura  fondalo  sopra  questa  comparazione,  se  non  con¬ 
siste  in  altro  fuori  clic  in  questa  comparazione  medesima, 
egli  è  fuori  d’ogni  dubbio,  clic  la  G ,  contemplala  dai  geo¬ 
metri  nel  principio  del  calcolo  differenziale,  è  fuor  di  dub¬ 
bio  diciamo,  che  la  G  sia  della  stessa  natura  e  qualità  c 
nella  stessa  sfera  delle  A  e  B;  ed  è  fuor  di  ogni  dubbio 
che  i  geometri  fondano  la  incapacità  nella  quale  trovasi  la 
C  di  non  alterare  il  loro  stalo,  sopra  tutt’ altro  titolo  anzi 
che  sopra  quello  della  di  lei  diversa  natura.  In  falli  essi 
fondano  o  ripongono  questa  incapacità  della  G  nella  di  lei 
infinita  relativa  piccolezza.  Onde  si  comprende  apertamente, 
che  in  questo  luogo  il  filosofo  di  Polonia  fa  equivoco  Ira 
la  natura  delle  grandezze  ed  il  loro  valore.  Vero  è,  che  la 
quantità  infinitesima  è  in  noi  un  prodotto  solo  mentale  c 
tulio  pienamente  soggettivo,  in  (pianto  che  none  che  la  nostra 
facoltà  pensante  quella  che  considera  la  grandezza  finita 
come  risolubile  in  tanti  elementi  infinitesimi,  c  vero  è,  che 
questi  elementi  infinitesimi  non  esistono  clic  nella  imagina- 
liva  nostra,  ma  tutta  questa  quantità  soggettiva  ed  infini¬ 
tesima  è  assai  ben  diversa  della  quantità  soggettiva  contem¬ 
plala  da  Wronski,  poiché  egli  trasporta  il  soggettivo  nell’i¬ 
deale  cognizione  della  generazione  della  grandezza,  lo  tra¬ 
sporla  diciamo  sopra  la  cognizione  che  noi  abbiamo  di  que¬ 
sta  nostra  ideale  generazione;  e  quest' ultima  generazione 
della  cognizione  mi  pare  anco  una  pure  illusione,  poiché  non 
si  può  comprendere,  cosa  significhi  nel  nostro  animo  la  ge¬ 
nerazione  della  nostra  cognizione,  che  egli  chiama  anco  idea. 
Ora  il  trasferire  questa  idea  soggettiva  della  generazione 
della  grandezza  all’idea  della  cognizione  della  generazione 
della  grandezza,  serve  a  pura  illusione,  applicata  che  sia 
tal  generazione  al  principio  del  calcolo  differenziale.  Imper¬ 
ciocché  in  questo  calcolo  si  suppone  apertamente  clic  possa  es¬ 
ser  tolta  od  aggiunta  la  infinitesima  G  tanto  alla  A,  quanto  alla  lì. 
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La  natura  geometrica  adunque  della  C  per  quanto  ima- 
g'rnar  si  voglia  soggettiva,  tuttavia  in  questa  nostra  considera¬ 
zione  ogni  qual  volta  la  G  si  adopera  o  la  si  impiega  nel  cal¬ 
colo  differenziale  in  qualità  di  variazione,  e  variazione  che 
deve  esser  termine  di  comparazione  con  le  grandezze  finite 
A  e  B,  considerale  esse  pure  informate  della  proprietà  del 
continuo,  allora  non  può  mai  esser  considerata  la  G  di  na¬ 
tura  diversa  e  all’in  lutto  eterogenea  alle  A  e  B.  Quelli  che 
non  convenissero  in  questa  maniera  di  pensare,  che  è  poi 
la  maniera  unica  e  veramente  costituente  il  principio  del 
calcolo  di  sui  si  parla,  si  ridurrebbero  a  togliere  al  prin¬ 
cipio  del  calcolo  medesimo  ogni  significazione  ragionevole, 
giacché  si  collocherebbero  nell'  identica  situazione  di  colui 
che  pronunciasse,  che  due  lunghezze  geometriche  sono  e- 
guali  quando  non  differiscono  tra  di  loro  che  per  la  gra¬ 
vità  terrestre;  proposizione  che  risol vesi  in  una  verace 
scipidezza. 

457.  E  venendo  anco  a  più  precisa  osservazione,  noi  chie¬ 
diamo:  perchè  la  G  si  considera  da  tulli  infinitesima  ?  per¬ 
chè  come  infinitesima  si  suppone  nel  calcolo  differenziale, 
che  non  possa  turbare  l’eguaglianza  delle  due  A  e  B  finite 
e  perciò  che  si  possa  trattar  come  zero?  Se  si  avesse  vo¬ 
luto  considerare  la  G  come  cosa  affatto  eterogenea  alle  A 
e  B  era  al  tutto  cosa  inutile  al  figurarsela  infinitesima  o  in¬ 
definitamente  piccola;  poiché  in  causa  di  essere  di  natura 
diversa  e  al  tulio  eterogenea  poteva  supporsi  di  qualsivoglia 
valor  finito  e  grande  e  grandissimo  e  sommo,  poiché  tanto 
e  tanto  non  sarebbe  capace  di  alterare  la  eguaglianza  delle 
A  e  B,  a  qualunque  di  esse  venisse  applicala. 

La  ragione  per  la  quale  la  G  dai  geometri  si  è  ideala 
infinitesima,  non  fu  già  perchè  in  tale  stalo  paresse  loro  che 
riuscisse  di  differente  natura,  ma  bensì  perchè  quantunque 
omogenea  in  tale  supremo  stato  di  tenuità  era  ritenuta  com- 
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paralivamente  come  incapace  ad  alterare  il  valor  delle  AeB. 

438.  Dopo  aver  Ielle  tulle  le  opere  dei  geometri,  e  se¬ 
gnatamente  quelle  di  Leibnilz  e  de' suoi  contemporanei  e  suc¬ 
cessori  si  prova  meraviglia  nel  sentire,  che  col  pensamento 
della  distinzione  d eWoggeUtvo  e  del  soggettivo  si  abbia  po/ulo 
credere,  che  la  intenzione  di  Leibnilz  e  dei  geometri  fosse 
quella  di  considerare  la  C  come  cosa  affatto  eterogenea 
alle  AeB. 

459.  Forse  all'epoca  nella  quale  scriveva  il  gran  geometra 
polacco  nessuno  aveva  filosoficamente  ben  dimostrato,  come 
noi  abbiam  fatto  nella  Teorica  e  pratica  dei  probaljilei  che 
l'oggetlivo  ed  il  soggettivo  non  solo  sono  due  cose  distinte, 
ma  sono  cotanto  diverse,  che  una  non  può  aver  influenza 
sull’altra.  Dal  soggettivo  niunv aiuto  per  l’ oggettivo,  ed  al 
contrario;  perciò  non  fa  sorpresa  se  Wronski  siasi  ingannalo 
a  dare  questa  strana  interpretazione  al  calcolo  differenziale; 
interpretazione,  che  in  filosofia  non  solamente  è  manche¬ 
vole,  ma  che  manda  sossopra  tulio  il  calcolo  supcriore. 

440.  Stando  alle  dottrine  di  Kant  delle  quali  il  nostro  geo- 
meira  si  dimostra  zelantissimo  seguace,  si  devono  tenere 
per  soggettivi  tutti  i  principii  matematici,  tulle  le  grandezze 
matematiche  così  delle  pure  od  ideali.  Leibnilz  parla  di  gran¬ 
dezze  geometriche  pure;  così  hanno  fallo  tutti  i  geometri 
indistintamente  dopo  di  lui;  dunque  le  A  e  B,  furono  sem¬ 
pre  da  tulli  considerate  grandezze  soggettive;  diciamo  gran¬ 
dezze  soggettive,  perchè  Wronski  pare,  clic  col  suo  sog¬ 
gettivo  abbandoni  l’idea  delle  grandezze,  e  si  rivolga  alla 
sola  nozione  soggettiva  della  cognizione  che  noi  abbiamo 
della  generazione  della  grandezza,  e  che  poi  paragoni  questa 
nozione,  considerala  qual  pura  nostra  funzione  mentale  in¬ 
terna  con  le  A  e  B  reali  oggettive. 

Ma  senza  seguirlo,  in  queste  sue  per  noi  poco  chiare 
distinzioni,  ci  basta  di  potergli  indiriggere  questo  impreler- 


ribile  dilemma:  o  la  sua  G  si  suppone  c  si  ritiene  della 
stessa  natura  e  condizione  delle  A  e  B,  o  è  di  natura 
diversa.  Nel  primo  caso  tornano  inutili  tulle  le  sue  distin¬ 
zioni  messe  in  campo,  e  non  servono  die  a  puro  perdi¬ 
tempo;  o  la  G  è  di  natura  diversa  e  di  diversa  condizione 
e  stalo  ed  esiste  in  lina  diversa  sfera,  cd  allora  si  rende  il 
principio  del  calcolo  differenziale  a  non  avere  verun  signi¬ 
ficato,  onde  invece  di  riuscire  a  dimostrarlo  viene  intie¬ 
ramente  a  distruggerlo.  Di  fatti  se  volessimo  ristringere  la 
nozione  del  soggettivo  alla  generazione  della  cognizione  che 
noi  abbiamo^della  grandezza,  entraressimo  in  mezzo  alle  più 
oscure  ricerche  che  colla  matematica  non  avrebbero  veruna 
relazione. 

44L  La  dimostrazione  adunque  che  Wronski  ha  posta  in 
campo,  pag.  454,  non  c  per  verun  conto  una  dimostrazione 
del  principio  del  calcolo  differenziale,  ma  si  riduce  ad  una 
mera  illusione  vestila  .dei  nomi  di  dimostrazione  ed  ornala 
dalle  voci  evidente,  apodittica;  il  calcolo  differenziale  da  cima 
a  fondo  è  tutto  soggettivo;  soggettive  sono  le  sue  forinole 
analitiche,  e  non  acquistano  mai  valore  oggettivo  se  non 
nelle  loro  pratiche  applicazioni,  se  pure  anco  in  allora  al¬ 
trettanto  si  avvera.  L’infinitesima  quantità  è  tutta  soggettiva, 
poiché  in  realtà  non  si  ritrova,  ma  viene  da  noi  sogget¬ 
tivamente  ideala  quale  induzione  o  derivazione  dalla  pro¬ 
prietà  del  continuo;  proprietà  essa  pure  eminentemente 
soggettiva.  ,  • 

442.  Più  osserveremo,  che  neH'esporre  la  sua  dimostra¬ 
zione  si  permette  di  considerare  la  G  come  espressione  o 
grandezza  indefinitamente  piccola;  il  che  fa  vedere,  che  an¬ 
ch’egli  si  studia  indossare  od  appropriare  la  trascuranza  della 
C  anco  allo  stato  della  sua  indefinita  piccolezza,  c  non  già 
solamente  alla  pura  natura  della  C,  come  diversa  dalle  A  e 
B.  Però  qualunque  sia  l’algoritmo  medio,  clic  egli  appella 
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indefinito  costituente  questo  stalo  della  grandezza,  algoritmo, 
che  celi  crede  derivare  a  priori  dal  primitivo  algoritmo  del¬ 
l’infinito  nel  quale  traspira,  come  dice,  V  assoluto,  sottomettendo 
l' idea  dell’  infinito  alle  condizioni  del  tempo, noi  non  sapremmo 
dire  con  quale  esito  ciò  tenti,  nè  sino  a  qual  punto  riesca  inlelli- 
dbile  per  noi  questo  algoritmo  medio  e  derivalo  dal  primo.  So¬ 
lamente  ci  permetteremo  di  osservare,  che  per  un  animo  non 
preoccupalo  da  fallaci  o  male  intese  dottrine  sempre  sarà  vero, 
che  la  nozione,  che  noi  abbiamo  dell'  infinito,  quantunque  non 
appieno  comprensibile  essa  riesce  però  sempre  molto  diversa 
dalla  nozione  dell'indefinito.  Così  pure  ci  appare  diversa  anco 
quella  dell' infinitamente  piccola,  da  quella  solamente  inde- 
finilamenle  piccola;  poiché  nell'infinito  e  nell' infinitesimo, 
benché  incomprensibili,  la  nostra  speculatrice  facoltà  si  crede 
d’essere  in  faccia  ad  estremi,  bensì  iragrandi,  ma  però  estre¬ 
mi  fissi  ed  appieno  determinati,  laddove  nell' indefinito ,  si 
trova  in  faccia  a  nozioni  indeterminate  e  delle  quali  non 
abbiamo  verun  valore  fisso  o  pienamente  determinato  su 
cui  appoggiarsi. 

Finalmente  non  dimentichiamo  mai,  che  tulli  i  principi» 
delle  matematiche,  meno  il  principio  evidente  di  ragione 
base  o  fondamento  universale  di  assoluto  sapere  per  tutte 
le  scienze  indistintamente,  tulli  diciamo  i  pri  nei  pii  sono,  o 
immediate  derivazioni  del  suddetto  principio,  ed  allora  si  chia¬ 
mano  giustamente,  quali  principii  primi,  assiomi  ec.  o  sono 
posizioni  ideali  nostre  e  tutte  soggettive,  e  sotto  questo  ri¬ 
guardo  sono  ipotesi,  astrazioni  ec. 

443.  Le  basi  del  calcolo  differenziale ,  che  abbracciano 
raffinilo  e  l’ infinitesimo ,  sono  basi  eminentemente  sogget¬ 
tive,  e  niuna  mentale  escogitativa  può  privarle  di  questa 
loro  proprietà  soggettiva,  perchè  il  volerle  privare  di  que¬ 
sta  sarebbe  niente  meno  che  distruggerle. 

Che  poi,  come  pensano  Kant  e  Wronski,  sicno  que- 
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sic  proprietà  soggettive  trascendentali ,  piuttosto  che  prò- 
prietà  astrattissime  e  note  a  tulli  i  geometri  *  questo  nulla 
imporla  per  foggetto  di  cui  qui  trattasi,  perchè  altrettanto 
non  somministra  veruna  prova  per  la  metafisica  verace  del 
calcolo  differenziale. 

444.  Se  il  lungo  dire  di  Wronski  ha  per  iscopo  d’ inse¬ 
gnare,  che  i  procedimenti  del  calcolo  infinitesimale  sono  tali 
clic  nè  direttamente,  nè  indirettamente  si  possono  ricavare 
o  dedurre  dal  reale  oggettivo,  questo  si  ammette  per  vero, 
come  pure  conveniamo ,  che  1*  oggettivo  non  può  sommini¬ 
strare  la  vera  metafisica  del  calcolo  infinitesimale.  La  meta¬ 
fisica  che  si  può  avere  di  questo  calcolo  sta  riposta  nella 
proprietà  del  continuo,  come  in  questa  trovano  vita  Y  infi¬ 
nito  e  finfinitesimo.  La  proprietà  del  continuo  è  tanto  sublime, 
tanto  profonda  e  tanto  infinitamente  estesa,  che  per  la  mente 
umana  nulla  di  più  grande.  Se  le  serie  procedono  all'  infi¬ 
nito  è  per  il  continuo  ;  più  la  legge  che  governa  le  serie 
deriva  la  sua  possibilità  infinita  dal  continuo;  la  serie  degli 
aumenti  senza  fine,  e  delle  diminuzioni  interminabili  dipen¬ 
dono  dal  continuo  ec. 

445.  Anco  i  metodi  delle  quantità  minori  di  tutte  le  date 
cd  assegnabili ,  quelli  dalle  prime  cd  ultime  ragioni ,  delle 
evanescenti, ‘dei  limili,  delle  csaustioni  ec.  sono  tulli  metodi 
fondali  nella  proprietà  del  continuo  ;  e  questi  metodi  filoso¬ 
ficamente  considerali  si  possono  ritenere  come  prodotti  di 
due  distinti  concetti  mentali  soggettivi;  uno  che  ci  presenta 
la  possibilità  di  tulle  le  indefinite  escogitabili  diminuzioni , 
r  altro  la  possibilità  di  tutti  gli  indefiniti  aumenti  senza  fine. 
L’  uno  tende  a  rinvenire  gli  estremi  della  grandezza  o  ad 
esaurirla;  l’altro  a  portarla  fuori  dell'ordine  finito,  accre¬ 
scendola  olire  lutti  i  limiti. 

4iG.  Qualunque  sia  il  merito  filosofico,  che  si  può  rav¬ 
visare  in  questi  pensamenti  clic  ci  prendiamo  la  libertà  di 


esporre  intorno  le  nozioni  dell  mimilo  e  dell  miinile^imo  , 
certo  si  è,  che  tulli  si  fondano  nella  proprietà  del  continuo, 
la  quale  per  noi  è  la  più  soggettiva  nozione  possibile.  Da 
queste  dottrine ,  che  siam  venuti  esponendo  ne  viene,  che 
l'idea  dell'indefinito  è  manco  determinala,  ed  insieme  manco 
suprema  di  quella  dell'infinito;  e  quello  che  più  da  vicino 
c’ inleressa,  si  è,  che  dalla  considerazione  di  Wronski  tra¬ 
spare  tanta  difficoltà  che  possa  esser  derivala  dall' infinito, 
clic  nulla  di  più  difficile.  Più,  per  quale  ardilo  pensamento 
ci  vuol  far  credere  infatti  di  poter  assoggettare  rinfinilo  alle 
condizioni  del  tempo,  se  all*  infinito  appartiene  /'  assoluto 
come  confessa  egli  stesso  ?  Vero  è  che  tutte  queste  nozioni 
e  cognizioni  sono  nostre  interne  vedute,  sono  nostre  idee, 
tuttavia  il  volerle  impasticciare,  mentre  sono  di  diversa 
natura  e  di  difficilissima  comprensione,  è  lo  stesso  che  get¬ 
tarsi  nell'oscurità  e  nelle  visioni  le  più  incomprensibili. 

447.  Intanto  osserveremo  che  l'indefinilo,  quale  si  conce¬ 
pisce  da  noi,  e  sopra  elei  quale  si  appoggiano  tutti  i  melodi 
dell'antica  geometria,  non  è  una  nozione  chiara ,  precisa  c 
tale  da  poterci  somministrare  illazioni  all’in  tutto  rigorose. 
E  ciò,  che  anco  più  ci  inleressa  si  è,  che  dall'  indefinito  e 
dal  finito  non  si  possono  ottenere  grandezze  tanto  piccole, 
che  si  possano  avere  per  zero  rigorosamente. 

448.  Da  quanto  siam  venuti  sin  qui  esponendo  ne  par  di 
essere  pienamente  in  diritto  di  conchiudere,  che  l’argomento 
dell’autore  polacco,  argomento  con  cui  egli  tenia  dimostrare  il 
calcolo  differenziale,  non  abbia  per  verun  conto  quella  forza 
di  convincere  che  tale  geometra  gli  attribuisce.  In  vero , 
se  lo  ripeta  anco  un'altra  volta,  A  e  B  sendo  grandezze  finite, 
certamente  che  non  saranuo  cangiale  nel  loro  valore  da  una  G 
di  natura  diversa;  ma  non  ci  vogliono  tulli  gli  occhi  d'Argo 
per  comprendere,  che  pigliando  o  considerando  a  questa 
maniera  il  principio  del  calcolo  differenziale,  si  trova  Iras- 
mulalo  in  un  conlrosenso,  o  meglio  in  ima  scipidczza. 
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449.  Qualcuno  facilmente  ne  farà  osservare,  che  la  injj- 
nilcsima  quantità  della  anco  differenziale,  è  appunto  un’i¬ 
dea  tulio  soggettiva,  affatto  ipotetica,  opera  dell'animo  nostro, 
il  quale  in  suo  pensiero  ed  in  via  tutta  ipotetica,  attribuisce 
alla  grandezza  finita  questa  variazione  arbitraria  distinta 
dall’ oggettiva  grandezza  finita;  c  noi  diremo  che  questo  è 
vero;  ma  aggiungeremo,  che  la  variazione  di  valore  infi¬ 
nitesimo  e  perciò  variazione  soggettiva ,  si  appropria  c  si 
attribuisce  alla  grandezza  finita  in  modo  che  la  si  ritiene 
proprio  un  cangiamento,  o  un'aggiunta,  o  sottrazione  soprav¬ 
veniente  alla  stessa  quantità  finita,  non  in  realità,  ma  per 
forza  di  nòstro  pensamento. 

Di  fatti ,  da  che  si  dice  esser  avvenuta  variazione  o 
che  mentalmente  si  suppone  che  la  grandezza  sia  variata , 
certamente  che  tutto  questo  si  suppone,  c  si  deve  supporre 
idealmente  operalo  sopra  la  grandezza  finita  per  un  cangia¬ 
mento  di  stato  ad  esso  sopravveniente,  altrimenti  sarebbe  c 
non  sarebbe  variala  nè  anco  mentalmente.  Una  variazione 
sopravveniente  ad  una  grandezza  tenta  a  cangiarne  il  di  lei 
valore,  almeno  idealmente,  sia  pure  la  variazione  ideale 
soggettiva  quanto  si  voglia. 

450.  La  linea  v.  g.  entità  di  pura  lunghezza ,  e  di  lun¬ 
ghezza  tutta  soggettiva,  partecipa  e  si  adatta  alla  qualità  ed 
entità  della  grandezza  finita  dotata  della  proprietà  del  con¬ 
tinuo,  perciò  quando  consideriamo  col  nostro  pensiero  che 
a  questa  linea  finita  sopravvenga  una  variazione  infinitesima, 
tale  variazione  benché  soggettiva  si  intende  però  che  sia 
applicala,  in  via  ideale  bensì,  ma  però  applicala  alla  linea, 
e  in  modo ,  che  essa  si  ritenga  provare  in  più  o  in  meno 
questo  cangiamento  o  variazione  infinitesima.  Anzi  è  chiaro, 
che  con  questa  ipotetica  variazione  dobbiamo  avere  vera¬ 
cemente  mutalo  infinitamente  poco  lo  stato  primitivo  della 
funzione  o  della  grandezza;  in  caso  diverso  la  grandezza 
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varierebbe  e  non  varierebbe  nel  suo  slato,  il  clic  ripugna. 

451.  Da  queste  dottrine,  che  non  possono  esser  rivocale 
in  dubbio,  ue  viene,  che  in  tulle  queste  maniere  di  variazioni 
rimane  sempre  viva  la  difficoltà  che  fu  promossa  contro  il 
principio  del  calcolo  differenziale,  il  quale  alla  fin  dei  fini, 
lende  a  far  credere  clic  siano  eguali  delle  grandezze  intanto, 
che  sono  disuguali. 

Per  altro  è  vero,  che  questo  calcolo  si  regge  sopra  dati 
c  principii  soggettivi,  si  regge  sopra  mentali  sublimi  gene¬ 
razioni  delle  grandezze,  e  per  dir  breve,  tutto  in  esso  ò 
soggettivo.  Tuttavia  come  qui  diciamo,  appunto  per  questo 
nella  sua  natura  non  si  rinviene  la  rigorosa  esattezza  di  esso. 
Parimenti  sguardando  ben' addentro  la  natura  soggettiva  di 
tutto  ciò  che  costituisce  questo  calcolo  si  vede,  che  il  suo 
principio,  che  ammette  eguali  le  grandezze  che  si  suppon¬ 
gono  differire  di  una  infinitesima  loro  parte  ò  affatto  indi- 
pendente  dalla  sua  qualità  di  soggettivo. 

452.  Di  qua  si  conosce,  come  tra  tutti  i  melodi  insino  ad  ora 
immaginati  per  rendere  evidente  questo  principio  del  calcolo 
supcriore,  quello,  che  si  appalesa  il  più  idoneo  ed  il  più 
persuasivo  sia  il  metodo  suggerito  del  gran  Galilei;  il  quale 
considera  tutte  indistintamente  le  grandezze  geometriche  fi¬ 
nite  soggettivamente  come  risultanti  da  una  infinità  di  in¬ 
finitesimi,  ed  in  tale  infinità  tutte  risolubili.  Dopo  questa 
grande  e  sublime  posizione  che  egli,  pel  primo,  poneva  in 
piena  luce  di  ragionamento,  ragionava  e  discorreva  come 
segue:  —  L' infinito  non  può  accrescersi  coll'  aggiunta  o  sottra¬ 
zione,  perchè  l'infinito  si  rifilila  al  crescere  ed  al  diminuire. 
Ora  siccome  ogni  finito  è  risultante  da  un  infinità  di  indi- 
visibili ,  perciò  nè  uno  nò  due  di  questi  indivisibili  valgono 
a  cangiare  il  finito,  giacché  ogni  grandezza  finita  è  infinita 
in  comparazione  di  ognuna  delle  sue  infinitesime  parti;  di 
più  avvalora  anco  in  quest' altra  maniera  questo  suo  ra- 
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gionamento,  facendo  osservare,  che  siccome  per  turbare  1  e- 
guaglianza  di  due  grandezze  finite,  vi  vuole  qualche  cosa 
di  finito,  ed  ogni  finito  per  piccolo  che  sia,  contiene  infiniti 
indivisibili,  perciò  è  chiaro,  che  per  turbare  l'eguaglianza 
di  due  grandezze  finite,  nè  uno,  nè  due,  nè  dieci,  nè  cento 
indivisibili  bastano,  ma  ce  ne  vogliono  infiniti. 

Questo  ragionamento  di  Galilei  benché  indiretto,  tuttavia 
è  però  il  più  proprio  e  convincente  tra  tulli  quelli  che  son 
venuti  in  mente  ai  geometri,  e  che  siano  sin*  ora  conosciuti. 
Poiché  è  fuor  di  dubbio,  che  a  cangiare  il  valor  finito  della 
grandezza  finita  vi  vuole  qualche  cosa  di  finito;  quindi  lutti 
convenir  dobbiamo  nel  riconoscere,  che  un'infinitesimo  non 
può  cambiare  il  valor  finito  delle  grandezze. 

In  questo  ragionamento  si  appalesa  parimenti  il  vero 
filosofico  significalo  della  dx  eguale  allo  zero,  cioè  si  vede, 
che  questo  valore  della  dx  considerato  come  zero,  altro  non 
vuole  indicare  fuori  che  la  incapacità  nella  quale  si  trova 
la  dx  di  alterare  il  valor  finito  della  grandezza  geometrica 
o  analitica  di  ogni  maniera. 

453.  Dopo  aver  accennati  lutti  i  principali  pensamenti 
dei  geometri  da  essi  prodotti  intorno  l'infinito,  l'infinitesimo 
c  l'indefinito,  ritorniamo  a  prenderli  in  considerazione  per 
esaminarli  con  filosofico  esame  comparativo,  e  ciò  a  fine  di 
pienamente  conoscere,  per  quanto  ci  è  dato,  quale  fra  lutti 
i  prodotti  pensamenti  sia  quello  che  appaja  più  conforme  a 
ragione,  o  quale  sia  il  più  filosofico;  ed  in  pari  tempo  per 
intendere  fino  a  qual  punto  e  sotto  quali  condizioni  si  possono 
avere  per  esatti  anco  gli  altri. 

454.  Le  quantità  minori  di  tutte  le  assegnabili,  i  melodi 
delle  csaustioni,  dei  limiti,  delle  prime  ed  ultime  ragioni, 
delle  evanescenti,  degli  indivisibili  o  infinitesimi,  non  clic 
tulle  quelle  delle  derivale,  sono  nozioni  che  tendono  a  met¬ 
tere  solf  occhio  grandezze  così  tenui  e  stremate,  clic  niuna 
speculativa  o  pratica  operazione  può  a  noi  procacciare. 


s 


455.  Queste  supreme  tenuissime  grandezze  sono  dunque 
per  noi  tutte  nozioni  ideali;  non  basta  pienamente  ipoieli- 
che  ovvero  tutte  elaborale  ipotesi  soggettive  della  nostra  per¬ 
spicacia.  Tutte  quggjfi  ipotesi  pongono  piede,  anzi  si  fon¬ 
dano  intieramente  nella  proprietà  del  continuo,  proprietà 
ammessa  in  tutte  le  grandezze  geometriche  possibili  e  di 
o^ni  maniera,  sino  dalla  più  remota  origine  delle  matema¬ 
tiche.  Tutta  la  diversità,  che  la  nostra  attività  intelligente  può 
ravvisare  nelle  nozioni  sopra  ricordale  non  consiste  che  nella 
maniera  più  o  men  filosofica  dai  geometri  tenuta  nell’idearlc. 

456.  Fra  tutti  i  metodi  fin' ora  impiegati  od  anco  solo 
immaginati  dai  matematici  per  arrivare  a  formarsi  delle  no¬ 
zioni  di  queste  così  insigne  tenuità  e  picciolezze,  nessuno 
ve  n'ha  che  ce  le  possa  procacciare  in  via  speculativa  nè 
di  fatto  sì  piccole  per  cui  si  possano  considerare  rispondenti 
alle  nostre  soggettive  nozioni  in  proposito.  Solamente  nelle 
leggi  soggettive  geometriche,  e  queste  ancora  combinale  colla 
nostra  insigne  cogitativa  attività,  si  ritrova  la  loro  esistenza, 
c  questa  pure  solamente  in  via  ipotetica,  atteso  che  le  leggi 
soggettive  per  se  stesse  considerate  non  arrivano  a  soddisfarci 
intorno  queste  nozioni,  ma  hanno  bisogno  di  esser  ajulale 
dalla  forza  delTimaginazione,  e  precipuamente  con  delle  ipotesi. 

557.  E  in  verità  per  supplire  per  tutte  le  leggi  geometriche 
delle  diminuzioni,  che  si  stendono  all' infinito  ec.  conviene 
che  soppravenga  in  campo  la  nostra  quasi  omnipotenle  at¬ 
tività  dell'animo  e  che  libratasi  sulle  ali  de' suoi  pensieri, 
si  trasferisca,  in  via  ipotetica  sino  al  supremo  fine  cui  ten¬ 
dono  queste  leggi,  e  si  faccia  dal  luogo,  per  così  dire,  ove 
fantasticamente  si  è  collocata,  a  considerare  alla  meglio  che 
può  quasi  faccia  a  faccia  queste  sue  nozioni,  onde  ella  possa 
nella  miglior  guisa  clic  può  conoscerne  e  delerminarne  la  loro 
natura ,  e  ciò  a  fine  di  essere  autorizzala  a  dedurne  quelle 
illazioni  legittime  clic  ad  esse  sembrano  rispondenti. 
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Ali 8.  Egli  è  chiaro,  primamente  clic  ravvisa  nelle  leggi 
delle  diminuzioni,  protraile  sinché  piaccia,  ravvisa,  diciamo, 
la  proprietà  del  continuo  rimanersi  sempre  intatta  c  tutta 
in  pieno  suo  essere,  tanto  nelle  grandi  quanto  nelle  piccole 
grandezze,  come  pure  in  tulle  le  più  minute  loro  parli,  e 
persino  nei  loro  elementi  ultimi  istcssi.  Induzione  ella  è 
questa,  che  si  può  avere  per  universalmente  assentila,  per¬ 
chè  anco  gli  antichi  hanno  ammessa  la  loro  minor  di  ogni 
data  come  zero  solamente  in  comparazione  del  niun  potere 
che  essa  aveva  a  cangiare  lo  stato  del  valore  delle  gran¬ 
dezze  finite. 

459.  Considerando  adunque  in  sull' appoggio  di  queste 
osservazioni  la  forza^ersuasiva  cd  il  rigore  dell' antico  prin¬ 
cipio,  cioè  che  quelle  grandezze  che  non  differiscono  che 
per  lina  inassegnabile,  queste  sono  rigorosamente  eguali,  si 
comprende  appieno,  quanto  male  sia  appropriata  la  espres¬ 
sione  :  sono  rigorosamente  eguali. 

Giacché  dopo  lutto  quello,  clic  abbiam  dello,  si  vede 
con  quanta  prudenza  e  con  quanta  precauzione  debbono  es¬ 
ser  intese  queste  espressioni.  Nè  si  pensi  che  noi  ci  sco¬ 
stiamo  dal  vero,  parlando  in  questa  maniera  del  famoso  prin¬ 
cipio  antico,  perchè  abbiam  veduto,  anco  gli  antichi  geo¬ 
metri  soventi  volte  aver  ricorso  all’ argomento  dall'assurdo, 
come  richiesto  necessariamente  a  convalidare  un  sì  fallo 
principio. 

4G0.  Noi  abbiam  già  dichiarato,  come  V argomento  dal¬ 
l'assurdo  nelle  ricerche,  che  si  fondano  sul  principio  antico 
della  inassegnabile  nulla  giovi  a  compierne  le  dimostrazioni , 
c  che  ad  altro  non  riesce,  che  ad  una  pura  pclizion  di 
principio  vestila  da  imponente  apparalo  di  forma  dimostra¬ 
tiva.  Ora  tulle  queste  dottrine  e  specialmente  quelle  del 
uum.  458,  fanno  ancor  vie  meglio  comprendere  questa  vc- 
rilà,  atteso,  che  nell' argomento  dall’assurdo  si  contengono 
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|,i  jue  esplicite  supposizioni,  primamente  che  la  minor  di  ogni 
data  non  sia  più  divisibile,  secondamente  che lion  potendosi 
più  dividere  sia  zero. 

4G1  Queste  ultime  due  ipotesi,  combinale  con  quella  di 

pr  conseguila  o  da  potersi  conseguire  la  inassegnabile, 
lisciano  pienamente  comprendere,  che  il  principio  antico  non 
ha  mai  potuto  uscire  dallo  stalo  di  principio  ipotetico  e 
non  cscirà  mai  per  tutti  gli  sforzi  umani  da  questo  stato. 
Ciò  si  vuole  ripetutamente  rimarcato  per  disinganno  degli 
ammiratori  del  rigore  degli  antichi  e  specialmente  nelle  più 
elevale  parti  del  loro  geometrico  sapere. 

46 Ll.  Ravvicinando  adunque  tutte  queste  diverse  osserva¬ 
zioni  si  può  dire,  che  la  minor  d’osmi  data  è  puramente 
supposta,  anzi  che  dedotta  da  operazioni  geometriche  o 
razionali.  Per  pura  e  sola  ipotesi,  la  si  ritiene  come  eguale 
a  zero,  per  ardita  antilogica  considerazione  la  si  considera 
come  non  più  divisibile,  cioè  privala  della  proprietà  del  con¬ 
tinuo,  della  quale  non  può  mai  essere  privala  la  grandezza 
Unita  e  nè  anco  il  primo  senior  di  grandezza  finita.  Dunque 
s'aggira  in  un  largo  abbaglio  V  opinione  di  quelli,  che  voglion 
considerare  vero  c  rigorosamente  vero  il  principio  antico, 
abbenchè  figlio  delle  succennalc  ipotesi. 

La  nostra  ragione,  che  non  si  appaga  di  una  propo¬ 
sizione  se  non  quando  ha  piena  evidenza  di  essa,  non  po¬ 
trà  giammai  essere  pienamente  soddisfalla  e  paga  da  que¬ 
sto  modo  di  supporre  anzi  che  di  dimostrare  il  principio 
in  discorso.  Potrà  dire  la  ragione  a  sè  stessa  che  questo 
principio  sia  egualmente  rigoroso  del  seguente,  il  quale  sta¬ 
bilisca  ,  che  due  grandezze  sono  eguali,  quando  in  niente 
differiscono  tra  di  /oro?  No  certamente. 

465.  Il  metodo  delle  esauslioni,  che  poi  è  anco  quello  dei 
limili,  si  indenlifica  in  quanto  alla  sua  sostanza  col  metodo 
delle  quantità  minori  di  tutte  le  assegnabili,  poiché  in  questi 
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due  ultimi  metodi  si  parte  dal  principio  d'tina  differenza 
finila  esistente  da  principio  tra  le  grandezze  finite,  questa 
differenza  a  forza  di  infinite  diminuzioni  si  vorrebbe  annien¬ 
tala;  c  ciò  intanto,  clic  è  certo,  che  con  niuno  dimostrativo  ra- 
gionainenlo  ci  può  comprovare  che  siasi  annientala,  anzi 
intanto,  clic  secondo  i  melodi  di  Archimede  e  di  altri  ripugna 
che  si  possa  arrivare  a  questa  rigorosa  esaustone  ovvero 
annichilanienlo;  c  quindi  ad  una  consecutiva  perfetta  iden¬ 
tità  delle  grandezze,  che  in  origine  erano  differenti. 

Cosa  ottiene  di  fatti,  e  quale  precisa  e  rigorosa  con¬ 
clusione  conseguiscc  Archimede  con  le  sue  siepi  di  linee 
inscritte  c  circonscrillc  alle  curve?  Tutto  il  profitto  elicne 
ricava  si  è,  che  dopo  indefinite  indagini  di  riduzioni,  di 
impiccolite  differenze  nei  lati  de'  suoi  poligoni  c  di  conse¬ 
cutive  approssimazioni,  il  profitto  sta  tutto  nel  permettersi 
due  insigni  ipotesi  ;  con  una  cioè,  di  ritenere,  che  il  circolo 
possa  essere  c  sia  limite  del  poligono  inscritto  e  circoscritto, 
c  tutto  questo  mentre  il  circolo  ò  una  curva  di  natura  di¬ 
versa  della  linea  retta  poligonale,  e  mentre  conosciamo, 
che  solamente  per  pura  libertà  di  supposizione  si  può  am¬ 
mettere  che  la  curva  possa  esser  limile  della  retta;  l’altra 
ipotesi  ò  quella  di  darsi  a  credere,  che  due  grandezze  l'una 
il  poligono,  l' altra  la  curva,  possano  a  forza  di  approssima¬ 
zioni  alla  fine  confondersi  o  indentificarsi  rigorosamente,  ciò 
che  è  assurdo. 

E  circa  questo  equivoco  di  Archimede  e  degli  altri  geo¬ 
metri  concernente  tal  sorta  di  ricerche  si  deve  ancora  no¬ 
tare,  che  rigorosamente  parlando  il  loro  tentativo  è  al  lutto 
illusorio,  perchè  tentativo  estraneo  per  sino  alla  via  condu¬ 
cente  alla  indefinita  approssimazione. 

-4(ìi.  Oltre  la  sconvenienza  che  regna  nelle  idee  esposte 
nel  procedente  paragrafo,  quando  si  cerca  di  ritrovare  nelle 
curve  un  limite  alle  lince  rette,  si  vede,  che  un  (al  metodo 
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riesce  due  volte  lontano  dal  vero,  (se  cosi  possiamo  dire) 5 
prima  porche  questo  metodo  è  identico,  in  quanto  alle  ap¬ 
prossimazioni  clic  presenta,  a  quello  di  Euclide,  del  quale 
abbiam  notalo  la  insufficienza;  secondamente,  perchè  c  im¬ 
possibile  di  aspirare  all’ identità  rigorosa  della  retta  con 
la  curva. 

Un'altra  prova  indiretta  ma  convincentissima  della  forza 
irrefragabile  di  queste  ragioni,  la  abbiamo  nel  contegno  di 
Archimede,  il  quale  dopo  aver  circuito  di  poligoni  le  curve 
che  bramava  determinare  c  conoscere,  e  dopo  averne  mol¬ 
tiplicati  i  lati  sino  alla  insigne  ipotesi  che  divenissero  infi* 
niti  nel  loro  numero >  tuttavia  dopo  tulio  questo,  parlando 
specialmente  del  circolo,  non  si  è  mai  permesso  altra  illa¬ 
zione  0  conclusione  fuori  di  quella  di  una  indefinita  ap¬ 
prossimazione. 

465.  Si  è  detto,  specialmente  parlando  del  circolo,  vo¬ 
lendo  con  questa  nostra  maniera  di  dire,  alludere  al  miste¬ 
rioso  contegno  clic  Archimede  ha  tenuto,  parlando  delle  altre 
curve,  per  le  quali,  tacendo  questa  indefinita  approssima¬ 
zione,  lasccrebbe  luogo  a  credere,  che  le  sue  ricerche  ri- 
sguardanti  altre  curve  venissero  da  lui  considerale  come  ri¬ 
gorose.  Ma  ognuno  sa,  che  anco  i  ragionamenti  lutti  relativi 
alle  altre  curve  procedono  precisamente  allo  stesso  modo* 
di  quelli  usali  per  il  circolo;  dunque  tulli  i  suoi  ragiona¬ 
menti,  tutti  diciamo,  sono  fondali  0  basali  sopra  gli  slessi 
identici  principi) ,  perciò  anco  in  tutte  queste  altre  sue  in¬ 
dagini  e  speculazioni  e  geometrici  ragionamenti,  è  impos¬ 
sibile  di  polervi  rinvenire  rigorosa  certezza;  arrogi  che  so¬ 
venti  volle  queste  sue  ricerche  e  queste  sue  dimostrative 
considerazioni  sono  viziate  del  palese  equivoco  di  trasmu¬ 
tare  le  curve  nelle  rette,  con  aperta  offesa  alla  buona  filo- 
solia,  ovvero  con  aperto  inciampo  nell’ assurdo. 

466.  Ecco  la  filosofia  clic  noi  troviamo  nei  geometri  an- 
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fichi,  (giù  s' intende,  clic  questo  nostro  dire  si  riferisce  a 
quella  parie  della  scienza  matematica  antica  la  quale  ha  vo¬ 
luto  tentare  la  rigorosa  determinazione  delle  curve).  E  questa 
forse  una  filosofia  di  pieno  rigore?  contiene  essa  la  pienis¬ 
sima  evidenza?  Per  meglio  comprendere  così  falle  cose,  ci 
convicn  portare  la  nostra  attenzione  alle  seguenti  requisite 
considerazioni. 

1. °  I  melodi  adoperali  dai  geometri  e  concernenti  le 
grandezze  inassegnabili,  i  limili,  le  evanescenti,  le  prime  cd 
ultime  ragioni,  sono  metodi  evidenti  considerati  in  sè  stessi, 
o  nel  loro  uso? 

2. °  La  dimostrazione  dall’assurdo  in  questi  melodi  sì  spes¬ 
so  adoperala  cd  invocata  per  renderli  appieno  evidenti  è  essa 
capace  a  renderli  pienamente  evidenti  e  rigorosi? 

4G7.  Circa  i  melodi  qui  avanti  accennali  pare,  che  se  ne 
sia  detto  abbastanza,  onde  crediamo  inutile  di  farne  nuova 
analisi,  giacché  si  è  veduto  e  replicatamele,  che  non  sono 
melodi  di  tutto  rigore.  Abbiam  pure  a  sufficienza  compro¬ 
valo,  che  anco  l'esistenza  dei  supremi  residui  delle  gran¬ 
dezze  impoverite  insino  al  grado  estremo  nel  loro  valore, 
si  sono  dovuti  supporre;  e  che  anco  in  quest'ultimo  stalo 
mancava  sempre  la  prova  che  siano  zero,  e  rigorosamente  zero. 

Per  quello  poi  concerne  la  indiretta  maniera  degli  an¬ 
tichi  ,  di  convalidare  e  confermare  i  loro  ragionamenti  col- 
l'ajuto  dell'argomento  dall’assurdo,  abbiarn  pure  fallo  os¬ 
servare,  che  con  questo  argomento  (giustissimo  in  sè  stesso, 
e  da  essi  adoperato  con  successo  felice  nelle  dimostrazioni 
riguardanti  le  rette),  questo  islesso  argomento  da  essi  in¬ 
debitamente  applicato  alle  ricerche  della  misura  e  proprietà 
delle  curve  o  dello  spazio  da  esse  contenuto,  è  venuto  meno 
ed  è  riuscito  inconcludente,  anzi  si  è  risoluto  in  una  pura 
pelizion  di  principio;  e  questo  come  è  dello  per  indebita 
applicazione  di  tale  principio. 


468.  Quale  è  adunque  il  giudizio  -filosofico  clic  noi  dob¬ 
biamo  pronunciare  intorno  alla  rigoroso  esattezza  della  geo¬ 
metria  superiore  antica,  clic  tratta  dei  circoli  e  delle  curve? 
Per  meglio  render  preciso  questo  nostro  giudizio,  e  per 
render  le  nostre  idee  più  esatte,  diremo,  clic  acciò  gli  an¬ 
tichi  avessero  diriLlo  di  appellare  le  loro  dimostrazioni  ri¬ 
gorose  e  certissime,  avevano  bisogno  di  basi  più  precise, 
c  più  rigorose,  e  queste  dal  sin  qui  dello  non  le  hanno 
mai  avute  in  loro  mano  ma  le  hanno  solamente  supposte; 
dunque  non  hanno  mai  potuto  aspirare  al  rigore,  ma  uni¬ 
camente  ad  un  creduto  c  solamente  supposto  rigore. 

Fu  dunque  sempre  sentita  necessità  il  supporre,  perchè 
all’uomo  mancavano  sempre  i  mezzi  di  rinvenire  queste  su¬ 
preme  e  soggettive  residuali  entità  delle  grandezze.  Così  han 
dovuto  fare  Euclide  ed  Archimede  benché  espressamente  non 

10  dichiarino;  così  Galilei,  Keplero,  Wallis,  Fermat,  Barrow 
e  tutti  quelli  che  adottarono  gli  antichi  metodi  noli  e  già 
ricordati;  così  han  dovuto  fare  Newton  e  Leibnitz  rimo  c 
l’altro  dei  quali  abbracciarono  per  fondamento  delle  loro  dot¬ 
trine  le  grandezze  infinitesime  supposte  e  le  adottarono  ed 
appropriarono  ai  calcoli  col  mezzo  del  principio  dello  prin¬ 
cipio  del  calcolo  differenziale. 

469.  Vero  è  che  così  facendo,  abbandonalo  intieramente 

11  campo  del  reale  e  dell’ oggettivo  si  sono  trasportati  col¬ 
l'animo  nel  mondo  ideale  soggettivo,  e  così  hanno  innalzala 
dichiaratamente  la  nuova  analisi  sopra  la  ipotesi,  tuttavia 
portando  attenzione  a  questa  ipotesi  dell' infinitesima,  come 
essa  si  considera,  in  via  ipotetica,  quale  uno  dei  generatori 
della  grandezza  geometrica,  la  transizione  dall' oggettivo  al 
soggettivo,  non  allontana  di  molto  l’ una  dall’ altra  queste  due 
diverse  cose.  Questo  modo  di  pensare  del  nostro  spirito  cioè 
di  ricorrere  all'ipotesi  ove  non  si  arriva  con  la  realtà,  è  sem¬ 
pre  riuscito  all’animo  di  una  stupenda  fecondità  di  idee  e 
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'li  elevale  dottrine;  e  considerando  la  brama  innata  del  sa¬ 
pere  nell’ «omo  ed  il  limitato  suo  campo  delToggetli vo ,  fu 
sempre  una  specie  di  sentito  bisogno,  quello  di  ricorrere  al- 
T indefinito  e  vastissimo  mondo  del  soggettivo  o  ideale;  onde 
meno  qualche  apparente  oggettività  che  posson  contenere 
alcuni  elementi  o  alcune  parli  delle  matematiche,  esse  però 
tulle  indistintamente  appartengono  al  mondo  ideale,  sog¬ 
gettivo  ed  ipotetico. 

470.  Qui  vuol  esser  notato  a  schiarimento  dell’ oggettivo 
e  del  soggettivo,  che  sebbene  quest'ultimo  sia  tutta  opera 
del  nostro  spirilo  cioè  lutto  prodotto  della  sua  attività  pen¬ 
sante,  e  sebbene  il  soggettivo  si  aggiri  di  regola  ordinaria, 
sopra  elementi  di  purè  idee,  tuttavia  non  convicn  limitare 
la  facoltà  che  ha  il  nostro  spirito  di  astrarre  e  generaliz¬ 
zare,  ed  in  certo  modo  di  rendere  ideale  una  qualsivoglia 
idea  oggettiva;  per  cui  lo  spirito  può  sempre  con  tal  suo  me¬ 
todo  di  elevare  ed  estrarre  le  sue  idee  considerare  ognora 
che  a  lui  piaccia  qualunque  reale  idea  oggettiva  sotto  aspetto 
soggettivo  quanto  più  gli  aggrada.  Questa  importante  osser¬ 
vazione  che  si  può  senza  terna  d’inganno  considerare  quale 
verità  di  fatto,  perchè  esprime  una  reale  effettiva  e  distinta 
facoltà  del  nostro  animo,  voleva  qui  esser  notata  per  torre 
di  mezzo  quelle  oscurità  e  dubitazioni,  che  nascer  potevano 
dalla  diversità,  che  passa  Ira  l' oggettivo  ed  il  soggettivo, 
considerali  in  sè  stessi  e  non  con  la  comunanza  che  hanno 
quando  il  primo  viene  dall’animo  trasmutato  nella  natu¬ 
ra  con  cui  esiste  il  secondo,  cioè  consideralo  soggettiva¬ 
mente. 

474.  Queste  dottrine  servono  di  esplicazione  della  maniera 
tenuta  dai  geometri  nel  trattare  in  modo  soggettivo  qualsi¬ 
voglia  grandezza  od  oggetto  reale  concreto.  Spiegano  perchè 
l’ infinitesimo  venga  attribuito  a  tutte  le  grandezze  finite  di 
ogni  maniera,  quali  sono  le  funzioni  o  equazioni  delle  curve. 
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le  forinole  analitiche  o  algoritmiche  e  geometriche  di  ogni 
denominazione.  Tulle  queste  grandezze  geometriche  o  con¬ 
siderate  a  modo  di  grandezze  geometriche,  benché  esprimenti 
qualsivoglia  cosa  concreta  o  qualsivoglia  oggettiva  quantità, 
per  la  facoltà  c  forza  pensante  dello  spirito  nostro,  queste 
quantità,  elevale  che  siano  allo  stalo  ideale  astratto  sogget¬ 
tivo,  divengon  funzioni  od  oggetti  soggettivi,  e  perciò  suscet¬ 
tivi  di  tutto  ciò  che  appartiene  e  sembra  solamente  proprio 
delle  pure  soggettive  idee. 

472.  In  queste  considerazioni  si  rinviene  quel  legame  pre¬ 
zioso  che  unisce  il  soggettivo  coiroggcttivo  e  che  fa,  clic  le  dot¬ 
trine  astratte  e  di  natura  al  tutto  soggettiva  ipotetica,  possano 
darsi  la  mano  con  quelle  che  sono  di  natura  oggettiva  e  reale 
concreta,  e  rendere  per  così  dire  suscettive  queste  ultime  di 
essere  compartecipi  di  tutte  le  speculazioni  elevate  delle  prime; 
queste  sono  le  posizioni  che  ci  disvelano  la  saviezza  profonda 
dei  matematcci  nell' applicare  alle  realità  le  loro  dottrine,  c 
che  spiegano  la  verace  utilità  delle  matematiche,  utilità  com¬ 
provata  con  argomento  filosofico.  E  per  comprendere  che  i 
geometri  non  solamente  adoprano  di  questo  modo,  ma  che  una 
specie  di  necessità  li  ha  sempre  condotti  a  questa  maniera 
di  vedere,  basta  richiamare  a  memoria,  che  avendo  essi  at¬ 
tribuita  la  proprietà  del  continuo  a  tutte  le  grandezze  finite, 
cd  in  certo  modo  anco  oggettive,  perciò  dovettero  anco  trat¬ 
tarle  in  maniera  all’ in  tutto  soggettiva. 

475.  Queste  dottrine  servono  a  discoprire  la  fallacia,  che 
esiste  nel  ragionamento  di  Wronski,  diretto  a  provare  dimo¬ 
strativamente  il  principio  del  calcolo  differenziale;  perchè 
dal  suo  modo  di  parlare  si  conosce  che  attribuisce  alla  G  una 
soggettività  per  così  dire  assoluta  o  suprema,  mentre  tratta 
le  A  e  B  onninamente  in  modo  oggettivo;  dimenticando  egli 
intieramente  la  proprietà  o  la  facoltà  dell’animo  nostro,  di 
considerare  a  suo  beneplacito  le  A  e  B  in  modo  soggettivo, 
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e  Lalmcnlc  soggettivo  do  potere  ad  esse  applicare  verace¬ 
mente  la  G  come  parte  loro  tenuissima  o  come  uno  dei  loro 
generatori  primitivi. 

474.  Da  queste  dottrine  si  rileva  l' insussistenza  dell'accusa, 
die  Wronski  fa  ai  geometri,  appellandoli  grossolani  e  troppo 
dominali  dalla  connine  filosofia  del  sensismo,  filosofia  che 
dominava  al  tempo  in  cui  egli  scriveva;  imperciocché  sebbene 
sia  difficile  il  determinare  quanto  i  geometri  ne  partecipas¬ 
sero,  come  filosofi,  egli  è  però  fuor  di  dubbio,  che  parlando 
e  trattando  le  matematiche  con  uno  stile  ed  lina  maniera 
allatto  consimile  a  quelle  degli  antichi  matematici,  che  scris¬ 
sero  in  tempi  di  filosofia,  forse  un  poco  meno  razionale  dei 
nostri,  danno  però  apertamente  a  divedere,  che  essi  non 
si  abbandonavano  ad  un  sensismo  grossolano;  imperciochò 
sino  dai  primi  fondatori  delle  matematiche  le  grandezze  sono 
stale  assunte,  considerate  e  ritenute  quali  entità  soggettive, 
c  questa  maniera  di  pensare  non  è  stala  mai  immutala  dai 
matematici. 

Ora  per  qual  motivo  adunque  dobbiam  credere  che  quelli 
del  tempo  in  cui  egli  scriveva  la  sua  opera,  fossero  cotanto 
grossolani  nella  scienza  matematica?  Secondo  il  pensamento 
di  Wronski  il  più  elevalo  uomo  nel  soggettivo,  pare  che 
sia  stato  Leibnitz  ;  or  bene  questo  gran  geometra  sarebbe 
in  onta  delle  sue  dottrine  nè  più  nè  meno  grossolano  di  tutti 
gli  altri  geometri,  clic  lo  precedettero,  o  che  gli  furono  con¬ 
temporanei ,  o  che  vennero  dopo  di  lui,  perchè  nè  più  nè 
meno  applica  a  tutte  le  grandezze  oggettive  e  finite  la  sua 
differenziale  infinitesima,  e  sottopone  al  suo  calcolo  infinite¬ 
simale  ogni  e  qualsivoglia  grandezza  e  di  ogni  escogitabile 
natura  ed  espressa  con  qualunque  funzione  implicita  od  espli¬ 
cita  e  contenente,  tanto  cose  astratte,  che  oggettive. 

475.  Ella  è  ottima  maniera  quella,  che  insegna  intendere 
le  opinioni  filosofiche  degli  uomini  deduecndo  la  loro  impor- 


lanza  e  significazione  dalle1  espressioni  da  essi  loro  adoperale 
ad  indicarle,  ma  è  pure  ollimissima  maniera  anco  quella,  di 
comprendere  appieno  il  valore  delle  parole  desumendolo  dal¬ 
l'uso  c  dalle  applicazioni  che  essi  fanno  delle  dottrine  islcsse. 
Da  ciò  ne  viene,  che  vedendo  noi  Leibnitz  e  tulli  gli  altri 
applicare  come  si  è  dello  la  dx  o  la  sua  differenziale  a  tulle 
le  grandezze  ed  in  ogni  modo  e  sialo  esistenti,  vedendo  di¬ 
ciamo  noi  applicarla  a  tutte  le  possibili  maniere  di  quantità, 
ne  viene,  o  che  questo  gran  filosofo  si  aggirava  in  altissimo 
equivoco  ed  inganno,  o  che  egli  sapeva  ed  intendeva  chia¬ 
ramente  quello  che  faceva.  Ora  vedendolo  noi  adunque  in 
unione  con  tulli  gli  altri  attribuire  la  variazione  differen¬ 
ziale  a  tutte  le  grandezze  anco  oggettive,  allora  o  ci  convien 
crederlo  caduto  nel  più  manifesto  e  grossolano  materialismo, 
o  meglio  ragionando,  ci  convien  crederlo  pienamente  per¬ 
suaso  di  potere  mediante  l’opera  del  nostro  spirito,  appro¬ 
priare  la  dx  a  tulle  le  grandezze  indistintamente,  perchè 
il  nostro  spirilo  può  considerarle  come  risultanti  da  infiniti 
indivisibili  o  infinite  differenziali  infinitesime.  E  questa  con¬ 
siderazione  è  quella  che  scioglie  tutto  l'enigma  che  pare  siasi 
ingenerato  nella  mente  di  Wronski  in  causa  del  soggettivo 
e  deH'oggellivo  considerati  come  sostanzialmente  diversi. 

476.  Più  in  questo  elaboralo  mentale  soggettivo  che  la 
nostra  mente  fa  sopra  di  ogni  grandezza,  si  rinviene  anco 
la  verace  nozione  che  noi  ci  possiamo  formare  della  infini¬ 
tesima  quantità,  poiché,  per  quanto  è  dato  al  nostro  spirilo 
di  conoscere,  nell' istessa  identica  proporzione  gli  è  dato  di 
figurarsi  e  di  idearsi  questa  stupenda  scomposizione  men¬ 
tale  infinita  di  ogni  grandezza;  ed  in  sequela  di  essa  ,  la 
mente  suppone,  che  per  una  di  queste  infinitesime  parli,  la 
grandezza  provi  un  mutamento  in  più  o  in  meno,  ossivero, 
provi  una  infinitesima  \ariazione  o  infinitesimo  cangiamento; 
e  finalmente  quello  che  qui  più  importa  anco  di  rimarcare 


si  è,  che  sollo  questo  aspetto  considerate  queste  osservazioni 
esse  contengono  ancora  quella  più  verace  dimostrazione,  che 
si  può  avere  del  calcolo  differenziale  e  specialmente  del  suo 
principio;  atteso  che  vediamo  per  nostra  contemplazione  da 
una  parte  la  grandezza  composta  e  risultante  da  una  infi¬ 
nità  di  infinitesime  parli,  e  dall’ altra  una  sola  infinitesima, 
ovvero  alcune  sole  infinitesime  di  queste  poste  in  compara¬ 
zione  di  valore  con  la  infinità  di  tutte  le  altre  per  cui  si  appa¬ 
lesa  tutta  la  verità  del  valor  filosofico  del  ragionamento  del  gran 
Galilei,  quando  poneva  in  paragone  1*  infinitesimo  o  il  suo 
indivisibile,  collinfinite  parli  infinitesime  del  finito. 

Forse  alcuno  dirà,  che  questa  dimostrazione,  che  Galilei 
ci  presenta  del  calcolo  difìcrenziale,  non  è  rigorosamente  vera, 
perchè  anco  con  essa  si  viene  a  non  curare  la  parte  indi- 
visibile,  perchè  infinitamente  piccola,  e  quindi  la  si  traila 
come  fosse  zero. 

Ma  si  risponde,  che  questa  non  è  una  difficoltà  appro¬ 
priata  al  ragionamento  di  Galilei;  perchè  questo  grande  pen¬ 
satore  nel  dire,  che  uno  indivisibile  o  uno  infinitesimo  non 
c  capace  ad  alterare  in  più  o  in  meno  la  grandezza  finita, 
egli  non  desume  la  ragione  di  questa  incapacità  dallo  stato 
estremamente  piccolo  dell'indivisibile,  ma  la  deriva  dallo 
stato  dell' infinito,  al  quale  ripugna  una  aggiunta,  o  un'au¬ 
mento,  o  una  diminuzione.  Egli  in  ciò  fare  non  ha  alcun 
riguardo  allo  stato  di  tenuità  dell’ indivisibile,  che  anzi  il  suo 
modo  di  parlare  fa  vedere  apertamente,  che  l'indivisibile  non 

10  considera  zero;  poiché  in  qucst'ullima  ipotesi  era  inutile 

11  dire,  che  l’indivisibile  venisse  aggiunto  o  levato  dalla  gran¬ 
dezza;  imperciocché  lo  zero  nè  si  può  aggiungere  nè  si  può 
sottrarre  da  veruna  grandezza.  Alla  grandezza  finita  non  ri¬ 
pugna  ogni  aggiunta  e  non  ripugna  ogni  diminuzione,  e  nel 
primo  caso  la  grandezza  aumenta,  uel  secondo  impiccolisce. 
Ma  l'infinito  non  può  crescere ,  perchè  se  potesse  aumentare 
sarebbe  c  non  sarebbe  nel  medesimo  tempo  infinito. 
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Ora  avendo  per  posizione  aU’in  tulio  ideale  soggettiva 
stabilito,  clic  ogni  grandezza  finita  si  considera  e  si  ritiene 
come  il  risili  lamento  o  la  somma  infinita  di  altrettanti  indi- 
visibili,  ne  verrebbe,  che  uno  di  questi  indivisibili  aggiunto  ad 
un  numero  infinito  di  essi  lo  accrescerebbe  ancora,  e  quindi 
che  I*  infinito  sarebbe  capace  di  anniento,  il  che  ripugna. 

Venendo  ora  a  concreto  esame  della  suddetta  difficoltà 
si  comprende  di  leggeri,  che  Tesatlezza  del  principio  gali- 
leano  non  è  desunta  dall’idea  della  nullità  o  della  suprema 
piccolezza  dell’ indivisibile,  ma  sibbene  dal  concetto  del  nu¬ 
mero  infinito  degli  indivisibili  dal  quale  risulta  ogni  finito. 

Da  tutto  questo  ragionamento  si  comprende  quanta  cir¬ 
cospezione  ci  convenga  usare  quando  pronunciamo:  che  una 
infinitesima  è  come  fosse  zero  in  comparazione  della  gran¬ 
dezza  finita;  imperciocché  quando  1* infinitesima  si  voglia  con¬ 
siderare  come  uno  zero  in  sé  stessa,  in  allora  tutte  le  nostre 
geometriche  speculazioni  si  risolverebbero  nel  più  grande 
assurdo  o  controsenso  possibile,  perché  intanto  che  pense¬ 
remo  o  riterremo  ogni  grandezza  come  risultante  da  questi 
supremi  generatori  ideali,  noi,  considerando  ognuno  di  essi 
come  zero,  verremo  a  dire,  che  tulli  siano  zeri,  e  quindi 
anzi  che  considerar  la  quantità  scomposta  la  considerarcmo 
pienamente  distrutta;  il  che  ripugna  alle  nostre  mentali  posi¬ 
zioni  :  più  riesciremo  a  disdire  od  a  negare  ciò ,  che  ci 
proponemmo  di  ammettere. 

Considerando  le  dottrine  dell'  analisi  sublime  sotto  il 
verace  aspetto  sotto  del  quale  le  propone  Galilei ,  evitiamo 
lutte  quelle  sconvenienze  di  idee  che  si  affacciano  a  chiun¬ 
que  vede  nei  calcoli  figurare  le  differenziali  e  ivi  conside¬ 
rate  come  zeri;  imperciocché  qual  significato  ponno  mai 
avere  i  zeri  e  le  loro  potenze?  Qual  significato  avrebbe  il 
calcolo  sommalorio  il  quale  si  ridurrebbe  a  riunire  tutti  que^ 
sii  infiniti  zeri. 


477.  Applicando  all  invecc  loro  questi  giusti  ragionamenti, 
si  comprende*  se  siano  fondate  veramente  le  difficoltà  pro¬ 
mosse  contro  il  calcolo  differenziale,  e  si  conosce  la  ragione 
per  la  quale  lutti  i  geometri  non  hanno  mai  veduto  di 
poterle  evitare,  ricorrendo  a  delle  distinzioni,  ovvero  a  delle 
nozioni  diverse  da  quelle  che  essi  avevano  esternate  c  clic 
erano  anco  nozioni  comuni  a  tulli  i  geometri.  In  queste 
nozioni  combinale  e  comparate  alle  dottrine  del  Galilei  sta 
riposta  la  forza  della  dimostrazione  filosofica,,  che  questo 
nostro  sommo  ingegno  italiano  ha  saputo  dare  del  princi¬ 
pio  del  suo  indivisibile,  divenuto  poscia  principio  del  cal¬ 
colo  differenziale  senza  verun  altro  cangiamento  fuori  che 
quello  del  mutalo  nome,  dell’indivisibile  in  differenziale,  o  in 
grandezza  infinitamente  piccola. 

A  maggior  dilucidazione  della  nozione  dell’ infinitesimo 
geometrico  osserveremo ,  esser  bensì  vero  che  riesce  un 
ente  ideale  soggettivo  e  pienamente  soggettivo ,  ma  in  pari 
tempo  riesce  un’essere  o  un’entità  soggettiva,  posta  e  rica¬ 
vata  della  grandezza  con  una  maniera  tutta  soggettiva  di 
considerarla. 

Per  lo  chè  è  sempre  vero,  che  in  tale  ipotesi  anco  la  infi¬ 
nitesima  ò  relativa  alla  grandezza  istessa  soggettivamente 
da  noi  considerata  ,  e  quindi  essa  è  una  quantità  o  entità 
omogenea  consimile,  comparabile,  come  parte  della  gran¬ 
dezza. 

Di  qui  ne  viene,  che  il  pensamento  di  Wronski,  di  volere 
cioè  considerare  la  grandezza  in  sè  stessa,  cioè  pienamente  og¬ 
gettiva  e  la  di  lei  variazione  pienamente  soggettiva,  nel  con¬ 
creto  ragionamento  del  principio  del  calcolo  differenziale , 
è  un  altro  reale  equivoco;  in  quanto  che  suppone  tutto 
diversamente  da  quello  che  6,  e  che  ha  sempre  ritenuto 
la  universale  dei  geometri. 

Ben  volentieri  si  concede  a  questo  geometra,  che  passa 


—  398  — 

differenza  sostanziale  tra  I' oggettivo  cd  il  soggettivo ,  ma 
da  (|Uesto  ne!  presente  suo  ragionamento  non  se  ne  ricava 
verun  profiito  ,  perche  i  geometri  non  compararono  mai  il 
solicelli  vo  coll’  oggettivo,  oggettivamente  considerato;  ed  il 
calcolo  differenziale  e  molto  meno  il  suo  principio  non  si 
l'onda  sopra  la  comparazione  dell'  oggettivo  semplice  col 
soggettivo  puro,  ma  dell'  oggettivo  considerato  soggettiva¬ 
mente  e  comparandogli  una  sua  particella  soggettivamente 
presa  pur  essa. 

-478.  Abbiam  voluto  esporre  c  forse  con  soverchia  pro¬ 
lissità,  queste  nozioni  intorno  ai  pensamenti  antichi  e  moderni 
riguardanti  le  parli  più  elevate  delle  matematiche,  perchè  così 
si  comprendano  a  fondo  tutte  le  ragioni  e  lutti  i  molivi 
dei  diversi  pareri  e  delle  diverse  opinioni.  Poi  non  vogliamo 
lacere,  che  questa  specie  d'insistenza  sopra  questi  melodi 
geometrici  deriva  in  noi  dal  pensiero,  di  voler  indurre  molli 
dei  geometri  a  ricredersi  delle  loro  opinioni  che  nutrono 
intorno  al  rigore  dei  metodi  antichi ,  poiché  disvelali  essi 
metodi  e  posti  in  piena  luce,  non  è  più  possibile  di  rinve¬ 
nirli  fregiali  di  quel  rigore  razionale  del  quale  fin  ora  si 
sono  considerali  capaci  per  pura  inavvertenza. 

479.  Pervenuti  a  questo  punto  della  filosofia  delle  mate¬ 
matiche,  siamo  al  caso  di  meglio  apprezzare  alcune  cose 
anco  dei  seguenti  pensamenti  del  sig.  Wronski  che  crediamo 
bene  di  qui  riportare,  perchè  ci  sembrano  atte  a  dilucidare 
alcune  parti  della  filosofia  del  calcolo  superiore.  Egli  adun¬ 
que  scrive  nella  succitata  opera  Philosophie  de  V  ìnfimi 
alla  pag.  55:  —  L'infinito  non  solamente  è  uno  stromento 
esatto  di  ricerche  matematiche,  ma  anzi  è  Y  elemento  più 
importante  delle  stesse  verità  matematiche.  Noi  diremo  di 
più:  ?io?i  è  che  per  V  in  fini  lo  die  è  possibile  la  scienza 
delle  matematiche.  In  fatti,  senza  l’infinito  noi  non  aves¬ 
simo  in  geometria  clic  delle  linee  rette,  ed  in  algoritmi» , 
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che  la  semplice  somma  (addizione  e  sottrazione)  ;  c  ben  si 
vede,  che  con  elementi  sì  grossolani  non  si  avrebbe  potuto 
costruire  lina  scienza.  Noi  abbiamo  già  dimostralo  che  il 
fondamento  della  scienza  del  geometra,  consideralo  persino 
nella  sua  possibilità,  è  la  continuila  della  generazione  delle 
(piantila ,  e  non  occorrono  molli  sforzi  per  comprendere 
clic  alla  sua  volta  questa  continuità  della  generazione  non 
è  possibile,  che  per  l’idea  dell'Infinito. 

Perciò  lungi  dall’  escludere  l’idea  sublime  dell*  infinito, 
tulle  le  ricerche  matematiche  tendono  direttamente  o  indi* 
rettamente  di  una  maniera  esplicita  o  implicita  verso  que¬ 
st’ultimo  fine  della  scienza  nr. 

480>  Noi  non  faremo  commenti  a  questo  passo  clic  non 
riesce  ad  altro  che  ad  una  perifrasi  della  proprietà  del  con¬ 
tinuo  da  lui  qui  appellala  continuità  della  generazione  delle 
grandezze. 

Unicamente  gli  domanderemo  volentieri,  come  anzi  possa 
escludere  da  questa  continuità  tutte  le  lince  rette,  le  quali 
per  universale  consentimento  di  tutti  i  cultori  della  geome¬ 
tria  sono  dotale  della  proprietà  del  continuo  o  della  conti¬ 
nuità  ,  c  sono  perciò  sempre  state  ritenute  per  infinitamente 
divisibili  ? 

Proseguendo  egli  poscia  il  suo  ragionamento  circa  la 
nozione  dell’infinito  tenta  sull’appoggio  della  filosofia  di  Kant 
di  classificare  i  melodi  matematici  nelle  pag.  44,  45,  4(5,  47, 
48,  49,  50,  e  pervenuto  al  metodo  di  approssimazione 
algoritmica  scrive  quanto  segue:  ~  Primamente,  perciò 
che  concerne  la  verace  natura  dell’approssimazione  algorit¬ 
mica  ,  essa  apertamente  consiste  in  questo ,  che  gli  accre¬ 
scimenti  successivi  dei  differenti  termini  delle  funzioni  che 
si  pongono  a  calcolo  per  accostarsi  continuamente  c  inde¬ 
finitamente  alla  quantità  che  si  desidera  conoscere  non  sono 
legali  da  alcuna  legge.  I  scomcjri  hanno  sino  a  questo 


—  400  — 

(cmpo  disconosciuto  questo  carattere  dell'  approssimatone 
algoritmica,  ed  anzi  essi  lo  hanno  confuso  con  quello  dei 
procedimenti  tecnici,  i  quali  per  un'algoritmo  indefinito  ma 
contenuto  in  una  sola  legge,  servono  a  valutare  ed  a  misu¬ 
rare  delle  quantità  algoritmiche. 

In  fatti  insino  a  questo  tempo  lutti  i  geometri  consi¬ 
derarono  come  una  semplice  approssimazione  l'impiego  delle 
serie  ed  altre  funzioni  tecniche  per  la  misura  delle  fun¬ 
zioni  teoriche  date  immediatamente  o  mediatamente  per 
mezzo  delle  equazioni.  Questo  è  gravissimo  abbaglio  :  le 
serie  e  tulle  le  altre  funzioni  tecniche ,  sono  funzioni  che 
per  la  legge  unica  che  esse  costituiscono,  abbracciano  nella 
loro  totalità  la  generazione  completa  di  una  quantità  algo¬ 
ritmica;  cd  in  questo  esse  differiscono  essenzialmente  dalla 
semplice  approssimazione,  la  quale  non  polendo  con  veruna 
legge  abbracciare  gli  accrescimenti  successivi  dei  differenti 
termini,  della  serie  ai  quali  essa  conduce,  non  saprebbe 
abbracciare  l’insieme  della  generazione  di  una  quantità  algo¬ 
ritmica. 

Questo  carattere  delle  funzioni  tecniche  è  della  più  alla 
importanza  per  l’algoritmia,  c  serve  a  legare  le  due  fun¬ 
zioni  algoritmiche  primitive  ed  essenzialmente  eterogenee,  la 
somma  e  la  graduazione,  dandoci  il  mezzo  rigoroso  per  la 
transizione  dell’uno  all'altro  di  questi  algoritmi,  come  noi  lo  ab¬ 
biamo  dijnoslrato  nella  filosofia  delle  matematiche  ;  transizione 
clic  è  il  gran  mezzo  che  noi  abbiamo,  per  trasformare  di  una 
maniera  rigorosa  in  funzioni  semplici  di  somma  in  serie  le 
funzioni  complicatissime  fondate  sopra  la  graduazione.  Già 
prima  di  Lcilmilz  questo  vero  fondatore  delle  serie,  si  aveva 
riconosciuto  non  il  bel  carattere  filosofico  delle  funzioni  tec¬ 
niche  f  ma  almeno  il  rigore  assoluto  che  si  ritrova  nella 
generazione  algoritmica ,  che  presentano  queste  funzioni  o 
esplicitamente  le  serie.  Egli  dice  espressamente  negli  Atti 
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degli  eruditi  di  Lipsia  1082,  che  sebbene  noi  non  possiamo 
abbracciare  separatamente  Io  insieme  dei  termini  costituenti 
una  serie ,  noi  abbracciamo  necessariamente  Io  insieme  di 
questi  termini  col  mezzo  della  legge,  la  quale  li  governa 
lutti;  legge  che  è  la  vera  ed  unica  significazione  della  serie.  — 
481.  In  questo  luogo  il  nostro  geometra  dopo  aver  dis¬ 
tinto  due  maniere  di  approssimazioni;  una  quando  ci  acco¬ 
stiamo  alle  grandezze  che  si  cercano  conoscere  o  misurare 
pigliandone  parli  discontinue  successive,  ma  in  modo  che 
queste  parti  non  siano  legale  e  regolale  da  una  legge  unica 
clic  tutte  le  renda  tra  loro  in  un  prescritto  rapporto  ;  Tallra 
in  quella  nella  quale  proponendosi  il  fine  della  prima,  i  ter¬ 
mini  le  parli  prese  per  la  misura  o  per  la  cognizione 
della  grandezza,  sono  regolati  da  una  legge  unica  costante, 
che  fissa  la  loro  ragione  o  il  rapporto  dei  Lerminì  che  costi¬ 
tuiscono  una  vera  serie  di  funzioni  tulle  tra  di  loro  legate 
e  coordinate  e  da  una  sola  cd  unica  legge;  e  coglie  da  que¬ 
sta  distinzione  motivo  di  far  rimprovero  ai  geometri  di  non 
aver  ben  distinto  questi  due  modi  di  avvicinamento. 

Ma  veniamo  a  cosa,  che  costituisce  in  matematica  una 
massima,  ed  una  massima  d’importanza  ed  è  la  seguente,  di 
sapere  cioè,  se  l'equazione  clic  si  stabilisce  tra  una  funzione 
qualunque,  ed  il  di  lei  sviluppamelo  in  serie,  sviluppamelo 
anco  regolato  da  una  legge  che  ne  determini  e  regoli  il 
rapporto  o  la  ragione  dei  termini  tulli,  sia  questa  una  equa¬ 
zione  rigorosa  ed  esattamente  rigorosa  in  onta  che  il  pro¬ 
cedimento  dei  lerminì ,  ed  il  loro  numero  proceda  all’  infi¬ 
nito  ?  Wronski  è  persuaso  che  tal  equazione  sia  rigorosa; 
eosì  la  pensava  Newton  prima  di  lui,  come  lo  aveva  dichia¬ 
ralo  nell’Opuscolo  4.°  pag.  24  e  25,  da  noi  citalo  num.  259; 
così  la  pensava  Leihnitz  (Alti  eruditi  di  Lipsia  1 682).  Cosi 
La  Fontaine.  Nessuno  intanto  nc  dà  una  convincente  ragione, 
o  pure  una  qualsivoglia  dimostrazione. 
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Ora  vediamo  se  veramente  possiamo  riconoscere  per 
vera  e  rigorosa  mente  vera  la  seguente  equazione  F  (x  -f-  z)“ 
n  n  n  —  1  n 

—  \rx  >  - Fxn  ~  1  z  -h  — , - F\n  3  z2  H - . 

4  4  2  4 

n  —  i  n  —  3 

_ . - Fxn  ~  3  z3  -F-  ecc.  all  infinito. 

2  3 

Ognuno  intende  che  per  esser  vera  quest'equazione,  lo 
sviluppamene  deve  presentare  tutta  la  infinità  dei  termini  che 
compongono  la  serie.  Ma  come  mai  un  numero  di  termini 
infinito  può  esistere  nel  secondo  membro,  e  così  esibirci 
lutto  a  rigore  il  valore  della  funzione  F  (x  ~f-  z)n?  Questa 
esistenza  dell’  infinito  numero  di  termini  è  essa  possibile? 
Wronski  non  poteva  ignorare,  che  la  efietliva  esistenza  del¬ 
l’infinità  dei  termini  era  richiesta  per  render  eiTeilivamcule 
rigorosa  la  equazione,  e  trovandosi  neH'impossibilità  di  esi¬ 
birla  3  egli  ha  avuto  ricorso  alla  legge  che  governa  la 
serie  procedente  all'infinito  e  dice,  che  questa  legge  abbrac¬ 
cia  tutta  la  infinità  della  congerie  dei  termini  da  cui  può 

1  1  1 

risultare  il  secondo  membro;  così  1  = - 1 - 1 - h  ec. 

2  4  8 

all  in finito  è  una  equazione  concreta  numerica;  ma  il  secondo 
membro  esprime  parli  dell’  unità  rappresentate  dai  termini, 
che  si  accostano  sempre  (considerandoli  riuniti)  più  e  più 
aH’unilàt  E  alcuni  supponendo  protratti  all'Infinito  i  termini, 
la  ritennero  capace  di  esibire  l’intiera  unità. 

Ma  questi  geometri  si  ingannano,  perchè  la  legge  che 
governa  questa  serie  non  venendo  mai  meno,  appalesa  anzi 
due  verità;  una  che  la  serie  non  può  finire  ;  l’altra  che  pro¬ 
tratta  all'Infinito  per  ipotesi  deve  rimanere  sempre  un'ultimo 
termine  infinitesimo,  il  (piale  manchi  sempre  alla  serie  acciò 
essa  possa  esibire  il  rigoroso  valore  dell’unità. 
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Portiamo  dunque  speciale  attenzione  a  questa  legge 
die  governa  i  termini ,  e  riteniamo  che  nel  di  lei  precetto 
li  abbracci  tulli. 

Questa  legge,  qual'  è,  nella  nostra  equazione  numerica 

4  4  4 

4  —  —  h - h - f-  ec.  ec.  prescrive, che  dalla  pro- 

2  4  8 

posta  unità  se  ne  prenda  da  principio  la  metà,  e  del  resi¬ 
duo  la  metà,  e  così  si  faccia  sempre.  Onde  lai  legge  vuole 
che  tutti  i  termini  siano  governali  da  una  identica  ragione 
o  rapporto  geometrico. 

Ma  tale  legge  lascia  sempre  indietro  la  metà  del  resi¬ 
duo  :  dunque  questa  legge  esclude  sempre  il  fine,  perchè 
si  rifiuta  ad  esaurire  il  finito,  e  si  limita  a  bipartirlo  e  così 
diminuirlo  senza  fine.  Ora  sia  pur  vero,  che  in  quel  modo, 
che  serve  a  determinare  i  primi  termini,  così  serva  a  deter¬ 
minare  tutti  i  successivi  senza  fine,  e  sia  pur  vero,  che  sotto 
questo  riguardo  si  possan  determinare  tutti  i  termini  per¬ 
chè  li  abbraccia  tulli  ;  intanto  cosa  ne  risulta  da  ciò  ?  A 
quanto  mi  pare  niuna  induzione  favorevole  alla  perfetta 
eguaglianza  dell’equazione. 

In  fatti  1'  esattezza  sta  riposta  nella  rappresentazione 
intiera  dell'unità,  e  questa  deve  essere  tutta  esibita  nel  secon¬ 
do  membro;  ora  questa  legge  la  esibisce  ella  forse  colà  all'In¬ 
finito?  In  quanto  a  noi  pare  che  altrettanto,  non  si  faccia  nè 
si  possa  fare  dalla  legge  di  cui  si  tratta,  ma  anzi  se  nericavi 
una  induzione  opposta,  imperciocché  la  legge  regge  i  termini, 
e  li  regge  lutti,  perchè  la  legge  li  vuole  tutti  successivamente 
in  eguale  ragione  tra  di  loro,  ma  la  legge  non  si  estende  al 
di  là  di  questo  virtuale  comprendimento.  Onde  si  può  anco 

n  n  n 

dire,  die  la  legge  della  serie  n  r - h - 1 - f-ec. 

2  4  8 
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non  è  neminen  essa  che  produca  i  termini  ,  che  si  accre¬ 
scono  airinfinito*  ma  essa  è  tale  che  volendoli  noi  accumulare 
per  nostra  volontà  o  per  bisogno,  la  legge  prescrive  sola¬ 
mente  qual  valore  relativo  debbano  tra  di  loro  impreteri¬ 
bilmente  conservare.  Questo  esprime  tutto  il  potere  ebe  ha 
questa  legge  nella  serie. 

Noi  confessiamo  che  alla  nostra  imaginaliva  riesce  facil 
cosa  il  credere,  che  tal  legge  si  estenda  sino  all'  infinito , 
cioè  a  parlar  più  sensatamente  siamo  facili  a  credere  che 
tal  legge  si  estenda  sin  dove  posson  esser  presi  i  termini 
nella  proposta  serie  ;  ma  questo  non  significa  cosa  alcuna 
riguardo  allo  scopo  di  cui  parla  Wronski,  perchè  sarebbe 
di  necessità  per  legittimare  la  sua  posizione,  che  per  tal 
legge  ponesse  in  essere  o  si  potessero  da  essa  porre  in 

essere  tanti  termini  quanti  ce  ne  vogliono  per  render  rigo- 

n  n  n 

rosa  la  equazione.  Ora  n  — - f - —  +  ec.  cc. 

2  4  8 

n 

. H - ,  non  si  presenta  equazione  rigorosa,  ma  sola 

00 

indefinitamente  prossima,  e  precisamente  poi  tale  in  senso 

n 

di  Leibnilz,  il  quale  considera  anco  la  —  come  ancor  essa 

co 

infinitamente  divisibile  ed  infinitamente  grande  quando  sia 
n 

comparala  ad - ;  e  quest'  ultima  infinitamente  grande 

co2 

n 

comparala  ad  - ;  c  così  segui  senza  fine. 

QO5 

482.  Cosi  la  serie  4,  2,  3,  4,  5,  0,  ec.  all'  infinilo  è 
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regolala  dalla  legge  aritmetica*  la  quale  prescrive*  che  i  ter¬ 
mini  cominciando  dal  primo  e  andando  innanzi  contengano 
un'unità  di  piu*  e  così  sempre.  Ora  da  ciò  si  ricaverà  forse, 
che  si  estenda  all'Infinito  e  che  dia  la  somma  di  lutti  i  ter¬ 
mini  sino  all’ infinito?  Questo  non  può  esser  vero;  quindi 
non  si  comprende  come  li  abbracci  tulli.  Può  essa  in  falli 
finire  e  far  diventar  Tultimo  termine  (se  questo  fosse  pos¬ 
sibile  )  eguale  all' infinito,  mentre  questo  non  contiene  che 
un  unità  di  piò  del  suo  antecedente?  Eccoci  sempre  da 
capo. 

Poi  chi  non  sa,  che  la  possibilità  istessa  di  ogni  legge 
tanto ^rilmelica  che  geometrica  A  tutta  fondala  nella  nozione 
e  proprietà  del  continuo. 

Se  la  funzione  F  (n)  variata  ih  F  (  n  +  dn  )m  e  svi¬ 
ni 

luppala  in  una  serie  infinita  espressa  per  nm  -j - nm_l 

I 

rn  m  —  1 

dn  -b  —, - nra  “ 2  dnz  -f-  ec.  perchè  presenta  uno 

sviluppamelo  regolato  da  una  legge  geometrica  costante,  che 
determina  e  prescrive  la  ragione  dei  termini,  sarà  forse  da 
considerarsi  come  se  tutti  i  termini  di  lei  esistessero?  Ma 
chi  la  pensasse  così ,  come  mai  potrebbe  dire  a  sè  stesso, 
che  un  tale  suo  pensamento  sia  fondalo  su  la  convenienza 
delle  idee*  o  su  la  rettitudine  logica? 

Sembra  incredibile  come  anco  nelle  matematiche  *  gli 
uomini  qualche  volta  si  pascano  di  parole*  e  senza  avve¬ 
dersene  prendano  delle  opinioni,  o  meglio  delle  asserzioni* 
per  delle  verità  !  Queste  cose  noi  qui  riportiamo  non  per 
contraddire  Y  opinione  di  alcuno*  ma  unicamente  per  pro¬ 
vare  che  la  opinione  di  quelli  che  asseriscono*  esser  rigo¬ 
rosa  l’equazione  tra  una  funzione  ed  il  di  lei  sviluppamento 
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espresso  per  serie  infinita  ,  è  opinione,  che  manca  di  ogni 
dimostrazione  o  prova,  e  perciò  in  matematica  non  può 
esser  riconosciuta  per  verace  o  certa. 

La  legge  unica  che  governa  tutta  la  serie  non  produce 
i  termini,  nè  li  rende  possibili  o  reali,  ma  esige  unicamente 
che  abbiano  tra  di  loro  un  dato  costante  rapporto. 

A  tal  legge  è  estranea  la  protrazione  della  serie  all'in- 
finilo,  ma  tal  legge  li  vuole  ed  in  via  possibile  ed  in  via  di 
realtà  del  sopradello  costante  rapporto. 

E  sotto  questo  riguardo  la  legge  li  abbraccia  lutti.  Ma 
però  siccome  resistenza  di  tutti  non  deriva  dalla  legge,  cosi 
la  legge  non  può  avere  alcuna  influenza  sopra  la  esistenza 
o  possibilità  dei  termini  nelle  serie;  quindi  è  inesattezza 
logica  il  darsi  a  credere,  che  per  forza  di  questa  legge  esi¬ 
stano,  o  possono  esistere  i  termini.  Ora  siccome  il  rigore 
dell'equazione  dipende  e  si  appoggia  all'  esistenza  dei  ter¬ 
mini,  perciò  la  legge  non  può  render  rigorosa  l’equazione 
espressa  per  mezzo  del  suo  sviluppamelo  infinito. 

483.  Continuando  a  riferire  le  opinioni  di  questo  geome¬ 
tra  di  Polonia;  egli  classificando  lutti  i  metodi  infinitesimali 
li  divide  in  melodi  divelli  ed  in  melodi  indiretti,  e  venendo 
a  determinarli  dice  :  ~  I  melodi  diretti  che  versano  sopra 
l’impiego  puro  della  ragione  nella  produzione  dell’idea  del¬ 
l'indefinito  si  suddividono  naturalmente  in  quelli  die  risal¬ 
gono  agli  elementi  indefiniti  dello  spazio  e  dell' estensione 
ed  in  quelli  che  risalgono  agli  elementi  indefiniti  del  tempo 
e  dei  numeri.  Li  primi  formano  il  metodo  degli  indivisibili 
e  li  secondi  costituiscono  il  calcolo  differenziale. 

484.  Ciò  clic  noi  abbiamo  riconosciuto  prima  d’ora  intorno 
al  carattere  dui  metodi,  clic  esaminiamo,  cioè  clic  essi  con¬ 
ducono  a  dei  risultameli  rigorosamente  esatti ,  come  Io 
abbiam  dedotto  nella  prima  parie  di  questa  filosofia  (429, 
150,  454  )  del  calcolo  infinitesimale,  ci  basta  completa- 
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mento  per  apprezzare  la  natura  dei  due  melodi  infinitesi¬ 
mali,  de'quali  abbiano  fatta  menzione,  vale  a  dire,  il  metodo 
degli  indivisibili,  ed  il  calcolo  differenziale.  Infatti  per  que¬ 
sti  mezzi  non  solamente  noi  sappiamo,  che  questi  metodi 
sono  rigorosi ,  ma  di  più  noi  conosciamo  perfino  I*  artificio 
intellettuale  sublime  per  mezzo  del  quale  si  stabilisce  que¬ 
sta  singolare  esattezza  rigorosa,  che  è  il  carattere  di  que¬ 
sti  melodi.  Noi  possiamo  dunque  dispensarci  in  questo  luogo 
di  entrare  di  nuovo  negli  sviluppameli  intorno  alla  natura 
di  questi  due  melodi  infinitesimali  diretti,  e  ci  basterà  per 
ben  comprendere  questa  loro  natura  di  rimettere  il  lettore 
ai  principii  di  questa  filosofia  del  calcolo  infinitesimale  espo¬ 
sti  avanti.  (Veggansi  i  numeri  citati  al  paragrafo  precedente). 

Ma  noi  dobbiamo  dire  in  questo  luogo  qualche  parola 
intorno  alla  differenza  essenziale  del  metodo  degli  indivisi¬ 
bili ,  c  del  metodo  del  calcolo  differenziale:  differenza  la 
quale  fino  a  quest'oggi  è  stala  compiutamente  ignorata  dai 
geometri,  confondendo  le  applicazioni  geometriche  del  cal¬ 
colo  differenziale  colla  natura  istessa  di  questo  calcolo  ,  il 
quale  è  puramente  algoritmico;  come  nell'occasione  del  me¬ 
todo  di  esauslionc  i  geometri  bau  creduto  anco  su  questo 
punto,  clic  il  metodo  degli  indivisibili  ed  il  calcolo  differen¬ 
ziale  fossero  identici.  Non  è  in  fatti ,  clic  fondandosi  sopra 
questa  pretesa  identità  che  essi  si  sono  immaginali,  che  la 
verace  scoperta  del  calcolo  differenziale ,  risalisse  alla  sco¬ 
perta  dei  diversi  melodi  particolari  degli  indivisibili.  Questo 
è  un  errore.  Il  metodo  degli  indivisibili  ed  il  calcolo  diffe¬ 
renziale  non  hanno  di  comune  che  l'idea  dell’ indefinito,  la 
quale  ne  è  il  fondamento:  ma  questi  duo  melodi  differi¬ 
scono  essenzialmente  nella  loro  propria  natura. 

L'uno  porla  sull'Indefinito  dello  spazio  c  dell'estensione, 
l’altro  sopra  l'indefinito  del  tempo  c  dei  numeri;  il  che  cer¬ 
tamente  è  tuli' altra  cosa,  ed  esige  dei  procedimenti  essen¬ 
zialmente  differenti. 
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Per  rendersene  convinti  basta  considerare  in  astratto  , 
come  si  dece,  da  una  parie  la  generazione  puramente  algo¬ 
ritmica  delle  funzioni  differenziali,  e  dall  altra  la  generazione 
puramente  geometrica  degli  elementi  degli  indivisibili  — . 

485.  Questa  maniera  di  parlare  del  Wronski  riesce  in 
alcuna  parte  opposta  alle  idee  ed  alle  induzioni ,  che  noi 
abbiamo  presentale  in  varii  luoghi  di  questa  filosofia ,  per¬ 
ciò  a  nostra  giustificazione  ed  a  dilucidazione  della  verità 
noi  dobbiamo  qui  prenderla  in  serio  esame.  E  primamente 
osserveremo,  clic  da  quanto  scrive  Wronski  lascia  compren¬ 
dere  espressamente,  che  egli  conosceva  il  metodo  degli  indi- 
visibili  solamente  sotto  quelPaspcllo  sotto  del  quale  presen¬ 
tato  lo  aveva  Cavalieri  ;  di  fatti  ritenere  questo  melodo  limi¬ 
tato  solo  allo  spazio  cd  alla  estensione,  ne  riesce  una  prova 
convincente. 

In  fatti  se  il  geometra  di  Polonia  letto  avesse  il 
melodo  degli  indivisibili >  quale  con  assai  più  di  filosofia, 
fu  discoperto  ed  adoperato  da  Galilei  nelle  sue  opere  mec¬ 
caniche  ,  certamente  clic  non  avrebbe  potuto  parlare  nella 
maniera  che  parla  ;  imperciocché  Galilei  espressamente  lo 
aveva  applicato  al  tempo,  al  molo ,  alle  velocità  virtuali,  e 
ad  ogni  escogitabile  grandezza;  il  tempo  fu  da  lui  consi¬ 
deralo  come  ingenerato  dagli  infiniti  istanti ,  il  molo  dallo 
infinite  velocità  virtuali,  o  dagli  infinitesimi  momenti  di  esso 
molo,  cd  ogni  grandezza  per  dir  breve,  come  il  risullamenlo 
di  una  generazione  infinita  dai  supremi  elemenli  indivisi¬ 
bili,  o  infinitesime  parli  nelle  quali  esso  considerava  ideal¬ 
mente  risolubile  ogni  grandezza. 

La  distinzione  adunque,  che  con  tanta  confidenza  pone 
in  campo  questo  geometra  oltramontano  non  sussiste  in 
faccia  al  vero,  ma  cade,  come  cade  ogni  equivoco  o  falso 
parere ,  quando  è  smentito  dai  falli  parlanti  al  par  di 
questo. 


i 
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480.  In  aggiunta  a  queste  irrefragabili  osservazioni  no¬ 
tiamo  un’altra  svista  c  non  lieve  di  questo  filosofo  di  cui 
abbiamo  qui  riportato  per  esteso  il  suo  parere.  La  svista 
consiste  in  questo,  che  egli  pone  una  sostanziale  distinzione 
tra  la  estensiva  grandezza  e  la  grandezza  algoritmica;  men¬ 
tre  questa  distinzione  non  è  che  illusoria.  In  vero ,  sotto 
qual  punto  di  veduta  si  considera  dagli  italiani  nel  loro 
metodo  degli  indivisibili  la  grandezza  estensiva  o  superfi¬ 
ciale  ?  forse  sotto  quello  di  semplice  spazio?  no  certamente, 
perchè  dal  momento,  che  ritengono  soggettivamente  questa 
grandezza  come  dotala  della  proprietà  del  continuo,  ed  in 
conseguenza  infinitamente  decomponibile,  ed  indi  come  risul¬ 
tante  da  una  verace  ideale  infinità  di  indivisibili  o  elementi 
infinitesimi,  inVallora  hanno  resa  la  estensione  al  lutto  simile 
ad  ogni  astratta  quantità,  e  perfettamente  simile  a  qualsi¬ 
voglia  altra  grandezza  o  quantità  algoritmica  e  del  tempo.  Per¬ 
chè  dunque  un  metodo  che  per  accidente  considera  con 
qualche  preferenza  l'estensione,  anzi  che  le  altre  grandezze, 
si  dovrà  dir  diverso  da  un  medesimo  metodo  clic  di  pre¬ 
ferenza  contempla  le  grandezze  algoritmiche ,  quando  nel 
fondo  e  nella  sua  natura  è  identico,  ed  identico  pienamente. 
Chi  volesse  procedere  a  questa  maniera  si  troverebbe  in 
diritto  di  distinguere  anco  il  calcolo  differenziale  dallo  stesso 
calcolo  differenziale  quando  quest’ultimo  piglia  in  conside¬ 
razione  e  introduce  nei  suoi  calcoli  l’estensione  o  Io  spa¬ 
zio,  e  distinguerlo  da  sè  stesso  quando  tratta  degli  altri 
algoritmi.  Ora  ognun  vede,  che  riuscendo  quest’  ultima , 
irnaginala  distinzione  senza  alcun  ragionevole  significalo  o 
fondamento,  perciò  ritornando  sui  nostri  passi  creder  dob¬ 
biamo,  che  abbia  da  esser  ritenuta  senza  fondamento  ragio¬ 
nevole  anco  la  gran  distinzione  vagheggiala  da  Wronski. 
Di  falli  egli  fu  strascinato  ad  ammetterla  sguardando  sola¬ 
mente  alle  applicazioni  più  presto  che  alla  intrinseca  natura 
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di  qucsli  melodi.  E  in  vero,  quando  Leihnilz  rende  conio 
a  chi  vada  debitore  del  suo  calcolo  e  del  suo  principio,  onora 
prima  di  tulli  Galilei  come  quello  in  cui  più  che  in  tulli 
gli  alili  aveva  rinvenuto  le  sue  nuove  dottrine;  di*  falli  in 
esse  trovalo  aveva  il  principio  dello  indivisibile  applicalo 
anco  al  tempo,  e  con  esempii  di  nuove  ed  anco  compirne 

integrazioni. 

487.  Poi  non  doveva  ignorare  il  nostro  filosofo  di  Polo¬ 
nia,  che  la  superficie  e  l'estensione,  che  erano  le  sole  gran¬ 
dezze  prese  in  considerazione  anco  dal  nostro  italiano  Cava¬ 
lieri,  scudo  considerale  in  astrailo,  ed  in  modo  all'in  tulio 
soggettivo ,  e  tanto  soggettivo  da  non  cederla  sollo  questo 
riguardo  in  verun  punto  all'  idea  soggettiva  del  tempo  c 
del  numero,  per  questo  il  fondo  del  metodo  di  Cavalieri 
non  diveniva  per  verun  conto  inferiore  al  metodo  gallicano 
e  lcihniziano. 

488.  Proseguendo  a  riferire  le  opinioni  di  questo  gran 
scrittore  di  matematica  ,  egli  alla  pag.  55  scrive  in  questa 
maniera:  zz  A  proposito  degli  autori  dei  diversi  melodi  par¬ 
ticolari  degli  indivisibili  alli  quali  si  è  voluto  far  risalire 
1’  origine  della  scoperta  del  calcolo  differenziale  la  più  sin¬ 
golare  di  queste  pretensioni  è  quella  che  asserisce  clic  Fer¬ 
mai  sia  il  verace  inventore  del  calcolo  differenziale  ;  pro¬ 
clamazione  letta  recentemente  in  un’  opera  della  quale  non 
ce  ne  ricordiamo  il  titolo.  Non  possiam  comprendere  in  fallo 
di  scienza  ciò  che  ha  potuto  meritare  a  Fermat  questa  pre¬ 
ferenza  sopra  lutti  gli  altri  autori  dei  metodi  degli  indivi¬ 
sibili  da  Cavalieri  o  da  Keplero  infino  a  Barrow.  Suppo¬ 
niamo  però,  che  sul  metodo  delle  tangenti  c  dei  massimi 
e  dei  minimi  di  Fermat  siasi  pensalo  fondarvi  sopra  que¬ 
sta  asserzione,  ma  quando  anco  si  volesse  confondere  il 
calcolo  dilferenziale  col  metodo  degli  indivisibili,  il  quale  c 
precisamente  quello  di  Fermat,  nò  la  anteriorità,  nò  V  ana- 


—  411  — 


logia,  nè  la  perfezione  di  questo  metodo,  e  nè  anco  l'ap¬ 
plicazione  aH’algoritmia  non  gli  guadagnerebbero  una  simile 
preferenza. 

In  falli,  quanto  all’anleriorità,  i  melodi  di  Fermat,  che 
non  si  conobbero  prima  del  1636  (lettera  privala  a  Rober- 
val  dell’ agosto  di  tal  anno),  non  sono  evidentemente  altro 
che  un  uso  algoritmico  o  algebrico  del  metodo  degli  indi- 
visibili,  il  qual  metodo  era  di  già  diffuso  dal  1633  (geome¬ 
tria  indivisibilium  conlinuorum  Bononiae,  ed  anco  sino  dal 
1615  stereometria  di  Kepler  ),  e  realmente  come  tutti  ne 
convengono  la  regola  dei  massimi  di  Fermat  non  c  che  un 
caso  particolare  algoritmico  del  principio  di  Kepler,  cioè, 
quando  una  grandezza  v.  g.  o  V  ordinala  ad  una  curva  è 
pervenuta  A\  di  lei  massimo,  il  suo  accrescimento  o  la  sua 
diminuzione  infinitamente  vicina  a  questo  stato  è  nulla.  Quanto 
all’  analogia  ognuno  sa ,  clic  è  nell’  opera  di  Gregorio  di 
san  Vincenzo  (  quadratura  circuii  et  seclionum  coni.  Ant- 
verpise  1647)  che  si  ritrova  la  prima_rassomiglianza  rimar¬ 
cabile  col  calcolo  differenziale;  almeno  con  le  sue  applica¬ 
zioni  geometriche  sopra  tutto  nell'opera:  Duclus  plani  in  pla¬ 
nimi,  c  nelle  inscrizioni  e  circoscrizioni  dei  rettangoli.  Così 
lo  confessa  Leibnitz  medesimo  (Acla  eradilorum.  Lipsiie 
1691  pag.  438),  che  deve  aver  attinto  principalmente  in  que¬ 
st'  opera  le  prime  idee  (almeno  occasionalmente)  della  sua 
scoperta. 

Quanto  alla  perfezione  del  metodo  di  Fermat  si  sa 
egualmente,  che  il  metodo  di  Barrow  ( Lcctiones  geometrica ?. 
Londinii)  è  superiore  a  quello  di  Fermai;  e  quello  che  più 
imporla  di  rimarcare  si  è,  che  il  triangolo  elementare  di 
Barrow  è  identicamente  quello  che  si  prende  in  considera¬ 
zione  nell*  applicazione  del  calcolo  differenziale  nella  deter¬ 
minazione  delle  tangenti,  come  lo  confessa  e  dichiara  anco 
Giacomo  Bernoulli  negli  Atti  degli  eruditi  di  Lipsia. 
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Infine  quanto  all'applicazione  all1  algorilmia,  ci  sembra 
die  se  sotto  questo  punto  di  vista  alcuno  potesse  preten¬ 
dere  all'onore  di  aver  aperto  il  cammino  o  la  via  alla  sco¬ 
perta  del  calcolo  differenziale,  questi  sarebbe  incontestabil¬ 
mente  Wallis  nella  prima  edizione  della  sua  Aritmetica  del - 
l’infinito  4655,,  come  ognuno  sa,  che  fu  principalmente  negli 
scritti  di  questo  gran  geometra  che  Newton  ha  ritrovalo 
occasione  d'inventare  le  sue  idee  intorno  le  flussioni  — 

489.  Ho  voluto  riferire  questo  tratto  storico  ragionalo  del 
geometra  polacco  non  per  alcun  altro  motivo,  se  non  per 
render  palese  quanto  siamo  qui  innanzi  venuti  esponendo 
intorno  alle  scoperte  di  Galilei,  e  segnatamente  intorno  al 
suo  metodo  degli  indivisibili,  metodo  abbraccialo  da  Cava¬ 
lieri,  ma  quasi  a  sbieco,  poi  da  Fermat  ed  apertamente  da 
Barrow  ed  altri,  e  diciamolo  anco  francamente,  da  Wallis 
medesimo ,  che  nelle  sue  opere  ne  dò  un  sunto  filosofico 
ragionalo  e  che  riesce  di  lode  a  Galilei.  Alcuni  di  quelli 
che  leggendo  i  libri  sono  corrivi  nel  veder  da  pertullo  lo 
spirilo  di  nazionalità  e  di  patria,  questi  facilmente  saranno 
inclinali  a  credere,  che  noi  possiamo  essere  sedotti  troppo 
di  leggieri  nel  credere  pensiero  italiano  anco  quello  che  non 
lo  è.  Qui  adunque  Wronski  dichiara  anch'egli  che  li  melodi 
dei  sullodali  autori  sono  tutti  metodi  degli  indivisibili,  quindi 
tulli  italiani  di  patria. 

Anco  questo  molto  storico  lo  vogliamo  diretto  a  quelli 
oltramontani  i  quali  soglion  tirare  un  velo  sopra  V  origine 
delle  cose,  e  sopra  la  loro  verace  provenienza  per  aver 
luogo  di  farsi  grandi  di  trovati;  che  non  si  considerano  dai 
loro  propri  connazionali,  che  per  vii  piagio. 

490.  Nel  lungo  ragionamento  col  quale  passa  in  rivista 
lutti  i  melodi  infinitesimali,  trovasi  condotto  alla  classifica¬ 
zione  che  qui  riportiamo,  che  egli  denomina: 
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TAVOLA  FILOSOFICA  DEI  METODI  INFINITESIMALI  PHIMITIVI. 

(A)  Risalire  agli  elementi  indefiniti  con  la  facoltà  del  giu 
dizio. 


Melodi  presuntivi. 

(a)  Per  la  funzione  chiamala  induzione. 

Metodi  induzionali. 

(a2)  Elevazione  agli  elementi  indefiniti  dello  spazio  e  del¬ 
l'estensione. 

Metodo  di  esaustone. 

(b2)  Elevazione  agli  elementi  indefiniti  del  tempo  e  dei 
numeri. 

Metodo  di  approssimazione  (propriamente  dello). 

(b)  Per  la  funzione  appellata  analogia. 

Metodi  analogici  (sono  però  impossibili). 

(lì)  Elevazione  agli  elementi  indefiniti  con  la  facoltà  della 
ragione. 

Melodi  determinativi. 

(a)  Per  l'impiego  della  ragione. 

Metodi  diretti. 

(a2)  Elevazione  asdi  elementi  indefiniti  dello  spazio  e  della 
estensione. 


Metodo  degli  indivisìbili. 

(1)2)  Elevazione  agli  elementi  indefiniti  del  tempo  e  dei 
numeri. 


Melodi  del  calcolo  differenziale. 

(b)  Per  l’impiego  della  ragione  unita  all'intelligenza. 

Metodi  indiretti. 

(a2)  Oggettivamente  come  fine  dell'  intendimento  per  la 
legge  di  continuità. 

Metodi  dei  limili  e  delle  'prime  ed  ultime  ragioni. 

.  (b2)  Soggettivamente  come  mezzo  deirinlendimenlo  o  intel¬ 
ligenza  per  la  legge  di  discontinuità  indefinita. 

Metodi  di  derivazione. 

491.  Tali  sono  dunque,  noi  lo  ripetiamo,  li  soli  melodi 
infinitesimali  primitivi  che  siano  possibili.  Tulli  gli  altri 
rnetOxii  infinitesimali  non  sono  e  non  possono  essere,  come 
lo  abbiam  già  notato,  che  dei  melodi  pretesi,  e  per  conse¬ 
guenza  erronei. 

492.  Nella  prima  classe  dei  melodi  derivati ,  si  trovano 
l’applicazione  e  l'uso  dei  coejficienli  indeterminati ,  V analisi 
residuale  di  Lauden  ed  anco  il  metodo  delle  flussioni , 
sotto  la  forma  prima,  sotto  della  quale  Newton  l'aveva  pre¬ 
sentala  la  prima  volta. 

La  seconda  classe,  quella  dei  pretesi  metodi  infinitesi¬ 
mali  presenta  due  specie,  primo  dei  procedimenti  insigni¬ 
ficanti  per  se  stessi,  o  piuttosto  dei  veraci  non  sensi ,  li 
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quali  si  servono  dei  veri  melodi  infinitesimali  svisandoli , 
cioè  togliendo  loro  il  proprio  carattere;  seguendo  delle  con¬ 
siderazioni  onninamente  false. 

Nella  prima  serie  si  trova  il  calcolo  degli  evanescenti, 
nella  seconda  specie  la  teorica  delle  funzioni  analitiche  ,  il 
sistema  delle  compensazioni  di  Carnot,  e  mille  altre  consi¬ 
derazioni  egualmente  erronee,  che  si  sono  immaginate,  e  clic 
si  potranno  ancora  immaginare  in  seguito,  sopra  del  cal¬ 
colo  differenziale. 

493.  Ora  perciò  che  concerne  in  primo  luogo  la  classe 
dei  melodi  derivati ,  egli  è  propriamente  chiaro,  che  il  me¬ 
todo  dei  coefficienti  indeterminati ,  impiegali  per  arrivare 
a  quello  che  si  propone  il  calcolo  differenziale,  riescono  in 
sostanza  affi  procedimenti  del  metodo  di  derivazione  for¬ 
mante  Fisima  classe  dei  melodi  infinitesimali  primitivi. 

In  fatti,  questi  coefficienti  del  metodo  degli  indetermi¬ 
nati  non  sono  in  questo  caso  altra  cosa  che  i  coefficienti 
delle  serie ,  sopra  dei  quali  si  fonda  il  metodo  di  deriva¬ 
zione. 

Ma  nel  metodo  dei  coefficienti  non  si  giunge  ai 
coefficienti  dei  quali  si  tratta  che  per  una  condizione  pura¬ 
mente  negativa  ,  cioè  per  la  condizione  di  ciò  che  senza 
rendere  eguale  a  zero  ciascun  coefficiente ,  la  serie  intiera 
non  saprebbe  esser  eguale  a  zero;  mentre  nel  metodo  di 
derivazione  si  perviene  ai  coefficienti ,  dei  quali  si  parla 
per  una  condizione  positiva,  cioè  per  la  determinazione  della 
loro  dipendenza  reciproca;  ed  è  precisamente  questo  prin¬ 
cipio  puramente  negativo  dei  coefficienti  indeterminali  che 
li  rende  subordinali  al  metodo  di  derivazione. 

494.  In  quanto  all’  analisi  residuale  di  Lauden  ed  altri 
simili  procedimenti,  sono  alla  buona,  un  artificio  alialo  indi¬ 
retto  fondalo  evidentemente  sopra  il  penultimo  metodo  infi¬ 
nitesimale  primitivo,  cioè  dei  limili  o  delle  prime  cd  ultime 
ragioni. 
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Alla  fine,  quanto  al  metodo  delle  flussioni,  tutto  il  mondo 
sa  che  esso  ha  per  principio  la  considerazione  delle  vere 
differenziali  prese  in  concreto  nella  velocità  del  moto.  Ed 
è  questa  considerazione  che  rende  questo  metodo  subordi¬ 
nato  al  vero  calcolo  differenziale,  ove  le  quantità  infinita¬ 
mente  piccole  sono  considerate  in  astratto. 

495.  Per  quanto  concerne  in  secondo  luogo  la  classe  dei 
pretesi  metodi  infinitesimali,  la  prima  specie  di  questi  me¬ 
lodi,  cioè  il  calcolo  degli  evanescenti  è  un  miscuglio  mo¬ 
struoso  del  calcolo  differenziale  col  metodo  dei  limiti  o  delle 
prime  ed  ultime  ragioni.  In  fatti  gli  evanescenti  considerati 
per  una  parte,  quale  è  evidentemente  il  punto  di  vista  del 
metodo  dei  limiti,  non  sono  delle  vere  quantità,  e  conside¬ 
rale  per  un'  altra  parte  la  quale  è  evidentemente  il  punto 
di  vista  del  calcolo  differenziale  puro,  esse  non  sono  più  dei 
veri  zeri.  Miscuglio  bizzarro ,  verace  non  senso ,  ed  anco 
contraddizione,  la  quale  il  calcolo  degli  evanescenti  non  evita 
se  non  perchè  malgrado  lui  stesso,  egli  procede  appoggiato 
sopra  il  metodo  dei  limiti,  e  sopra  il  calcolo  differenziale 
puro. 

496.  Quanto  alla  seconda  specie  dei  pretesi  metodi  infi¬ 
nitesimali  s  e  nominatamente  quanto  alla  teorica  delle  fun¬ 
zioni  analitiche  di  Lagrange,  ed  al  sistema  di  compensazione 
di  Carnot,  noi  ne  abbiamo  già  abbastanza  parlato  per  isla- 
bilire  :  primo,  che  la  sedicente  teorica  di  Lagrange  implica 
l’assurdità,  in  quanto  pretende  spiegare  i  principii  del  cal¬ 
colo  differenziale,  poiché,  come  abbiam  dimostralo,  essa  non 
sussiste  se  non  per  li  principii  di  questo  calcolo;  secondo, 
che  il  sistema  delle  compensazioni  di  Carnot  è  luti’  affatto 
falso,  perchè  come  lo  abbiamo  provato  questa  compensa¬ 
zione  di  errori  non  ha  luogo  — 

497.  Non  faremo  rilevanti  commenti  sopra  la  classifica¬ 
zione  filosofica  dei  melodi  infinitesimali ,  e  questo  nostro 
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silenzio  è  necessario  per  non  ripetere  quello  die  abbinai 
dello  dei  singoli  melodi  in  questa  tavola  accennala.  Un’ al¬ 
tra  cagione  ancora  ci  intrattiene,  ed  è  quella  di  evitare  di 
richiamare  in  esame  una  quantità  di  inutili  e  soventi  volle 
anco  dannose  distinzioni  della  filosofia  alemanna,  della  quale 
il  nostro  gran  matematico  si  c  servito  quasi  sempre  nell'es- 
porre  i  suoi  pensamenti  geometrici. 

498.  Noi  abbiamo  già  annunciato  al  num.  480  un'oggetto  ri- 
sguardante  le  serie,  consistenti  nel  pensamento,  che  la  legge, 
che  governa  ognuna  delle  serie  abbracci  il  numero  infinito 
dei  termini  di  cui  questa  si  compone,  ed  in  tale  occasione 
abbiam  anco  fatto  vedere,  come  questa  maniera  della  legge 
con  la  quale  abbraccia  tulli  i  termini  che  governa ,  nulla 
significhi  in  punto  a  rendere  giusta  l’equazione  stabilita  tra 
la  funzione  ed  il  di  lei  sviluppamelo  infinito. 

Ora  soggiungeremo  qualche  cosa  intorno  alla  natura 
delle  serie  a  fine  di  vie  maggiormente  confermare  il  prece¬ 
dente  nostro  ragionamento,  e  per  vie  meglio  informarci  di 
ciò  che  significa  un  procedimento  di  serie  aH’infinito. 

499.  Quando  si  espone  o  si  rappresenta  una  funzione  o 
una  grandezza  qualunque  per  mezzo  delle  sue  parli,  e  queste 
disposte  secondo  una  legge,  queste  formano  una  serie ,  cioè  un 
seguito  di  espressioni  per  parli  appellale  anco  termini  della 
serie.  Ben  inteso  che  queste  parti  della  funzione  considerale 
nella  loro  unione  siano  capaci  di  riprodurre  tutta  intiera 
la  funzione  della  quale  esse  ne  sono  le  membra. 

Le  grandezze  o  le  loro  funzioni  clic  si  vogliono  espri¬ 
mere  per  mezzo  di  serie  (  appoggiando  queste  ultime  alla 
natura  del  continuo)  può  farsi  in  diverse  maniere  di  scom¬ 
partimento,  onde  si  comprende,  che  le  serie  posson  essere 
di  diverso  andamento  nei  valori  dei  loro  termini. 

500.  La  natura,  il  valore,  la  forma  e  lo  stalo  dei  termini 
costituenti  queste  parti  della  grandezza  o  funzione  dipcn- 
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dono  necessariamente  dalla  legge  nostra  intellettiva  che  vo¬ 
lontariamente  da  noi  si  animelle  e  si  abbraccia  per  servire 
di  principio  e  di  regola  deirandamenlo  della  serie,  e  questa 
nostra  volontaria  forma  di  scompartimento  diviene  la  forma 
della  serie.  Questa  forma  viene  poi  modificata,  o  meglio 
conformala  alla  natura  delle  operazioni  impiegate  da  noi  per 
ottenere  od  effettuare  questo  scompartimento  per  parli  o 
per  serie.  Imperciocché  tutti  i  mezzi  che  sono  in  nostra 
mano  per  tali  operazioni  si  riducono  ad  una,  all'altra  o  all'al¬ 
tra  delle  note  operazioni  fondamentali  aritmetiche  o  alge¬ 
briche  che  conosciamo. 

SOI.  Quali  che  siano  per  altro  le  mentali  nostre  posizioni 
sopra  delle  quali  noi  fondiamo  l'origine  e  l'andamento  dei 
termini  della  serie  egli  è  evidente,  che  tali  nostre  opera¬ 
zioni  mentali  non  possono  nemmeno  in  via  di  possibilità 
esser  applicate  alle  grandezze  da  esprimersi  per  parli ,  se 
non  si  appoggiano  ad  altrettante  nostre  posizioni  soggettive 
e  presupposte  nella  grandezza  o  nella  di  lei  funzione;  per¬ 
chè  altrimenti  progettata  da  noi  una  qualsivoglia  ideale  forma 
di  scompartimento,  se  a  questa  forma  la  grandezza  geome¬ 
trica  non  si  prestasse  intieramente;  ovvero  non  si  supponesse 
in  via  almeno  ipotetica  che  si  prestasse,  noi  avremmo  idealo 
un  progetto  ineseguibile  ed  inapplicabile  alla  funzione  pel  suo 
svolgimento  in  serie. 

802.  Una  serie  adunque  non  consiste  in  altro  fuorché  in 
una  rappresentazione  per  parli  di  una  data  grandezza  geo¬ 
metrica  di  qualsivoglia  natura.  Queste  parli  sono  regolale 
tra  di  loro  secondo  lina  data  e  fissa  legge  ideale,  arbitraria 
bensì  ma  da  noi  abbracciala  ed  appropriala  allo  stalo  ed 
alla  natura  particolare  della  grandezza  o  della  funzione  di 
essa.  Queste  parti  in  tutte  le  serie  procedenti  all’infinito  sono 
disuguali  nel  valore  Ira  di  loro  ed  hanno  quasi  tutte  una 
ragione  geometrica  costante  che  ne  regola  l’andamento  ;  poi- 
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che  in  caso  che  i  termini  non  procedano  con  ragione  geo: 
metrica  la  serie  non  può  in  faccia  a  noi  assumere  il  carat¬ 
tere  di  protrazione  all’infinito  o  di  procedimento  senza  fine. 

Ora  se  di  una  data  grandezza  se  nc  possono  prendere 
a  nostro  beneplacito  le  di  lei  parli  risultanti  dai  gruppi  de’ 
suoi  elementi  disuguali  nel  valore  tra  di  loro  ed  aventi  una 
determinata  ragione  o  rapporto  che  ne  regoli  questi  gruppi 
crescenti  o  decrescenti,  ognuno  vedovelle  questo  indefinito  o 
infinito  ideale  sparlimcnto  della  grandezza  è  sempre  quale 
lo  propone  la  nostra  volontà,  e  quale  può  convenire  alle  ope¬ 
razioni  ed  ai  mezzi  di  sviluppamene  che  essa  conosce. 

503.  Si  è  detto  qui  sopra  che  una  serie  non  si  presenta 
di  sua  natura  procedente  albinfinilo,  quando  non  sia  rego¬ 
lala  da  legge  geometrica  ;  ora  con  questo  si  è  voluto  toc¬ 
care  ad  un  punto  assai  importante  delle  serie ,  e  che  qui 
merita  di  essere  deciferalo.  Ogni  grandezza  o  funzione  si 
suppone  divisibile  in  infinito,  perchè  dotata  della  proprietà 
del  continuo’]  quindi  si  ritiene  come  infinitamente  composta 
e  risolubile  in  qualsivoglia  gruppo  di  elementi,  e  ciò  insino 
agli  ultimi  elementi  medesimi;  se  pure  questi  sono  possibili 
nella  natura  del  continuo,  perchè  anco  i  supremi  elementi 
non  avendo  perduto  mai  la  proprietà  del  continuo,  come 
qualità  essenziale  contenuta  nella  funzione,  quanto  nelle  sue 
singole  parli  non  escludono  mai  la  indefinita  o  infinita  loro 
divisibilità.  Richiamali  a  memoria  questi,  già  altre  volte  dichia¬ 
rali  cd  ammessi  principii,  osserviamo  che  la  serie  con  ter¬ 
mini  v.  g.  decrescenti  e  secondo  legge  geometrica  essendo 
quella  nella  quale  si  pigliano  parli  proporzionali  della  gran¬ 
dezza  in  modo  che  sempre  e  poi  sempre  rimanga  parte 
finita  su  cui  esercire  la  diminuzione  c  di  nuovo  prenderne 
di  queste  parli  proporzionali,  questa  serie  ci  presenta  un 
fondo  inesauribile. 

Ora  con  questo  procedimento  è  cosa  facile  a  conoscere, 
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che  tali  serie  regolate  da  legge  geometrica  sono  veramente 
interminabili,  e  in  modo  che  sempre  ne  ripugna  il  loro  iìni- 
menlo;  onde  per  si  fatta  ragione,  si  suol  dire  che  queste 
sono  serie  procedenti,  e  rigorosamente  procedenti  all'infinito. 

504.  Le  prime  traccie  delle  serie  geometriche  le  abbiamo 
dagli  antichi  geometri,  i  quali  volendo  esprimere  l’andamento 
delle  diminuzioni  che  si  facevano  a  praticare  sopra  una  data 
grandezza  per  ridurla  a  quel  grado  di  piccolezza  che  loro 
piaceva,  per  questo  idearono  queste  diminuzioni  che  erano 
procedenti  aH'infinilo  o  senza  fine.  Essi  così  fecero  per  allon¬ 
tanare  ogni  timore,  che  la  diminuzione  non  arrivasse  fino  a 
qucireslremo  di  piccolezza  che  piaceva  loro  di  considerare. 
Cosi  fece  Euclide  quando  stabiliva  la  seguente  norma  di 
diminuzione,  la  quale  appunto  era  legge  di  serie  geometrica 
decrescente  :  —  Se  di  una  data  grandezza  si  piglia  la  mela 
e  qualche  cosa  di  più,  e  del  residuo  la  metà  e  qualche  cosa 
di  più,  e  cosi  si  faccia  sempre,  alla  fine  si  giungerà  ad  una 
piccolezza  della  grandezza  proposta ,  la  quale  sarà  minore 
di  ogni  data  =. 

505.  Ommellendo  qui  di  ripetere  le  osservazioni  già  fatte 
innanzi,  ci  limiteremo  a  dire,  che  questo  gran  geometra 
ammetteva  adunque,  e  per  verace  necessità,  la  preesistenza 
delle  parli  infinite  e  disuguali  nella  grandezza  che  sottopo¬ 
neva  a  diminuzione,  e  ciò  razionalmente  o  idealmente,  onde 
fosse  possibile  la  sua  ricerca  ed  il  suo  fine  che  si  propo¬ 
neva.  Imperciocché  qualsivoglia  sparlimenlo  appropriato  ad 
una  grandezza,  questo  non  può  che  separare  e  staccare  ad 
una  ad  una  o  per  gruppi  le  parli  che  essa  contiene,  o  che 
si  suppone  contenere. 

506.  Qualunque  volta  adunque  si  considera  una  serie,  qual  che 
ne  possa  essere  il  valor  relativo  de’suoi  termini  che  la  compon¬ 
gono,  sarà  sempre  vero  clic  la  grandezza  espressa  in  serie  e  da 
essa  misurata,  sarà  sempre  vero,  diciamo,  che  questa  grandezza 


per  noslro  modo  di  percepire  c  d’intendere  conterrà  ipotetica- 
nienlc  c  razionalmente  tulle  le  parli  formanti  i  termini  della  serie; 
giacché  la  separazione  presuppone  e  non  crea  le  parli.  Onde 
noi  nel  proporci  una  grandezza  da  impiccolire  secondo  la 
legge  antica  abbiamo  d’  avanti  tanti  gruppi  di  una  quantità 
(considerata  come  una  cosa  lull'una  in  generale)  quanti  nc 
immaginiamo  in  essa  possibili,  c  non  è  la  divisione  effettiva 
che  conduca  alla  fin  fine  alla  inassegnabile,  ma  siamo  noi 
che  la  supponiamo  esistere  c  che  supponiamo  che  si  possa 
rinvenire. 

Chiarita  questa  fondamentale  verità,  nc  viene  per  legit¬ 
tima  induzione  che  il  concetto  della  generazione,  e  della  con¬ 
secutiva  decomposizione  della  grandezza  precede  resistenza 
ed  ogni  legge  della  serie,  ed  in  modo  che  la  stessa  possi¬ 
bilità  della  serie  si  fonda  c  intieramente  si  appoggia  a  que¬ 
sto  precedente  concetto  o  presupposizione.  Quindi  anco  nella 
serie  immaginata  da  Euclide,  la  inassegnabile  vi  è  presup¬ 
posta,  e  presupposta  vi  è  pure  la  nozione  dell'Infinito,  per¬ 
chè  la  serie  possa  incamminarsi  sopra  proccssso  intermina¬ 
bile  all'infinilo. 

507.  Ora  noi  domandiamo,  se  la  minor  di  ogni  data  si 
volesse  considerare  ed  avere  per  zero,  come  mai  parlando 
filosoficamente  si  potrebbe  considerare  come  parte  formante  la 
grandezza  data.  Egli  è  chiara  cosa,  che  in  ogni  grandezza 
geometrica  la  inassegnabile  non  può  essere  se  non  un  ultimo 
tenuissimo  costitutivo  della  grandezza;  ora  in  caso  clic  que¬ 
sto  disavvedutamente  si  volesse  supporre  ed  aver  per  zero, 
comesi  potrà  intenderne  la  ricomposizione  o  la  generazione 
della  grandezza  geometrica?  si  ha  da  crederla  forse  un  cumulo 
di  zeri?  cd  un  cumulo  di  zeri,  può  esso  equivalere  ad  un 
quanto  finito  ? 

508.  Queste  dimando  accennano  a  delle  difficoltà  cui  non 
appare  via  di  dissipare  e  di  risolvere ,  a  meno  elle  non  si 


abbandoni  il  concetto  die  la  inasseguabilc  sia  zero.  Abban¬ 
donato  questo  concetto  tutto  il  metodo  delle  minori  di  Lulle 
le  date  evita  di  abbattersi  in  idee  assurde,  ma  però  esso 
è  sempre  puro  metodo  di  approssimazione  ed  esclude  per¬ 
sino  l'ombra  di  ogni  rigore.  Ritenuta  che  sia  la  minore  d’ogni 
daia  eguale  a  zero  tulio  ò  oscurità  ed  incertezza.  A  queste 
considerazioni  dovrebbero  por  mente  quelli  clic  vagheggiano 
queste  idee  anco  al  giorno  d’oggi,  e  che  non  hanno  veruna 
dillicollà  ricorrere  a  questo  metodo,  quasi  fosse  appoggialo 
a  rigorosa  dottrina. 

509.  Ritornando  alla  considerazione  delle  serie,  è  dunque 
certo  che  i  termini  sono  distinti  e  diversi  membri  della  gran¬ 
dezza  o  della  funzione,  essi  sempre  rispondono  alla  volontaria 
nostra  maniera  di  iniziarli  e  proseguirli.  In  questa  latitudine 
di  valori  che  può  abbracciare  il  nostro  volontario  modo  di 
iniziare  c  di  proseguire  le  serie,  si  conosce  che  niuna  maniera 
di  serie  può  essere  esclusa.  Tuttavia  le  serie  si  riducono 
ordinariamente  alle  serie  aritmetiche  o  geometriche. 

510.  Le  serie  aritmetiche  considerate  nella  loro  estensione 
posson  essere  composte  di  termini  o  eguali  lutti  Ira  loro,  o 
disuguali  crescenti,  o  disuguali  decrescenti  per  costante 
deferenza. 

Se  nel  crescere  o  .decrescere  del  valore  dei  termini  non 
esiste  una  regola  di  differenza  fissa,  questi  termini  non  costi¬ 
tuiscono  una  serie  ma  sono  ammassi  parziali  c  capricciosi 
di  quantità  clic  non  meritano  la  denominazione  di  serie. 

Le  serie  aritmetiche  tendono  generalmente  a  dare  la 
misura  esalta  delle  grandezze ,  perchè  mirano  a  prendere 
tulle  le  parli  aliquote  delle  medesime,  quando  intendiamo 
esprimerle  per  parli  con  questo  genere  di  serie. 

Già  s'intende,  anco  in  questo  luogo,  clic  queste  serie 
debbono  conformarsi  all’idea  che  noi  ci  formiamo  della  gran¬ 
dezza  matematica,  e  quale  può  risultare  dalle  due  operazioni 
foudainculalij  somma  e  sottrazione. 


Se  gli  elementi  de  quali  si  considera  costituita  una  gran¬ 
dezza  sono  finiti,  il  numero  dei  termini  della  serie  sarà  finito, 
se  il  numero  degli  clementi  si  suppone  infinito,  anco  i  ter¬ 
mini  della  serie  accenneranno  ad  una  infinità. 

511.  Il  carattere  di  queste  serie  (che  abusivamente  si  chia¬ 
mano  serie)  merita  una  particolare  attenzione,  perche  i  geo¬ 
metri  pensano  poter  spingersi  col  loro  mezzo  direttamente 
verso  lo  infinito,  ma  pare  chiara  cosa  clic  circa  questo  ten¬ 
tativo  vadano  illusi.  Imperciocché  essi  pensano  che  Ini 
-4-  I  +  1  4-  1  4  1  4  cc.  aU’infinito,  sia  una  serie  che 
possa  presentare  una  somma  infinita  ;  il  che  crediamo,  che 
per  verun  conto  non  sia  vero]  e  per  convincersene  in  modo 
indiretto  bensì,  ma  concludentissimo  quanto  si  può  deside¬ 
rare  che  questa  somma  non  è  infinita,  si  rifletta,  che  se  loro 
si  dimanda  ove  vada  a  terminare  la  serie  2  4  2  4-4 
o  2  -4-  ec.  all'  infinito,  ci  rispondono  che  presenta  una 
somma  numerica  infinita.  Lo  stesso  dicono,  se  lor  diman¬ 
diamo,  cosa  valga  la  somma  o  la  serie  3  4-  5  -i-  5-4-5  - ec. 
alTinfinito;  così  di  ogni  altra  n  -4  n  -4-  n  4-  n  4-  ec.  al¬ 
l'infinito. 

Ora  ognuno  intende  che  queste  loro  risposte  sono  asso¬ 
lutamente  fondate  sul  falso,  perche  ritengono  identico  il  risul- 
lamento  finale  di  tutte  queste  serie,  e  ciò  intanto  che  una 
può  esser  milioni  e  milioni  di  volle  maggiore  dell’altra,  c  in 
tanto  che  tutte  hanno  comune  nè  più  nò  meno  il  loro  proce¬ 
dimento  od  il  loro  avanzamento  alTinfinito.  Ora  questa  loro 
maniera  di  rispondere ,  è  la  stessa  cosa  che  dirci ,  che  il 

poco  vale  quanto  il  molto,  ed  il  moltissimo  quanto  il  po¬ 

chissimo  ! 

512.  Tutte  queste  serie,  e  l'Indefinito  numero  delle  altre 

che  crescono  per  dati  e  convenuti  aumenti,  come  è  v.  g.  quello 
dei  numeri  naturali  I  H-  2  4-  3  -i-  A  h  5  4  -  ec.  alTiu- 

finito ,  come  pure  questa  1  4-  04-0  4-  7  4  0  l-  ec. 


nll’inlinilo,  presentano  tulle,  continuale  sino  ad  una  rjualsi- 
voulia  comune  protrazione  dei  valori  indefinitamente  diversi 
e  sempre  crescenti  c  maggiori,  c  maggiori  gli  uni  degli  altri; 
pure  stando  alla  maniera  comune  e  generale  di  esprimersi 
dei  geometri  apparirebbe,  ebe  tutte  queste  serie,  tutte  nè 
più  nò  mcno/pnjsenlino  nella  loro  somma  una  grandezza 
infinita. 

513.  Per  mettersi  soli*  occhio  in  modo  sensibile  questa 
maniera  di  pensare  di  molti  geometri,  si  osservi,  che  l’uni¬ 


versale  dottrina  animelle  quanto  segue  : 

1-1-1  ri-  1  -}-  4  ri  -  4  ri  -  ec.  .  all’  infinito  ir  cc 

2  ri-  2  + -2  +  2  ri-  2  ri-  cc . zr  co 

3  -t-  o  ri-  3  ri-  3  ri-  3  -i-  ec . —  co 

1  l  2  ri-  5  ri-  4  -f-  5  ri-  ce . r  oo 

m  ri-  m  ri-  m  ri-  m  ri-  m  ri-  ec.;  dunque  .  .  ir  co 

I  n  ri-  I  n  -h  d*n  ri-  4*n  ri-  i  n  ri-  ec.  ce.  .  —  oo.ac  | 


Ora  dopo  questo  ridicolo  finale  risullamenlo  delle  serie 
composte  di  egual  numero  di  termini  e  di  indefinito  diverso 
valore,  chi  può  aver  coraggio  di  permettersi  di  credere,  clic 
i  geometri  ci  presentino  una  verace  nozione  dell'Infinito  con 
queste  loro  larghe  posizioni?  Cosa  può  mai  essere  un'infi¬ 
nito  che  si  ottiene  con  sì  diverse  grandezze,  e  con  sì  diversi 
metodi  di  aumenti  ?  Cosa  può  significare  un’infinito  infinita¬ 
mente  influito?  Eccoci  adunque  sempre  collocali  innanzi  ad 
una  nozione  deH’infiuilo,  che  nel  coucreto  caso  presenta  due 
aspetti  inconcepibili;  uno  ò  quello  sempre  dominante  c  pro¬ 
prio  di  questa  superiore  trascendente  nozione  ;  di  riescirei 
cioè  poco  comprensibile  ;  l’altro  è  quello  di  presentarsi  come 
un  Proteo  sotto  tante  diversi  aspetti  di  sua  entità! 

514.  Bisogna  dunque  conchiudere,  che  lo  ingrandire  o 
aumentare  dei  numeri  c  delle  unità,  o  più  generalmente, 
che  I'  aumento  del  finito  ,  qualunque  prolraimcnlo  esso  poi 
abbia,  non  può  pervenire  ad  uno  stalo  infinito  di  grandezza, 
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e  che  la  equazione  della  quantità  fidilo*  eguale  a  serie  infi¬ 
nita  ricordale  poco  fa,  è  una  verace  assurdità. 

E  questa  manifesta  assurdità  disvela  una  rilevantissima 
verità,  quella  cioè,  che  per  via  di  cumuli  e  di  somme  di  gran¬ 
dezze  finite  riesce  veramente  impossibile,  non  solo  di  attin¬ 
gere  l’infinilOj  ma  nè  anco  di  approssimarsi  allo  stesso;  di 
latti  se  la  somma  v.  g.  di  tre  unità  fosse  più  prossima  all'in¬ 
finito  di  quella  dell’ unità  sola,  allora  la  somma  di  trenta 
unità,  sarebbe  più  vicina  all’infinito,  e  la  somma  dei  nu¬ 
meri  naturali,  come  la  somma  di  altra  serie  consimile  si  acco¬ 
sterebbe  allnifinilo  più  di  inoU'allre.  Ma  abbiam  di  già  fallo 
osservare  al  num.  55  che  qualsivoglia  termine  di  una  serie  per 
quanto  si  consideri  lontano  dalla  sua  origine  o  dal  principio 
di  essa  serie  è  sempre  decomponibile  in  un’altra  serie  ancb'cssa 
procedente  all’  infinito;  dunque  ne  viene  che  in  ogni  luogo 
della  serie  ci  troviamo  sempre  infinitamente  lontani  dal  suo 
fine,  e  quindi  dall’infinilo,  che  si  considera  come  riposto  alla 
fine  della  serie. 

515.  Da  queste  nozioni  si  comprende  che  Y  infinito  deve 
essere  di  un’ordine  diverso  dal  finito,  che  adesso  non  com¬ 
pete  veruna  idea  del  più  c  del  meno.  Da  ciò  parimenti  si 
comprende  la  piena  incongruenza  delle  idee,  la  quale  regna 
nel  modo  di  esprimersi  di  alcuni  geometri  i  quali  difiniscono 
J’infinilo  per  una  grandezza  maggiore  di  ogni  data  grandezza. 
Tra  questi  si  trova  anco  il  bravo  geometra  Lacroix  che  cosi 
la  pensa  nel  suo  Trancilo  del  calcolo  differenziale  ;  imper¬ 
ciocché  o  questa  maggior  di  ogni  data  si  ha  come  una  ster¬ 
minala  grandezza  finita ,  e  di  questa  mai  non  ripugna  un 
nuovo  aumento ,  o  la  si  ha  per  una  grandezza  veramente 
infinita,  ed  in  allora  le  osservazioni  sin  ora  ricordate  la 
pongono  fuori  della  possibilità  della  generazione  che  posson 
dare  le  serie  le  quali  non  valgono  a  risospingere  la  gran¬ 
dezza  fuori  del  dominio  della  nostra  ragione,  nè  fuori  del- 
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lordine  finito.  Poi  richiamando  il  pensiero  sopra  questa  gran¬ 
dezza  ma^eior  di  ogni  data  quale  il  significalo  che  di  essa 
si  può  aver  soli’  occhio  ?  quello  di  grandezza  maggior  di 
grandezza,  il  c,ie  è  una  rìPll8nante  proposizione;  dunque 
da  qualsivoglia  parte  ci  rivolgiamo,  appare  chiara  cosa  che 
non  si  può  avere  nessuna  idea  precisa  della  grandezza  mag¬ 
giore  di  ogni  data. 

516.  Quando  vogliamo  dimandare  a  noi  medesimi  d'onde 
derivi  questo  modo  di  vedere  di  alcuni  geometri ,  noi  cre¬ 
diamo  si  possa  rispondere,  che  altrettanto  proviene  dall’ina- 
dequata  nozione  che  essi  si  procacciano  delTinfinito.  E  per 
inadequala  nozione  intendiamo  indicare  quella  maniera  desunta 
delle  quantità  finite,  e  che  sa  troppo  del  finito;  maniera 
atta  ad  offuscare  anco  quel  poco  che  possiamo  comprendere 
del  verace  infinito  geometrico. 

517.  Ma  ritorniamo  alle  serie.  Quelle  che  procedono  vera¬ 
mente  airinfìnito  sono  le  serie  regolate  da  legge  geometrica 
nei  loro  termini.  In  queste  serie  i  termini  sono  necessaria¬ 
mente  sempre  di  diverso  valore  tra  loro,  e  crescono  o  decre¬ 
scono  secondo  un  dato  rapporto  o  una  data  ragione  geo¬ 
metrica  costante. 

Queste  serie,  che  si  adoprano  saggiamente  ad  esprimere 
qualsivoglia  grandezza  per  parli  disuguali  o  discontinue  la¬ 
sciano  sempre  ad  ogni  loro  passo  di  procedimento  qualche 
parte  finita  della  quale  sempre  se  ne  posson  prender  ancora 
parli  proporzionali  a  quelle  avanti  prese;  donde  si  vede  la 
manifesta  cagione,  perchè  siano  interminabili  cd  insieme  non 
possano  arrivare  all3  infinito.  Ma  questo  ancora  non  basta 
per  avere  di  queste  serie  uu'adequala  nozione,  bisogna  ancora 
considerare,  che  una  serie  geometrica  protratta  che  sia,  anco 
per  pura  ipotesi  all’infinito,  questa  in  forza  della  legge  geo¬ 
metrica  die  la  governa,  conserva  in  questo  stalo  medesimo 
un  residuo  da  cui  poterne  prendere  perpetuamente  parli  pro¬ 
porzionali  alle  già  prese. 
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518.  Da  ciò  ne  viene,  che  la  nostra  intelligente  attività 
è  costretta  in  oggetto  di  serie  di  attenersi  a  due  imprete¬ 
ribili  condizioni  ;  una  consiste  nella  forma  interna  del  nostro 
animo ,  forma  o  modo  nostro  di  percepire  o  di  idearsi  le 
grandezze  che  riguardano  la  composizione  ideale;  l' altra 
consiste  nella  natura  e  nel  potere  dei  mezzi  che  sono  in 
nostra  mano  per  esprimere  queste  nostre  interne  mentali 
funzioni  o  concetti  vestiti  di  espressioni  analitiche  o  di  cal¬ 
coli ,  li  quali  mezzi  si  riducono  a  quelli  generalmente  noti 
e  conosciuti,  vogliam  dire  alla  somma,  alla  sottrazione,  alla 
moltiplica,  alla  divisione,  alla  elevazione  a  potenza,  ed  alla 
estrazione  delle  radici. 

519.  Dopo  tutto  questo  è  cosa  facile  a  comprendere,  che 
se  in  queste  interne  mentali  posizioni  stanno  riposte  le  prin¬ 
cipali  e  fondamentali  nozioni  e  proprietà  delle  grandezze,  e 
se  queste  non  possono  da  noi  prodursi  al  di  fuori  se  non 
per  mezzo  di  alcuna  delle  accennate  operazioni ,  e  cosa 
facile,  diciamo,  a  comprendere  che  lutto  è  presupposto  nel 
nostro  animo,  e  tutto  non  può  esser  esternato  che  sotto  certe 
norme  rispondenti  alla  natura  delle  operazioni  adoperale. 

520.  Si  deve  però  rimarcare,  che  trattandosi  di  esprimere 
per  serie  o  per  parli  le  grandezze,  rimane  libero  il  campo 
alla  nostra  mente  di  spartirle  in  quel  numero  di  parli  che 
meglio  ad  essa  aggrada;  siano  poi  tali  parli  eguali  o  dis¬ 
uguali  ,  in  progressione  aritmetica  o  geometrica  ,  siano  poi 
sotto  forma  intiera  o  frazionaria,  potenziale  o  radicale. 

Se  ramino  si  occupa  di  grandezze  ideali,  saranno  ideali 
anco  le  parti;  se  di  grandezze  concrete  o  non  astratte  queste  sa¬ 
ranno  concrete  cd  espresse  come  l’allre  grandezze  reali  o  ideali. 

521.  I  geometri  si  occupano  specialmente  di  quelle  fun¬ 
zioni  delle  quali  lo  sviluppamento  si  presenta  in  serie  inde¬ 
nnità  per  somma  c  per  potenze;  serie  che  derivano  dalle 
funzioni  che  specialmente  sono  espresse  sotto  forma  binomia 


elevale  a  potenza  e  nella  quale  l'operazione  indicala  ed  ado¬ 
perala  a  procacciarsela  è  la  moltiplica,  o  la  sua  inversa,  la 
divisione.  Lo  sviluppamenlo  del  binomio  in  serie  è  come  il 
più  facile  e  più  usalo.  Le  funzioni  di  forma  trinomio  o  qua¬ 
drinomio  sono  sempre  riducibili  per  mezzo  di  sostituzioni , 
a  forma  binomia. 

Queste  sorta  di  serie  rispondenti  allo  sviluppamenlo 
del  binomio  conosciuto  sotto  il  nome  di  Newton,  esprimono 
la  misura  delle  funzioni  per  parti ,  e  contengono  anco  il 
legame  che  unisce  tulli  i  loro  termini,  o  tulle  queste  parli 
del  binomio  tra  di  loro. 

522.  La  forinola  analitica  algebrica  dello  sviluppamenlo 
del  binomio  è  la  seguente:  Sia  F.  (x)n;  questa  variando  per 
una  quantità  denominala  in  astratto  per  io,  si  cangia  in  F. 
(x  -!-  io)n  c  questa  risponde  precisamente  allo  sviluppamenlo 

n 

per  parli,  espresso  come  segue:  F.  (x  ic»)11  ~  x11  — 

d 

n  ti  —  i  n  n  —  In  —  2 

x"  “  2  w  +  — , - x"  ~  2  w'1  ^ - \ - ,  < — - 

d  2  d  2  3 

xn  “ 3  w 3  cc.  ec.  nel  quale  sviluppamenlo  si  vede  qua! 
sia  il  legame,  la  dipendenza,  la  filiazione  dei  termini,  e 
quale  l'ordine,  che  conservano  le  potenze  dei  due  monomi! 
costituenti  il  binomio. 

Tutti  i  trattati  d’algebra,  e  quelli  clic  contengono  lezioni 
analitiche  servienti  di  introduzione  al  calcolo  sublime,  par¬ 
lano  c  trattano  diffusamente  di  queste  derivazioni,  dell’ordine 
dei  termini  o  delle  potenze  dei  due  monomii  tra  loro  mol¬ 
tiplicali  in  tutti  i  termini  meno  il  primo  e  l’ullimo,  ove  non 
si  trova  che  un  solo  dei  monomii. 

523.  Noi  conosciamo  quanti  accidenti  diversi  presenti  uno 
sviluppamenlo  secondo  clic  la  funzione  F  (x)n  è  analitica 
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ovvero  circolare,  o  pure  logaritmica;  chi  bramasse  avere 
soli' occhio  queste  particolarità,  può  leggere  la  Introduzione 
al  calcolo  differenziale  di  Leonardo  Eulero,  o  quella  di  La- 
croix  e  d'altri,  e  la  Teorica  delle  funzioni  analitiche,  e  le 
relative  lezioni  di  Lagrange  stampate  nel  fascicolo  num.  42 
lom.  5.°  della  Scuola  politecnica  di  Francia. 

Da  esse  conoscerà,  quante  diverse  particolarità  si  avverino 
secondo  che  l*  esponente  è  intiero  o  frazionario  o  radicale  ; 
quante,  secondo  che  la  variazione  io  è  finita,  infinita  o  infi¬ 
nitesima.  E  lutti  questi  casi  sono  come  altrettanti  dati  o 
come  «altrettanti  elementi  che  modificano  assai  lo  sviluppa- 
mento  generale  indeterminalo  qui  sopra  esposto. 

524.  I  matematici  intanto  ammettono  ed  approvano  come 
ragionevole  queste  sostituzioni  di  valori,  tanto  per  la  varia¬ 
zione,  che  per  l'esponente.  Ma  può  forse  1’  uomo  sostituire 
nelle  formole  proprie  di  funzioni  finite,  valori  infiniti  o  infi¬ 
nitesimi?  Noi  lasciamo  a  tutti  il  pensare  quello  che  meglio 
credono  sopra  questo  rilevante  punto  della  filosofia  matema¬ 
tica.  I  geometri  ammettono  queste  supposizioni,  o  queste 
sostituzioni  con  tutte  le  nozioni  ed  i  valori  che  da  esse  ne 
dipendono,  e  tulle  queste  cose  le  ritengono  e  le  conside¬ 
rano  come  oggetti  trattabili  quasi  fossero  grandezze  finite  ; 
dunque  senza  occuparci  nel  ricercare  se  ragionevolmente  si 
possa  procedere  a  queste  sostituzioni,  che  sono  in  fallo  am¬ 
messe,  studiamoci  alla  meglio  di  conoscerne  la  filosofia  che 
ci  è  dato  ravvisare  per  entro  a  queste  ipotetiche  ed  ardite 
posizioni. 

525.  Se  ci  domandiamo  quanto  sia  grande  la  distanza  clic 
passa  tra  la  finita  quantità  e  la  infinitesima,  non  possiamo 
altro  rispondere  se  non  che  è  indefinita  o  infinitamente  grande: 
se  cerchiamo  a  noi  medesimi  quanta  sia  la  distanza  che 
passa  tra  la  finita  e  V  infinita  quantità ,  non  possiamo  che 
averla  per  indefinitamente  grande  o  per  infinita.  Più  se  ci 
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fermiamo  a  considerare  quale  sia  la  differenza  clic  passa 
Ira  grandezza  finita  c  lina  grandezza  finita  minore  o  mag¬ 
giore,  facilmente  si  vede  clie  questa  è  misurala  dalla  diffe¬ 
renza  di  maggiorità  o  minorità;  ma  quando  si  voglia  con¬ 
siderar  questa  differenza  dotata  della  proprietà  del  continuo, 
c  quindi  come  risolubile  in  infinite  parli  minori ,  in  allora 
appare  che  anco  questa  differenza  di  maggiorità  o  di  mino¬ 
rità  acquisti  una  certa  apparenza  di  grandezza  infinita. 

526.  Ritornando  allo  sviluppamene  del  binomio,  c  ponendo 
in  esso  in  luogo  della  x ,  della  w ,  e  dell'  esponente  n ,  li 

4 

seguenti  valori,  cioè  facendo  prima  x  ~  — ,  poi  x  —  ao, 

Co 

1  4 

poi  tv  —  ,  poi  w  ~  oo ,  poi  n  — ,  n  ~  co  avremo 


per  tutte  queste  supposizioni  le  seguenti  formolo  dello  svi¬ 
luppamene  del  binomio  dato  innanzi  (522). 

F.  (I  -l-  wy  =  F  (i)"  +  -F(t)-  -  ,0  +  -  , 

4  4 


n  —  4  n 

- F  (i  )"  _  2  M)2  H - f 

2  4 


il  —  4  n  —  2 


»os  +  ec.  ec.  Poi  F  (  co  -|-  w)n 

n  n  —  4 

w  H - , - F  w“  -  2 

\  2 


n 

—  F  co  ”  h - F  co 

4 


n  n  —  4  n  —  2 


F  oo" 


il 

ec.  ec,  Poi  F  (x  i)n  —  F  x"  h - 

1 
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ii  n  —  I  ii 

*  *"•  (i)  +  -•  —  *■  ■•(*)’  +  - 


I  2 


ii  —  1  n  —  2 


F  x”  ~  :(I  y  4-  oc.  cc.  cc.  F.  (  x  4 


n  n  il  —  1 

»  ~  F  x‘  +  — ,  Fxn  ~  1  oo  H  — , - F 

4  4  2 


x"  -  s  oo*  4-  —, 


n  n  —  4  n  —  2 


4  2 


F  x" _  5  oo 5  4-  ec. 


F  (x  4-  w)“  zFx  a  +  G)  F  x3  “ 1  to  G)(4)  ' 


F  xc~2  wa  -f-  (*  ).  (i)**1.  (L)~2  F  x®“  *  to'  +  cc. 

T  ~~  2  ~  3 

00  OO  00  ^ 

F  (x  +  «o)“  =FxN - F  x*-1  w)  h - , - 

4  4  2 

oo  00  — 4  co  —  2 

F  x00  - 8  to»  -f - , - , - F  x05-55  w5  +  ec. 

4  2  3 

in  tulle  quesle  ideali  espressioni  analitiche,  ognuno  può  com¬ 
prendere  appieno  la  natura  e  landamenlo  delle  funzioni,  la 
ragione  consecutiva  dei  termini  e  delle  loro  relative  forme, 
1 

quando  ritenga  esser  —  eguale  airinfinilesimo  ;  ed  oo  eguale 

QO 


all'Infinito. 
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OmmeUiamo  qui  ili  presentare  le  formule,  che  si  otten¬ 
gono  quando  le  supposizioni  qui  sopra  ammesse  concorres¬ 
sero  simultaneamente  ad  associarsi  a  due  a  due  c  a  tre 
nel  presentare  delle  formule  ancor  più  complicate  ,  perchè 
sono  facili,  e  di  lor  natura  all’in  lutto  spontanee. 

527.  Dall'  ispezione  attenta  di  queste  serie  si  comprende 
con  facilità,  che  tutti  i  concetti  e  tutti  i  valori  posti  suc¬ 
cessivamente  in  luogo  della  variabile  x,  poi  della  variazione 
ir,  poi  dell’esponente  n  non  sono  altro  che  la  materiale  sen¬ 
sibile  espressione  della  nostra  ipotetica  maniera  di  vedere 
rappresentala  sensibilmente  dal  calcolo. 

Onde  ogni  filosofia  che  può  rinvenirsi  in  queste  for¬ 
inole,  è  quella  stessa  che  risiede  nei  concetti  mentali  mede¬ 
simi  e  da  questi  calcoli  rappresentati ,  perciò  i  calcoli  non 
servono ,  che  a  rappresentare  sensibilmente  ed  a  spingere 
innanzi  la  significazione  dei  concetti  in  essi  contenuti  ed  a 
manifestare  con  tutta  la  più  grande  estensione  possibile  le 
induzioni  che  dalle  nostre  supposizioni  derivano. 

528.  Nè  dobbiamo  indurci  a  credere  che  il  nostro  diro 
si  ristringa  alla  formola  del  binomio  newloniano:  poiché 
ognuno  clic  per  poco  sia  versato  nel  calcolo,  comprenderà 
senza  veruna  esitanza  che  si  applica  nè  più  nè  meno,  salvo 
i  debili  riguardi,  a  tulle  le  altre  maniere  di  funzioni  e  con¬ 
secutive  loro  serie;  serie  che  pure  ci  sono  note,  e  clic 
abbiamo  esaminate  e  studiale  in  tutti  i  geometri  che  hanno 
scritto  di  queste  materie,  e  soventi  volte  ne  hanno  scritto 
con  una  profusione  di  formole  analitiche  che  meglio  si  pre¬ 
stano  più  ad  una  specie  di  lusso  che  ad  un  bisogno  verace 
della  matematica. 

529.  Ma  basti  il  notare,  clic  queste  serie  tanto  nella  loro 
origine,  quanto  nel  loro  svarialo  e  diversissimo  andamenlo 
si  conformano  alle  dottrine  che  ricordiamo  in  questo  luogo  ; 
le  quali  qui  da  noi  sono  stale  applicate  o  meglio  indossale 
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alla  formolo  newtoniana.  L' aver  dunque  noi  ommessa  la 
numerosissima  famiglia  delle  diverse  serie,  ed  il  macchinoso 
corredo  dei  loro  termini  è  stato  per  puro  amor  di  brevità. 
Come  per  la  stessa  cagione  si  sono  intralasciate  le  serie 
«Ielle  funzioni  circolari,  logaritmiche  ec.  sebbene  presentino 
delle  rimarchevoli  singolarità,  come  ogni  geometra  appieno 
conosce,  le  quali  sono  esposte  in  tulle  le  opere  analitiche. 

550.  Nel  presentare,  per  mezzo  di  serie,  le  parti  discon¬ 
tinue  di  qualsivoglia  grandezza,  quali  che  ne  siano  poi  i 
mezzi  impiegali  ad  ottenere  queste  parli  discontinue,  con¬ 
viene  portare  1'  attenzione  ad  una  distinzione  sin’  ora  poco 
rimarcata,  quale  è  quella  di  non  confondere  il  formalo  di 
una  espressione  analitica  ,  ovvero  la  lìsionomia  di  un  qua¬ 
lunque  termine  della  serie  con  lo  stato  pienamente  indeter¬ 
minato  del  significalo  di  questa  analitica  espressione.  Poiché 
il  formato,  o  la  forma  di  ogni  termine,  è  sempre  quale  lo 
vuole  la  operazione  adoperala  a  svolgere  le  funzioni  in  serie, 
ed  il  significalo  o  il  valore  di  questa  forma  dipende  da  due 
cose,  cioè,  dal  valore  attribuito  agli  elementi  che  costitui¬ 
scono  il  termine  e  dal  nostro  atto  volontario  di  ritenere 
più  o  meno  indeterminalo  nel  loro  significalo  questi  elementi 
costituenti  i  termini  della  serie. 

551.  In  ogni  termine  dello  sviluppamenlo  dobbiam  dun¬ 
que  distinguere  tre  cose  ben  diverse,  la  forma,  il  valore  e 
lo  stato  più  o  meno  determinalo. 

La  prima  qualità  dipende  dall’operazione  adoperata  n e [ 
produrre  lo  sviluppamenlo;  il  valore  dipende  dal  nostro  arbi¬ 
trio,  ma  ogni  valor  concreto  esclude  lo  stato  indeterminalo. 
Lo  stato  più  o  meno  indeterminato  dei  termini  è  parimenti 
in  nostro  arbitrio,  ma  introdotto  eli' esso  sia  negli  elementi 
dei  termini  questo  stato,  toglie  ai  termini  ogni  concreta  signi¬ 
ficazione  ed  ogni  ragióne  reciproca,  salvo  quella  che  deriva 
necessariamente  dalla  forma  dei  termini  combinabili  a  qual- 

28 
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scoglia  valore  allribuilo  agli  elementi.  Lo  stato  però  inde¬ 
terminato  non  deve  esser  preso  indistintamente  per  stato  gene¬ 
rale  della  funzione  sviluppala,  perchè  tanto  una  funzione 
particolare,  quanto  una  generale  possono  essere  egualmente 

indeterminate. 

Queste  osservazioni  sono  necessarie  per  conoscere 
sino  a  qual  punto  si  estende  una  formola  generale  ed  una 
forinola  indeterminata  ,  considerata  tanto  in  relazione  alla 
funzione  primitiva  data  o  supposta,  quanto  in  riguardo  al  di 
lei  rispettivo  sviluppamento. 

552.  Tutti  i  valori  dei  termini  aventi  una  identica  forma 
in  un  dato  sviluppamento,  riescono  sempre  rispettivamente 
proporzionali.  Onde  quando  ad  alcuno,  o  a  tutti  gli  elementi 
si  attribuiscono  valori  fuori  dell’ordine  finito,  anco  le  ragioni 
dei  termini  escono  fuori  dell’ordine  finito. 

Più  dai  principii  premessi  al  num.  551  si  ricava,  che  il 
loro  stato  indeterminato  nello  sviluppamento  non  può  esser 
confuso  per  verno  titolo  con  lo  stalo  generale  delle  funzioni 
o  dei  termini;  poiché  lo  stato  generale  c  quello  che  abbrac¬ 
cia  nella  sua  forma  maggior  numero  di  concrete  grandezze, 
c  T  indeterminato  è  estraneo  intieramente  a  questa  forma 
generale. 

555.  Si  deve  però  notare,  che  anco  lo  stato  generale  par¬ 
tecipa  sempre  allo  stato  indeterminato  sotto  il  riguardo  della 
sua  generalità;  tuttavia  ognuno  conoscerà  dal  poco  che  ne 
abbiam  dello  che  generalmente  parlando  sono  anco  tra  loro 
ben  diversi  e  distinti;  anzi  meglio  si  direbbe  che  lo  stalo  gene¬ 
rale  di  una  funzione  non  può  esser  tale  se  non  si  appro¬ 
pria,  sotto  limitale  condizioni,  anco  lo  stato  indeterminalo. 

554.  Giacché  cade  il  nostro  dire  sopra  le  operazioni  im¬ 
piegale  per  ottenere  lo  sviluppamento  delle  grandezze  o 
funzioni  in  serie,  importa  mollissimo  di  ben  considerare 
quale  e  quanta  sia  quella  parte,  che  negli  sviluppamenti 
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dipende  dalle  operazioni  impiegate  ad  ottenerli,  e  sotto  quali 
modificazioni  vengano  così  espressi  i  nostri  mentali  scom¬ 
partimenti  delle  funzioni  o  le  espressioni  parziali  delle  gran¬ 
dezze  sottoponendole  per  la  effettiva  analitica  loro  espres¬ 
sione  all’una  o  all’altra  delle  note  operazioni. 

535.  È  inutile  che  noi  riportiamo  le  quattro  principali 
operazioni,  la  somma,  la  sottrazione,  la  moltiplica  e  la  divi¬ 
sione,  c  le  loro  derivale,  elevazioni  a  potenza  ed  estra¬ 
zione  di  radici ,  ma  non  sarà  inutile  un  breve  esame  della 
natura  di  queste  operazioni  acciò  non  andiamo  illusi  sul 
loro  potere  assoluto  e  relativo. 

Portando  la  nostra  attenzione  sopra  le  due  prime  ope¬ 
razioni  la  unione  o  somma  e  la  disunione  o  la  sottrazione, 
queste  due  funzioni  mentali  sono  di  tanta  semplicità ,  e 
discendono  in  noi  sì  spontaneamente  dalle  prime  idee  clic 
ci  formiamo  intorno  alle  quantità  degli  oggetti,  clic  nulla  di 
più  primitivo  c  di  più  semplice  si  può  immaginare.  Un'og¬ 
getto,  poi  un’altro  formano  il  numero  o  la  somma,  la  loro 
unione  o  disunione  empirica  o  ideale  è  una  delle  prime  e 
più  semplici  operazioni  dell’animo,  per  cui  si  vede,  che  le 
prime  due  operazioni  delle  quali  parliamo  sono  di  una  estrema 
semplicità,  anzi  quasi  di  una  verace  necessità,  perche  ambedue 
somministrateci  anco  dai  sensi  e  dalla  continua  esperienza. 

536.  Queste  prime  nozioni  semplici  intorno  l’unione  e  la 
disunione  di  diversi  oggetti  tanto  oggettivi  che  soggettivi  si 
chiamano,  dal  più  volte  citato  geometra  Wronski,  algoriimo 
primitivo  vale  a  dire  uozioni  semplici,  facili  e  al  tulio  aperte 
ed  elementari.  Ora  noi  abbiam  dello,  che  le  principali  ope¬ 
razioni  considerate  separatamente  sono  le  due  già  dette, 
cioè  la  somma  diretta  ed  inversa,  c  le  altre  due  sono, 
la  moltiplica  diretta  ed  inversa  cioè  la  divisione.  Quale 
è  dunque  la  nozione  filosofica  che  noi  abbiamo  di  queste 
due  ultime?  Ecco  un  quesito  assai  importante  cui  dobbiamo 
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portare  la  nostra  attenzione,  perchè  dalla  determinazione  di 
queste  due  ultime  operazioni  dipende  la  cognizione  anco 
del  reciproco  c  combinato  concorso  di  queste  operazioni, 
nello  sviluppamene  delle  funzioni  in  serie. 

557  II  sopra  mentovalo  geometra  ponendosi  a  dedurre , 
come  egli  dice,  dalla  filosofia  trascendentale  l'origine  filoso¬ 
fica  di  queste  note  e  comuni  operazioni,  nella  sua  opera 
Introduzione  alla  filosofia ,  Parigi  4811,  alla  pag.  6  scrive  : 
—  Secondo  le  considerazioni  filosofiche  precedenti,  la  teo¬ 
rica  algoritmica  ha  evidentemente  per  oggetto ,  prima  la 
determinazione  della  natura  di  tulli  gli  algoritmi  elementari 
possibili,  considerando  ciascuno  separatamente,  o  in  una 
maniera  al  tutto  indipendente  dagli  altri,  e  poscia  la  determi¬ 
nazione  della  natura  dell'  influenza  reciproca  di  questi  dif¬ 
ferenti  algoritmi  elementari  ,  o  piuttosto  la  determinazione 
della  natura  della  riunione  sistematica  di  questi  differenti 
algoritmi.  La  prima  parte  di  questa  dottrina  teorica  for¬ 
merà  /’  alloritmia  elementare ,  la  seconda  la  teorica  fulgo¬ 
ri imic a  sistematica. 

Ora  due  algoritmi  elementari  primitivi  ed  essenzialmente 
opposti,  voglio  dire  la  somma  e  la  graduazione  si  presen¬ 
tano  nella  prima  delle  due  parti  della  teorica  algoritmica. 

Il  primo  di  questi  algoritmi  ha  due  rami  particolari , 
uno  progressivo  e  l’altro  regressivo ,  V  addizione  e  la  sot¬ 
trazione ;  il  secondo  ha  egualmente  due  rami  particolari,  uno 
progressivo ,  l'altro  regressivo,  cioè  le  potenze  e  le  radici . 

558.  Questi  due  algoritmi  primitivi  sono  per  così  dire  li 
due  poli  intellettuali  del  sapere  umano,  nella  sua  appli¬ 
cazione  alle  quantità  algoritmiche.  Nella  somma  le  parli 
della  quantità  sono  discontinue  ed  estensive,  esse  hanno  pro¬ 
priamente  il  carattere  dell’aggregazione  per  (juxla  posilionem). 
Nella  graduazione  le  parli  della  quantità  sono  al  contrario 
continue,  od  almeno  considerale  come  tali,  e  sono  in  qual- 
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che  maniera  intensive,  esse  hanno  in  questo  modo  l’aspetlo 
e  il  carattere  dell’aumento  (per  inlus  susceptionem).  Queste 
due  funzioni  algoritmiche  del  nostro  sapere,  delle  quali  cia¬ 
scheduna  ha  le  proprie  leggi  particolari,  sono  intieramente 
eterogenee,  ed  è  impossibile  di  dedurre  una  dall’  altra. 
Ecco  la  loro  deduzione  metafisica  od  almeno  il  loro  prin¬ 
cipio  trascendentale:  la  prima,  la  funzione  intellettuale  della 
somma  è  fondata  sopra  le  leggi  costitutive  dell* intelletto  stret¬ 
tamente  appellato:  la  secondala  funzione  intellettuale  della 
graduazione,  è  fondata  sopra  le  leggi  regolatine  della  ragione. 

539.  La  neutralizzazione  di  queste  due  funzioni  intellet¬ 
tuali,  e  per  conseguenza  dei  due  algoritmi  elementari  che 
loro  corrispondono,  produce  una  funzione  intermedia  par¬ 
tecipante  della  somma  e  della  graduazione;  noi  chiameremo 
questo  algoritmo  riproduzione.  Li  suoi  due  rami  progres¬ 
sivo  e  regressivo  sono  la  moltiplica  e  la  divisione.  Que¬ 
sto  terzo  algoritmo  elementare,  il  quale  considerato  sotto  il 
punto  di  veduta  metafisica  si  riferisce  essenzialmente  alla 
facoltà  del  giudizio ,  deve  ancora  a  cagione  della  di  lui  ori¬ 
gine  esser  considerato  come  algoritmo  primitivo. 

540.  Per  questo  la  teorica  algoritmica  presenta  tre  algo¬ 
ritmi  elementari  e  primitivi .  Le  loro  origini  si  riferiscono 
alle  tre  facoltà  primitive  del  nostro  intelletto  ;  V  intelletto 
strettamente  detto ,  il  giudizio  eia  ragione.  Le  leggi  di  questi 
tre  algoritmi  fondate  sopra  le  leggi  rispettive  di  queste  tre 
facoltà  primordiali  del  nostro  intendimento,  sono  come  pure 
la  natura  stessa  di  questi  algoritmi ,  essenzialmente  diffe¬ 
renti  ,  e  non  saprebbero  in  tutto  il  loro  aspetto  generale , 
esser  derivate  le  une  dalle  altre.  Non  esiste  dunque, 
e  non  possono  esistere  per  I'  uomo  altre  funzioni  algorit¬ 
miche,  se  non  quelle  che  sono  o  immediatamenie  fondate 
sopra  questi  tre  algoritmi  primitivi  o  derivale  da  questi  algo¬ 
ritmi  islessi. 
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541.  Considerando  in  generale  le  Ire  funzioni  primitive, 
sembrano  ammettere  quattro  derivazioni  necessarie  corri¬ 
spondenti  alle  quattro  maniere  diverse  con  cui  possono  es¬ 
sere  combinale  tra  di  loro,  prendendole  prima  due  a  due 
poscia  tulle  e  tre.  Ma  riguardando  in  particolare  la  natura 
di  queste  funzioni  primitive,  si  conoscerà  che  la  combinazione 
dell’ algoritmo  della  somma  con  quello  della  graduazione  si 
ritrova  di  già  nella  origine  di  quello  della  riproduzione  ;  di 
modo  che  non  rimangono' di  veraci  combinazioni  realmente 
distinte,  se  non  quelle  dell'algoritmo  della  riproduzione  con 
)i  rispettivi  algoritmi  della  somma  e  della  graduazione. 

542.  Ora  la  combinazione  degli  algoritmi  primitivi  delia 

riproduzione  c  della  somma  dà  origine  all'algoritmo  derivato 
necessario  che  forma  la  numerazione  ;  e  la  combinazione 
degli  algoritmi  primitivi  della  riproduzione,  e  della  gradua¬ 
zione  dà  T  algoritmo  derivato  necessario,  che  forma  le  fa¬ 
coltà.  , 

La  schema  del  primo  di  questi  algoritmi  derivati  è 
A0  Q0  x  -h  K  Pi  x  +  2  A  Qs  x  -H  A3  Q3  x  h-  ec.  ec. 
c  quello  del  secondo  è  :  Q0x.  Qxx.  Q2x.  Q3x.  ec.  ec.  Indi¬ 
cando  per  A0,  A15  à2,  A3,  cc.  delle  quantità  indipendenti  di 
x,  o  per  le  Q0,  Q„  Q2,  Q3,  ec.  ec.  delle  funzioni  quaisivo- 
gliano  della  x  legale  tra  di  loro  per  mezzo  di  una  legge  ir. 

543.  Ecco  quali  sono  i  pensamenti  di  Wronski  relativa¬ 
mente  tanto  alla  natura,  quanto  alla  combinazione  delle  quat¬ 
tro  principali  operazioni  note  e  conosciute  dai  geometri. 

Primamente  osserveremo,  che  questa  maniera  di  deri¬ 
vare  gli  algoritmi  o  le  nostre  concezioni  intellettuali  primi¬ 
tive  della  nostra  facoltà  percipiente  è  maniera  che  diretta¬ 
mente  interessa  la  filosofia  delle  matematiche,  e  perciò  anco 
la  natura  delle  serie  che  si  ottengono  per  mezzo  delle  no¬ 
stre  nozioni  o  per  mezzo  delle  loro  rispettive  operazioni 
impiegate;  quindi  non  è  fuor  di  luogo  il  nostro  pensiero  di 
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richiamare  ad  esame  queste  dottrine  nel  ragionamento  che 
teniamo  sopra  le  serie.  Vediamo  dunque  se  questi  algoritmi, 
che  egli  erede  dedurre  filosoficamente  dalle  nostre  facoltà 
mentali,  siano  in  faccia  alla  nostra  intelligenza,  veramente  pri¬ 
mitivi,  e  siano  rigorosamente  dedotti  dalle  nostre  forme  in¬ 
tellettuali  o  dalli  nostri  modi  imprelerribili  di  vedere  e  di 
conoscere ,  e  consideriamo  specialmente  se  la  graduazione 
sia  essenzialmente  diversa  dalla  somma. 

544.  Avvertiamo  che  nel  presente  esame  non  entreremo 
a  parlare  delle  distinzioni  della  scuola  germanica  circa  l' in¬ 
telletto  propriamente  detto  ,  circa  la  funzione  del  giudizio 
e  dell'altra  denominala  ragione ,  perchè  se  volessimo  segui¬ 
tarlo  in  queste  distinzioni,  ci  converrebbe  deviare  dall'inlra- 
preso  cammino,  e  perdersi  nelle  ambagi  filosofiche  alemanne. 
Per  questo  motivo  parimenti  noi  lascieremo  in  disparte  la 
trascendentale  loro  derivazione  filosofica ,  la  quale  sembra 
più  presto  annunciala  che  provata,  e  meglio  da  lui  piutto¬ 
sto  supposta,  anzi  che  appalesala  evidente  e  di  evidenza  pri¬ 
mitiva  spontanea.  Unicamente  esamineremo  questi  algoritmi 
quali  da  lui  ci  vengono  proposti,  giacche  in  questi  ritrove¬ 
remo  quanto  può  bastare  a  poter  decidere  con  cognizione 
della  sussistenza  o  no  del  ragionamento  del  nostro  geo¬ 
metra  c  così  porteremo  le  nostre  indagini  sopra  i  soli 
algoritmi  puri ,  quali  sono  da  esso  lui  annunciali. 

545.  E  da  principio  osserviamo  se  sia  vero  che  la  somma 
e  la  graduazione  siano  due  algoritmi  essenzialmente  oppo¬ 
sti.  Stando  al  modo  col  quale  egli  annuncia  questa  sua  sen¬ 
tenza,  sembrerebbe  che  essa  fosse  evidente  per  sè  stessa, 
ma  riteniamo  che  niun  geometra  al  leggerla  la  troverà  for¬ 
nita  di  questa  spontanea  intuitiva  evidenza;  ed  anziché  rin¬ 
venirla  per  sè  stessa  aperta,  quando  vi  metta  qualche  atten¬ 
zione,  non  solo  la  vedrà  spoglia  di  evidenza  intuitiva,  ma 
mancante  anco  di  prova  dimostrativa ,  ed  alla  fine  falsa.  In 
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Tulli  la  nozione  che  noi  abbiamo  della  somma  anzi  che  es¬ 
sere  essenzialmente  opposta  alla  nozione  della  graduazione 
o  della  potenza,  si  manifesta  identica  sostanzialmente.  E  per 
meglio  venire  in  cognizione  di  questa  identità  della  potenza 
con  la  somma ,  considerate  ambedue  in  generale  ,  si  deve 
premettere  la  seguente  osservazione,  cioè  che  la  potenza  è 
una  moltiplica  particolare,  cioè  una  moltiplica  della  quantità 
in  sè  stessa,  come  poco  esattamente  soglion  dire  alcuni; 
diciamo  poco  esaltameute  perchè  in  rigor  di  concetto  niuna 
grandezza  può  moltiplicare  sè  stessa;  quindi  convien  sem¬ 
pre  che  uno  dei  fattori  sia  soggettivamente  consideralo,  ed 
in  uno  stalo  astratto,  e  pienamente  astratto ,  cioè  conviene 
che  tale  sia  quello  dei  due  fattori  che  deve  fungere  le  veci 
di  moltiplicatore. 

Quando  dunque  noi  ci  proponiamo  innanzi  alla  nostra 
facoltà  comprensiva  l’elevazione  di  una  data  grandezza  v.  g. 
alla  seconda  potenza,  noi  poniamo  innanzi  della  nostra  con¬ 
siderazione  la  grandezza  moltiplicala  una  volta  per  tante 
unità  quante  sono  quelle  che  supponiamo  o  che  concepiamo 
esistere  nella  grandezza  medesima  che  deve  essere  ele¬ 
vala  a  potenza,  o  moltiplicata  in  sè  stessa.  Niun'  altra  idea 
noi  possiamo  avere  della  seconda  potenza  fuor  di  que¬ 
sta  ,  e  niun  altro  mezzo  esiste  in  mano  del  geometra 
per  elevare  una  quantità  alla  potenza  fuori  dell’ accen¬ 
nala  moltiplica ,  e  questa  pure  con  le  su  accennate  restri¬ 
zioni. 

54G.  Queste  osservazioni  le  abbiamo  già  diffusamente 
esposte  nel  cenno  che  abbiam  fatto  intorno  ('aritmetica  (177. 
178.  479).  Veniamo  ora  alla  proposta  prova:  sia  una  gran¬ 
dezza  indeterminala  a.  Di  questa  se  ne  assegna  la  seconda 
potenza  scrivendola  a3  zz  a*,  a1  zz  a  x  a.  il  concetto  dun¬ 
que  della  potenza  è  il  risullamenlo  di  una  quantità  moltiplicata 
per  sè  stessa.  E  questo  risullamenlo  sino  a  che  si  considera  in 


astratto  e  sotto  forma  indeterminala  come  è  la  a2,  non  è 
veramente  un  risultamelo  qualunque*  ma  bensì  solamente  un 
risultamene  indicato. 

Quando  vogliamo  entrare  nella  considerazione  dell’  ef¬ 
fettiva  seconda  potenza*  allora  passiamo  dall'indicazione  alla 
realtà*  e  questa  realtà  consiste  nella  efTettiva  moltiplicazióne 
della  a  per  a.  Ma  acciò  questa  possa  aver  significalo  *  im¬ 
porla  od  esige*  che  almeno  in  via  ipotetica  sia  considerala  In 
a*  o  eguale  all'  unità*  o  maggiore  o  minore.  Lasciando  in 
disparte  il  concetto  che  a  sia  eguale  ad  una  unità  nume¬ 
rica  *  perchè  questa  ipotesi  toglierebbe  ogni  significazione 
al  quadrato  a4,  consideriamo  le  altre  due  ipotesi*  cioè  che 
a  sia  maggiore  o  minore  dell'  unità.  Queste  per  sè  stesse 
considerale  suppongono  che  la  a  sia  una  quantità  compo¬ 
sta  ed  in  questa  supposizione  si  ritiene*  che  il  numero  delle 
unità  componenti  la  a  moltiplichino  sè  stesse. 

Ora  niun  numero  di  cose  o  di  unità  può  moltiplicare 
sè  stesso*  perchè  questo  non  esprimerebbe  che  una  propo¬ 
sizione  senza  significazione,  dunque  conviene  per  necessità 
che  le  unità  intiere  o  frazionarie  esprimenti  la  a  siano  con¬ 
siderate  e  rappresentate  da  un  numero  astratto  e  perfetta¬ 
mente  astratto  onde  così  render  ragionevole  e  possibile  que¬ 
sta  moltiplica. 

547.  Di  qua  ne  viene  adunque  ,  che  in  ultimo  risulla- 
mento  la  potenza  è  il  prodotto*  o  reflello  di  una  moltiplica; 
quindi  quelle  considerazioni  che  sono  proprie  della  molti¬ 
plica  sono  all'in  lutto  proprie  della  potenza  ;  salvo  che  ove 
si  traila  di  potenza  le  unità  del  moltiplicando  determinano 
le  unità  del  moltiplicatore  astratto  acciò  sia  così  sempre 
rigorosamente  eguale  al  moltiplicando. 

Ricordate  queste  semplici  ed  impreterribili  verità,  inco¬ 
mincieremo  ad  intendere  che  la  graduazione  o  la  potenza 
di  una  grandezza  non  è  indipendente,  nè  anteriore  alla  ripro- 
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dazione  o  alla  molliplica,  ma  anzi  ne  è  un  caso  concreto; 
e  siamo  ambiati  a  conoscere,  che  la  slessa  graduazione  non 
c  algori  imo  primitivo  perchè  è  un  vero  e  rigoroso  prodotto 
dell'operazione  moltiplica;  anzi  comprenderemo  senza  veruna 
difficoltà,  che  il  ragionamento  procede  lutto  al  rovescio  di 
quello  che  lo  insliluisce  Wronski  il  quale  vorrebbe  farci 
credere.,  che  dalla  riunione  della  graduazione  con  la  somma 
ne  nasca  la  riproduzione  o  la  moltiplica. 

548.  Ma  proseguiamo  il  nostro  dire:  provato  che  Jajm- 

teuza  è  originala  c  non  può  esser  originata  che  dalla  mol¬ 
tiplica  ,  provato  che  non  è  anzi  altro  che  una  concreta  mol- 
liplica,  ne  viene  che  quello,  che  si  trova  di  comune  tra  la 
moltiplica  c  la  somma,  questo  sarà  commune  anco  alla  po¬ 
tenza  o  alla  graduazione.  Ora  dimostriamo  che  la  molti¬ 
plica  e  la  somma  sono  due  operazioni  identiche  tanto  con¬ 
siderate  nell’  interno  del  nostro  spirito  ,  quanto  considerate 
nella  loro  sostanza  ed  elFeltivilà  nel  calcolo.  In  falli  sia 
a  -  a  una  somma;  questa  equivale  alti  2a,  sia  a  4  a 
4-  a,  questa  somma  sarà,  zn  oa  ;  a  -J-  a  4-  a  4~  a  —  4a 

ed  in  generale  a  4  a  4  a  4  a  4  ec.  ec.  —  na  ;  indi¬ 

cando  per  u  il  numero  delle  volte  che  si  è  presa  la  a. 

Ora  si  vede  che  la  somma  è  sempre  identica  con  la 
moltiplica  perchè  due  volte  a,  è  precisamente  una  moltiplica 
2, a  ~  a  4-  a  —  2a;  tre  volte  a  è  precisamente  la  molti¬ 
plica  di  Ja  z  a  +  a  4-  a  ~  oa  ed  n  volte  a  è  preci¬ 
samente  la  moltiplica  ira  —  a  4-  a  4-  a  4-  ec.  “  na. 

549.  Siccome  a  ha  un  valor  finito,  e  qualunque  sia  il  nu¬ 

mero  delle  sue  unità  da  cui  risulta  sarà  sempre  possibile 
che  sia  rappresentato  dalla  n  finita  ,  così  si  vede  aperta¬ 
mente  che  la  potenza  si  risolve  in  una  somma  ;  impercioc¬ 
ché  a  4  a  4-  a  4*  a  4-  ec.  oc.  ~  na;  e  quando  sia 

11  —  a  si  ha  a  4  a  4  a  4  a  4  ec.  ec.  —  na  —  a  a 

—  a2.  Qualunque  valore  possa  competere  ad  a  purché  sia 
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finito  deve  verificarsi,  che  la  sua  seconda  potenza  è  iden¬ 
tica,  e  perciò  che  può  sempre  esser  espressa  per  una  som¬ 
ma  di  a. 

530.  Veniamo  alla  terza  potenza  di  a*  e  questa  servirà  a 
far  vedere  che  il  progredire  della  potenza  non  cangia  1'  i- 
denlità  o  la  risoluzione  di  essa  in  somme.  Sia  a2  -4  a2 
=  2a2;  a2  +  a 2  4-  a2  4-  a2  +•  cc.  ec,  m  na2,  e  quando 
n  —  a,  si  ha  a*a2  —  a3.  Questa  dimostrazione  è  generale, 
e  non  soffre  limitazioni;  onde  si  vedesimilmentechea3-!- 
a3  +  a5  4-  a5  +  ec.  ec.  —  na3 ,  e  quando  sia  n  —  a , 
si  avrà  a*a3  ~  a4  ec.  ec.  Sia  ora  più  apertamente  dimo¬ 
strala  questa  identità  coir  applicare  le  grandezze  qui  sopra 
indeterminate  ai  numeri  ;  e  prima  sia  a  zr  2;  allora  si  avrà 
a  -h  a  ~  2  +  2  zz  ~  a*  zz,  4.  Abbiam  detto 
che  a3  —  a2a  ~  222  —  2*2-2  —  23;  ma  222  —  4*2  — 
2  +  2  +  2  +  2r  8-21-Ì  +  1  +  1+1  + 

1  4*  i  *h  1  +  1  z  8  ”  a  H-  a  4  a  4  a. 

Così  a4  zz  a3*a  zz  (  2  *4  2  4  2  4  2  )  2  z:  2  -i- 

2  4  2  4  2  +  2  4  2  +  2  +  2  =  8*2  ~  i6  =  4 

+  'I  +  1  4  i  4  1  4  i  4  1  +  1  4  i  +  4  +  1 

4  4  4  4  4  1  4  '1  4  1. 

Similmente  as  zz  a\a  zz  (242424242 
4  2^24  2)2-242424242424 
2  -4  2,4  -2  4  2  4  2  4  2  4  2  4  2  4  2  4  2  z:  52. 
Questo  ragionamento  trasmutando  in  tante  pure  somme  tutte 
le  potenze  ne  dimostra  la  sostanziale  identità. 

551.  Perchè  tutta  questa  dimostrativa  scomposizione  della 
potenza  sia  effettuata,  non  ha  bisogno  di  altra  supposizione 
oltre  quella  già  fatta,  cioè  che  a  sia  grandezza  finita  c  che 
abbia  un  valor  finito,  il  quale  non  sia  Punita  precisa. 

Possiamo  dunque  stabilire  in  generale,  che  qualsivoglia 
potenza  di  una  grandezza  finita  si  risolve  sempre  in  somma 
mediante  questa  retrograda  decomposizione  aQ  zz  aQ  ” 1  a 
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—  an  -  2  *  a  x  a  ec.  sino  al  punto  che  si  abbia  an  — 
a  i  a  a  a  -f-  ec.  ec. 

Da  questa  dottrina  ne  viene  ancora,  che  siccome  ogni 
potenza  può  esser  espressa  anco  nel  seguente  modo  v.  g. 

ai  _  a  x  a  zz  a*a  zz  a  -H  a  ec.  tante  volte  presa  la  a 

quante  sono  le  sue  unità;  a3  zz  a2.a  zz:  a  a*a  =  a  a 
a  ec.;  a4  zz  a3,  a  zz  a2  a-a  zz  a*a  a*a  z  a  +  a  +  a 
-h  a  -f-  a  -f-  ec.  onde  in  generale  si  ha  sempre  (a  *  a  *  a 
*a-a-a*a,a*)zz(a-}-a-haH-a  +  aH-a  +  u 
+  a  +  ec.  ec.  ec.). 

552.  Ogni  volta  adunque  si  voglia  considerare  con  atten¬ 
zione  la  formazione  delle  potenze,  noi  non  abbiamo  sotto 
la  nostra  contemplazione  altro  che  somme,  le  quali  sono 
dalle  potenze  sempre  compendiosamente  espresse. 

Imperciocché  quale  è  in  fatti  il  concetto  che  noi  abbiamo 
di  una  potenza,  e  della  formazione  tanto  ideale  che  pratica  di 
essa  potenza?  essa  consiste  e  deriva  tutta  per  intiero  dalla 
moltiplicazione  della  grandezza  in  sé  stessa,  la  quale  si  è 
per  tal  mezzo  elevala  a  potenza. 

Questa  sola  operazione  della  moltiplicazione  della  gran¬ 
dezza  in  sè  stessa,  è  quella  che  ha  guidalo  i  geometri  a 
formarsi  l'idea  filosofica  e  ragionala  della  potenza;  e  tutta 
la  filosofia  che  si  ravvisa  in  questo  concetto  matematico,  è 
parimenti  tutta  e  precisamente  tutta  la  filosofia  che  noi 
aver  possiamo  di  questo  prodotto  mentale  o  reale,  appellato 
potenza. 

Wronski  per  uno  stravolgimento  delle  più  semplici  idee, 
stravolgimento  derivante  da  malintesa  filosofia  alemanna,  ha 
ammesso  come  algoritmo  primitivo  quello  della  potenza  o 
graduazione,  sorpassando  la  di  lei  formazione  o  derivazione 
procedente  dalla  moltiplicazione  necessaria  e  richiesta  sem¬ 
pre  a  produrla,  e  questa  risolyenlesi  sempre  in  semplice  e 
pura  somma. 
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555.  La  nozione  adunque,  che  egli  dà  della  potenza  qual 
"algoritmo  distinto  sostanzialmente,  anzi  necessariamente  op¬ 
posto  alla  somma  è  all'in  lutto  insussistente,  anzi  all'in  tutto 
erronea.  Parimenti  è  pienamente  erronea  la  deduzione  della 
moltiplica  da  esso  lui  appellala  riproduzione  considerala  come 
derivante  dall’  algoritmo  della  graduazione  e  della  somma, 
deducendo  questa  sostanziale  differenza  dall'idea,  che  la  po¬ 
tenza  significhi  qualche  cosa  per  inlas  susceptionem  ec.  ec. 
Di  fatti  fra  tutti  i  possibili  incrementi  o  fra  tutte  le  dimi¬ 
nuzioni  che  presentar  può  una  data  grandezza  in  causa  di 
variazione  di  stalo,  quell'unico  che  risponde  a  potenza,  fra 
questa  infinita  serie  di  modi  possibili  di  variazione,  è  quello 
solo  nel  quale  il  valor  del  moltiplicatore  si  desume  dal  va¬ 
lore  del  moltiplicando  medesimo;  giacché  lutti  gli  altri  che 
possono  dar  vita  ad  indefinite  variazioni  dello  stato  della 
grandezza  sono  estranei  alla  potenza  di  essa.  Quando  poi 
la  grandezza  da  elevarsi  alla  potenza  abbia  qualcheduno  degli 
infiniti  valori  frazionarli,  allora  tanto  più  si  vede  errata  l'i¬ 
dea  che  la  potenza  sia  qualche  cosa  quasi  per  inius  su - 
sceptionem. 

554.  Finalmente  ci  è  cosa  facile  il  conoscere  la  insussi¬ 
stenza  della  posizione  da  lui  posta,  che  la  somma  eia  gra¬ 
duazione  siano  come  i  due  po/nnlelleltuali  del  sapere  umano 
e  che  a  questi  due  poli  appartener  debbano  leggi  costitutive 
tra  loro  assai  diverse;  una,  cioè  legge  attinente  alla  somma 
che  egli  considera  nozione  appartenente  all  intelligenza  stret¬ 
tamente  appellala,  e  Fai  tra  legge  relativa  alla  graduazione,  no¬ 
zione  procedente  secoudo  il  suo  pensamento  da  legge  costi¬ 
tutiva  della  ragione. 

Noi  qui  non  abbiamo  rossore  a  confessare  candidamente 
die  non  intendiamo  qual  sia  il  motivo,  che  a  formarsi  il 
concetto  astratto  e  generale  della  somma  non  vi  intervenga 
per  verun  conto  la  nostra  ragione,  ed  a  formarsi  l'idea  della 
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potenza  non  vi  abbia  alcun  luogo  la  intelligenza  strettamene 
appellata. 

Più  confessiamo  die  la  nostra  maniera  di  filosofìa  non 
ci  permeile  di  comprendere  una  tanta  e  marcala  distinzio¬ 
ne  tra  la  ragione  e  la  intelligenza ,  mentre  la  prima  è  sì 
collegala  alla  seconda ,  che  non  può  aver  vita  senza  di 
questa. 

555.  Ecco  adunque  in  via  teoretica  e  pratica  comprovato 
quanto  magra  si  appalesi  la  filosofia  sopra  della  quale  il 
nostro  geometra  di  Polonia  fonda  i  primi  algoritmi  della 
scienza  matematica.  Una  prova  ulteriore  egli  ce  la  presenta 
in  questo  3  che  soggiunge:  —  Lo  schema  della  somma  o 
della  numerazione  è  il  seguente  (dice  egli)  cioè  A0  Q0  x  -4- 
A,  Qi  x  +  A2  Q2  x  +  ec;  c  quello  delle  facoltà  è  il  se¬ 
guente  Q0x*  C^x1  Q2x2  Q3x3  ec.  designando  per  AOJ  A,,  As, 
A3,  ec.  delle  quantità  indipendenti  di  x,  e  per  Qa ,  Qt ,  Q2, 
Q3,  ec.  ec.  delle  funzioni  qualunque  di  x  legale  tra  di  loro 
da  una  legge.  Mentre  la  prima  di  queste  due  espressioni 
analitiche  è  di  già  un  misto  di  somma  c  di  potenze,  e  di 
indeterminati  coeflicienti  A0,  A^  A2  ec.  Questo  schema  adun¬ 
que  della  somma,  non  è  diverso  se  non  in  parte  da  quello 
delle  potenze  che  egli  ci  porge  per  lo  schema  delle  facoltà. 
Il  che  dà  luogo  a  comprendere  che  procede  troppo  alla 
buona,  e  senza  verace  rigor  di  ragionamento. 

556.  A  conferma  di  quanto  siamo  sin  qui  vcduIì  espo¬ 
nendo  concernente  la  identità  della  somma  con  la  moltiplica 
e  con  la  potenza  0  graduazione,  veniamo  all'esame  della  nota 
formola  del  binomio  newtoniano.  Essa,  come  ognun  sa,  pre¬ 
senta  per  somma,  0  per  potenza  le  parti  0  le  funzioni 
parziali  del  binomio  (a  questa  forma  binomiale  si  riducono, 
e  si  assoggettano  tutte  le  altre,  benché  d’aspetto  trinomiale 
quadrinomiale  ec.  come  si  vede  praticalo  da  lutti  gli  ana¬ 
listi). 
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Riportiamo  la  forinola  newtoniana,  o  sia  la  seguente: 
n  n  n  —  4 

(x  4-  u)n  zz  xn  H - xn_1  n  H - , - xn-2  u2 

i  4  a 

n  n  —  In  —  2 

H - , - , - xn  ”  5  u5  4-  ec.  cc. 

4  2  5 

Dal  sin  qui  dello  poc’anzi  si  è  dimostralo  essere: 

Xn~X-hXH-X“hX4-X-f-CC. 

\n  - 1  zz  x  4-  x  4-  x  4-  x  -j-  ec. 
x"*'iìzx  +  x4-x4-ec. 


Sino  ad  x  zz  x 
Similmente  essere 

un  zz  u  4-  u  4-  u  4-  u  4-  u  4-  ec. 
ua  “ 1  zz  u  4-  u  4-  u  4-  u  4-  cc. 
uD  “  2  zz  u  4-  li  4-  u  4-  ec. 

Sino  ad  u  z:  li 

I  coefficienti  si  presentano  anco  più  facilmente  espri¬ 
mibili  per  somme,  giacché  il  secondo  esprime  precisamente 
la  somma  delle  unità  dell’ esponente  della  potenza,  il  terzo 
le  combinazioni  binarie  di  queste  unità,  il  quarto  quelle  ter¬ 
narie,  e  così  segui. 

557.  Tutto  si  comprenderà  anco  meglio  sostituendo  alla 
forinola  generale  espressioni  numeriche  concrete,  sia  dun¬ 
que  x  zz  40;  ti  zz  8;  n  zz  6  sei,  allora  avremo  (x  4-  u)D, 

6  6  6  —  4 

zz  (IO  4-  8)6zz  406  4 - iO'-'  8  4 - , - dOc-  2 

4  4  2 
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8*  -f- 


6  -  i 

o 


6  6  —  4 

3  83  H - , - 

4  2 


6  —  06  —  3  G  6  —  4  6  —  2 

I _ _  , - 40"  ~  4  8"  h - ,  - , - , 

5  4  4  2  3 

6  —  56  —  4  66  —  46  —  26  —  5 

- , - 10e_“  8“  H - , - , - , - 

4  5  4  2  3  4 

0  —  4  6  —  5 

- •, - >  40"  -  •  8":  ovvero  40"  +  G-40"S  -i- 18. 

5  6 

i 04-8a  -4-  2O405  83  H-  45-40*  84  -f-  6-40-8"  -+•  8".  Ovvero 
—  4000000  H-  4,800000  -f-  9,600000  -+-  40,240000  -+- 
6144000  -+-  4966080  4-  262144  ==  54012224  =  (40  -+- 
8)6  -  (18)°  zr  54012224. 

Da  quanto  qui  viene  dichiaratamente  comprovalo  e  in 
dottrina  e  con  apposito  calcolo  si  vede  apertamente,  che  il 
voler  ammettere  tre  primitivi  distinti  algoritmi  per  indicare 
la  somma,  la  moltiplica  e  le  potenze  è  ammettere,  non  solo 
ciò  che  non  si  può  provare,  ma  anco  ciò  che  si  presenta 
contrario  a  verità.  Di  fatti  non  lasciandoci  sedurre  da  disu¬ 
tili  distinzioni  logiche  e  categorie  scolastiche  si  comprende, 
che  ponendoci  a  considerare  tutto  I’  indefinito  campo  delle 
possibili  variazioni  che  provar  può  una  qualunque  gran¬ 
dezza  ,  alla  fin  fine  si  riducono  tutte  a  queste  impreteri¬ 
bili  variazioni ,  cioè  che  la  grandezza  medesima  cambi  di 
stato  in  più  od  in  meno;  e  quindi  che  il  tipo  o  la  schema 
di  ogni  cangiamento  risolver  si  debba  nella  somma  o  nel¬ 
l’algoritmo  ad  essa  opposto,  cioè  nella  sottrazione. 

558.  Ritornando  alle  principali  dottrine  che  ci  presentano 
le  forinole  del  num.  526,  esse  ci  dimostrano  esplicitamente 


quale  sia  il  relativo  valore  dei  termini  delle  serie,  e  come 
gli  uni  siano  in  confronto  degli  altri  incomparabilmente  infe¬ 
riori,  anzi  inferiori  a  tal  segno  che  i  successivi  sono  inca¬ 
paci  ad  alterare  il  valore  dei  precedenti  in  qualsivoglia  parte 
finita.  Ciò  non  pertanto  non  dobbiamo  pensare  che  altret¬ 
tanto  accada,  perchè  i  termini  di  un  valor  tenuissimo  siano 
eguali  a  zero,  e  perchè  sia  questo  stato  di  zero  il  motivo 
che  non  valgono  a  cangiar  lo  stato  degli  antecedenti  ,  poi¬ 
ché  è  un’assurdo  il  dire  che  possano  esser  zero  ogni  qual¬ 
volta  si  abbia  riguardo  al  modo  con  cui  si  sono  mental¬ 
mente  ridotti  a  questo  stalo  di  suprema  piccolezza.  Quando 
si  dice  esser  tanta  la  relativa  piccolezza  degli  uni  in  com¬ 
parazione  degli  altri,  da  rendere  i  primi  incapaci  ad  essere 
alterati  nel  loro  stato  finito  ,  s' intende  dire,  che  riuscendo 
i  primi  infinitamente  grandi  in  confronto  dei  secondi,  que¬ 
sti  non  possono  accrescere  o  immutare  rinfittito. 

559.  Una  considerazione  analoga,  anzi  pienamente  con¬ 
forme  ,  ella  è  quella  relativa  alla  infinitesima  parie  di  una 
data  grandezza  finita,  la  quale  ultima  ritenendosi  che  con¬ 
tenga  una  infinità  di  queste  sue  infinitesime  parti,  ne  viene, 
die  questa  infinitesima  parte  aggiunta  o  levata  ad  un  nu¬ 
mero  infinito  di  queste  infinitesime,  diviene  incapace  ad 
accrescerne  o  diminuirne  questo  infinito,  il  quale  appunto 
si  ritiene  comparativamente  infinitamente  maggiore  dell’  in¬ 
finitesimo.  Imperciocché  se  una  infinitesima  parte  aggiunta 
all'infinito,  fosse  capace  a  cangiare  lo  stato  di  quest'ultimo, 
esso  sarebbe  e  non  sarebbe  infinito. 

Egli  è  dunque  in  questa  significazione  che  deve  esser 
inteso,  e  dimostrato  anco  il  principio  del  calcolo  differen¬ 
ziale,  già  più  volle  ricordato;  cioè  che  una  quantità  infi¬ 
nitesima  si  può  considerare  come  veramente  incapace  ad 
alterare  una  funzione  o  quantità  finita,  e  perciò  si  può  ri¬ 
guardo  a  questa  sua  incapacità  comparare  o  ritenere  come 

29 
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fosse  eguale  a  zero;  ed  egli  è  per  questo  che  anco  i 
risultamenti  del  calcolo  differenziale  danno  risultamenti  esatti 
finiti. 

560.  Manifestata  con  sufficiente  chiarezza  la  evidenza  del 
principio  del  calcolo  differenziale,  diviene  di  grande  impor¬ 
tanza  per  questa  filosofia ,  il  cercare  di  conoscere  a  fondo 
anco  il  fine  e  le  pratiche  applicazioni  di  questo  celebre 
principio. 

Imperciocché  egli  è  appunto  per  questo  principio,  base 
e  fondamento  del  calcolo  differenziale ,  che  quest'  ultimo  è 
riuscito  una  veramente  nuova  analisi ,  e  capace  a  risolvere 
una  quantità  di  problemi,  che  erano  inaccessibili  con  tutti  i 
mezzi  anteriormente  suggeriti  dalla  scienza  matematica. 

La  nuova  analisi  infinitesimale  si  fonda  adunque  sopra 
il  concetto  mentale  ipotetico  della  grandezza  infinitamente 
piccola,  concepita  ed  ammessa  come  primitivo  supremo  ge¬ 
neratore  di  ogni  grandezza  finita.  E  questo  concetto  sog¬ 
gettivo  mentale  si  appropria  a  qualsivoglia  data  o  supposta 
grandezza  o  funzione ,  e  tutta  questa  appropriazione  s'  in¬ 
tende  adattala  in  modo  che  si  consideri  come  mentalmente 
avverarsi  che  la  grandezza  o  la  funzione  riceva  o  provi 
una  verace  variazione  in  più  o  in  meno,  sopraveniente  allo 
stalo  suo  primitivo. 

Per  la  quale  variazione  si  comprende  clic  questa  infi¬ 
nitesima  variazione  ipotetica  viene  per  necessità  di  appro¬ 
priazione  ad  essere  incorporata ,  e  perciò  resa  compar¬ 
tecipe  pienamente  di  tutte  le  proprietà,  della  grandezza  o 
della  funzione  cui  viene  indossata  ed  incorporata;  anzi,  se¬ 
condo  tutto  ciò  che  se  n’è  detto  sin  ora,  questa  infinitesima 
variazione  si  ritiene  propriamente  come  sia  una  parte  costi¬ 
tutiva  della  funzione  medesima,  ed  in  niente  diversa  da  essa, 
salvo  che  nello  stalo  suo  infinitesimo ,  comparativamente 
alla  funzione  finita. 
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564.  Questa  supposizione  a  prima  giunta  può  apparire  di 
poca  importanza,  tuttavia  ben  addentro  considerala  dispiega 
una  altissima  importanza ,  e  si  manifesta  di  una  stupenda 
fecondità;  imperciocché  con  questa  infinitesima  variazione 
attribuita  alla  funzione  o  alla  grandezza,  questa  dispiega 
meglio  sviluppate,  e  meglio  dichiarate  le  sue  proprietà.  E  di¬ 
venendo  così  la  variazione  come  un  nuovo  mezzo  anali¬ 
tico  estensivo  della  funzione  si  presenta  un  mezzo  possen¬ 
tissimo  a  rilevarci  e  manifestarci  un  gran  numero  di  recon¬ 
dite  proprietà  della  funzione  stessa. 

La  funzione  per  questa  aggiunta  dell’infinitesima,  cono¬ 
sciuta  anco  sotto  il  nome  di  variazione  si  svolge  in  serie  , 
e  questa  per  mezzo  de'  suoi  termini  o  delle  sue  parti  ci 
presenta  un'analisi  dettagliata  e  più  precisa  della  funzione  me¬ 
desima,  ce  ne  fa  conoscere  l’indole,  e  tutto  o  almeno  parte 
del  carattere  della  funzione  e  sue  proprietà.  Per  questa  varia¬ 
zione  esibita  pur  essa  sotto  forma  analitica  e  di  calcolo,  ed 
innestala  in  tutti  i  termini  della  serie  in  cui  si  risolve  la 
funzione,  si  appalesano  apertamente  le  affezioni  e  le  pro¬ 
prietà  della  funzione  medesima.  In  questa  aggiunta  sta  ripo¬ 
sto  questo  singolare  importantissimo  vantaggio ,  quello  cioè 
di  prestarci  il  mezzo  di  risalire  dalla  variazione  alla  fun¬ 
zione  primitiva. 

Questo  è  lo  scopo  ed  il  fine  filosofico  di  questa  art i- 
liciala  ipotesi  della  variazione  infinitesima  ;  e  dicesi  infini¬ 
tesima  ,  perchè  se  fosse  finita  questa  variazione  darebbe 
luogo  bensì  ad  una  serie,  la  quale  presenterebbe  lo  svilup- 
pamenlo  della  funzione ,  ma  nella  quale  per  esser  lutti  i 
termini  comparativamente  tra  loro  di  un  verace  valor  finito, 
sarebbero  bensì  capaci  qualche  volta  di  meglio  appalesarci 
le  proprietà  della  funzione,  ma  rimanendo  tale  proprietà 
involta  e  contenuta  nella  moltitudine  di  lutti  i  termini, 
nessuno  de’  quali  potendo  esser  trascurato  molte  volte  non 
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avremmo  fatto  alcun  guadagno ,  ina  anzi  soventi  volle  non 
servirebbero  che  ad  accrescere  ed  estendere  la  difficoltà  di 
ben  conoscere  l'Indole,  la  natura,  ed  il  carattere  intimo  della 
funzione. 

Quando  affi  invece  la  variazione  è  ritenuta  di  valore 
infinitamente  piccolo,  allora  usando  del  celebre  principio  del 
calcolo  differenziale  si  ommetlono  o  si  trascurano  senza 
timore  di  sensibile  errore  tutti  quei  termini  della  serie  o 
dello  sviluppamelo  della  funzione  che  non  giovano  allo 
scopo,  che  ci  proponiamo,  o  che  non  sono  utili  alle  ricer¬ 
che  che  ci  proponiamo  di  tentare. 

Così  nella  quadratura  delle  curve,  ove  nelle  loro  equa¬ 
zioni  si  suppone  che  le  coordinate  provino  delle  variazioni 
infinitesime:  queste  equazioni  variate,  ovvero  le  funzioni  dei 
loro  membri  variate,  presentano  apertamente  e  manifestano 
le  loro  proprietà,  giacché  accresciute  da  queste  infinitesime 
parli  aventi  proprietà  identiche  e  communi  alle  equazioni 
o  funzioni  esprimenti  T  andamento  delle  curve,  con  queste 
si  stabiliscono  delle  comparazioni  sufficienti  a  fare ,  per  lo 
più*  appieno  comprendere  tutta  l'indole  e  la  proprietà  delle 
linee  curve.  E  quantunque  in  riguardo  alla  forma  dello  svi¬ 
luppamelo  dei  membri  e  di  uno  dei  membri  della  equa¬ 
zione  la  molliplicità  e  la  forma  analitica  dei  termini  sia  la 
stessa  di  quella  che  ha  luogo  per  le  variazioni  finite,  tut¬ 
tavia  in  quest’  ultima  ipotesi  >  della  variazione  infinitesima 
riuscendo  i  termini  tutti  in  confronto  dei  successivi  infini¬ 
tamente  più  grandi,  si  possono  ommettere  sempre  i  succes¬ 
sivi  comparativamente,  e  così  ridurre  e  semplificare  la  equa¬ 
zione  e  ritenere  della  funzione  sviluppala  quel  tanto  sola¬ 
mente  che  ci  interessa  e  ci  occorre  per  comprenderne  le 
proprietà  che  ci  interessano ,  quali  sono  le  tangenti ,  sot- 
langenti  ec.  ec. 

Il  geometra  spesse  volle  col  solo  infinitesimo  di  primo 
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ordine  che  trovasi  appunto  sempre  nel  secondo  termine  dello 
svolgimento  in  serie  *  considerato  come  una  parte  infinite¬ 
sima  della  funzione  variata,  ottiene  apertamente  la  cogni¬ 
zione  delle  proprietà  della  funzione,  cognizione  della  quale  ha 
bisogno,  per  risolvere  elegantissimi  ed  importantissimi  problemi. 

Che  poi  gli  altri  termini  infinitesimi  degli  ordini  supe¬ 
riori  abbiano  lo  stesso  ufficio  e  significato  che  rinfinitesirno 
primo  ha  con  la  grandezza  finita  e  per  questo  si  presentino 
tutti  altissimi  a  far  conoscere  le  proprietà  principali  della 
funzione,  questo  giova  saperlo  per  prevalersi  del  loro  signi¬ 
ficato  allorquando  per  qualche  eventualità  non  possiamo  va¬ 
ierei  deirinfinitesimo  di  primo  ordine;  ma  per  altro  invia 
ordinaria  questi  ordini  superiori  si  ommettono  o  si  cacciauo 
dal  calcolo  come  inutili  ordinariamente,  e  poche  volte  si  ha 
ricorso  agli  infinitesimi  di  secondo  ordine,  ed  anco  a  quelli 
di  terzo  ordine  ec.  ec. 

562.  Noi  ci  serviamo  di  queste  dottrine  quando  vogliamo 
dalla  variazione  risalire  alla  funzione  primitiva  non  variata  ; 
la  prima  traccia,  anzi  la  dottrina  intiera  si  trova  in  Galilei, 
ed  anco  in  Cavalieri,  poiché  sì  l'uno,  che  l'altro  e  per  dot¬ 
trina  e  pratiche  loro  proprie,  ambedue  insegnano  a  risalire 
al  finito;  il  primo  daU’indivisibile  infinitesimo,  ed  il  secondo 
dall'indivisibile  indefinitamente  piccolo  alla  grandezza  finita. 
Tutto  questo  è  già  stato  per  lo  innanzi  in  questa  filosofia  suf¬ 
ficientemente  esposto  e  ragionato. 

Questi  due  grandi  geometri  italiani  scrivevano  in  un  tem¬ 
po  che  l'analisi  finita  era  ancora  bambina,  e  quindi  non  si 
presentava  loro  alla  contemplazione  quel  campo  vastissimo 
indefinito  di  grandezze  varie,  e  variamente  esposte  secondo 
gli  stali  diversi  della  grandezza  che  poscia  presentò  l’ana¬ 
lisi  portata  a  molta  perfezione;  perciò  non  è  meraviglia 
che  ristringessero  le  loro  speculazioni  alle  sole  meccaniche 
o  alla  sola  grandezza  estensiva  e  di  preferenza,  come  quelle 
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scienze  che  presentavano  chiare  e  piu  precise  considera- 
zioni  sino  allora  conosciute. 

E  chi  sa,  che  nel  pensiero  di  questi  sommi  *  non  ve¬ 
nisse  in  chiara  luce  anco  il  concetto  che  Eindi visibile  avesse 
anch'egli  le  sue  più  minute  parli  generatrici  e  che  queste  gli 
dassero  a  conoscere  quest'indi visibile  in  quel  modo  che  egli 
stesso  conduceva  alla  cognizione  del  finito?  E  chi  sa  che  dal  se¬ 
guire  sì  grandiosi  pensamenti  li  raltenesse  il  pensiero,  che  le 
cose  di  già  note  e  conosciute  alla  scienza  fosser  estranee  ai 
loro  scopo  ,  e  che  sì  alte  speculazioni  e  cotanto  peregrine 
investigazioni,  non  avessero  utile  significazione? 

Che  cotali  idee  e  simili  elevati  pensamenti  s  aggiras¬ 
sero  nella  profonda  considerazione  di  Galilei,  mi  pare  che  se 
ne  abbiamo  una  prova  sufficiente  in  quello  che  siamo  per 
dire.  Scrivendo  egli  al  sig.  Pietro  Carcaville  per  risolvere 
alcuni  dubbii  che  si  riscontravano  nelle  sue  dottrine  e  se¬ 
gnatamente  volendo  stabilire  che  nelPaver  egli  ammesse  le 
prime  ragioni  ed  ultime  della  velocità  finita,  dallo  stesso  Galilei 
appellale  velocità  virtuali,  o  velocità  infinitamente  piccole,  si 
spiega  in  modo  da  lasciare  conoscere  come  queste  medesime 
velocità  virtuali  erano  state  da  esso  lui  immaginate  ed  ideale 
bensì  infinitamente  piccole,  ma  non  in  modo  che  di  queste 
non  ne  riconoscesse  ancora  delle  sempre  minori ,  e  minori 
indefinitamente,  giusta  la  filosofica  nozione  del  continuo;  di 
falli,  ecco  quali  sono  le  sue  parole  che  adopera  neH'espri- 
mere  questa  sua  maniera  elevatissima  di  pensiero.  ~  Mentre 
io  stabilisco  un’istante  di  tempo  nel  quale  partendosi  il  mo¬ 
bile  dallo  stato  di  quiete,  nel  quale  si  trovò  nell'  assegnato 
istante  ed  entrando  in  moto  il  quale  debba  andarsi  accele¬ 
rando  con  quella  proporzione  che  cresce  la  quantità  del 
tempo ,  la  quale  nel  dello  istante  era  nulla  ;  siccome  non 
si  può  assegnare  così  piccolo  spazio  di  tempo,  che  di  mi-? 
nori  non  ne  siano  decorsi  dopo  il  primo  istante  segnato; 
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così  partendosi  il  mobile  dalla  quiete  non  trapassa  quantità 
alcuna  di  velocità  assegnala,  che  per  minori  ancora  non  si 
sìa  ritrovato  =. 

Qui  il  lettore  abbia  presente  alla  memoria,  che  Galilei 
parlando  del  tempo,  e  precisamente  in  questi  suoi  ragiona¬ 
menti  matematici,  alla  parola  istante  ha  costantemente  attac¬ 
cala  l'idea  di  esprimer  con  questa  voce  una  parte  infinita¬ 
mente  piccola  del  tempo  finito.  Ora  dietro  questa  nozione 
di  fatto  potrà  anco  conoscere  come  questo  sommo  filosofo 
comprendesse  che  anco  questi  suoi  indivisibili  infinitamente 
piccoli  in  confronto  delle  grandezze  finite  essi  pure  ammet¬ 
tevano  delle  parti  di  loro  sempre  indefinitamente  minori. 

Il  che  sia  detto  per  far  presente  come  con  le  sue  spe¬ 
culazioni  fosse  entralo  negli  infinitesimi  minori  indefinita¬ 
mente  degli  infinitesimi  istessi,  come  anco  aveva  discoperto 
che  secondo  alcune  posizioni  geometriche  si  davano  degli 
infiniti  infinitamente  maggiori  dell'infinito  medesimo. 

Ma  basti  questo  molto  ad  appoggiare  il  nostro  pen¬ 
samento. 

563.  Le  regole,  o  meglio  le  leggi  analitiche  le  quali  inse¬ 
gnano  a  ritrovare  i  cangiamenti  che  provano  le  funzioni  con¬ 
tenenti  delle  variabili  quando  esse  subiscono  delle  variazioni 
soggettive  infinitamente  piccole,  e  esposte  in  calcolo,  appro¬ 
priale  e  pienamente  rispondenti  alle  diverse  indefinite  sva¬ 
rietà  di  funzioni,  costituiscono  il  calcolo  differenziale;  e  le 
dottrine  tutte  che  Io  sostengono  e  lo  diriggono,  e  servono  di 
filosofia  allo  stesso  calcolo. 

Dalla  qualità  che  hanno  le  variazioni  delle  funzioni,  di 
rendere  cioè  meglio  sviluppate  le  affezioni  e  le  proprietà 
intime  delle  funzioni  è  facile  l'indovinarne  la  grandiosa  uti¬ 
lità  che  presenta  il  calcolo  differenziale  approprialo  alle  fun¬ 
zioni  analitiche  ,  applicazioni  conosciute  sotto  il  nome  di 
usi  del  calcolo  differenziale  nelle  funzioni  analitiche . 
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Noi  non  entreremo  in  questi  dettagli  perchè  sono  in 
lutti  i  trattati  di  analisi  infinitesimale,  solamente  ci  basterà 
pavere  accennata  la  cagione  di  questa  grande  utilità. 

564.  I  primi  scopritori  dell’analisi  infinitesimale  seguitando 
le  traccie  suggerite  dall’  infinita  scomposizione  ideale  della 
grandezza  j  e  tenendo  conto  dell'  infinità  di  queste  infinite¬ 
sime  loro  parti  han  creduto  di  risalire  alla  grandezza  finita 
riunendo  o  sommando  tutte  queste  infinitesime  parti.  Ma  in 
ciò  essi  hanno  avuto  ragione,  e  torto  ;  ragione  perchè  vera¬ 
mente  la  somma  di  tutte  le  infinitesime  parli  riproducendo 
(come  avevano  insegnato  Galilei,  ed  anco  un  poco  più  alla 
buona  Cavalieri  )  veramente  la  grandezza  finita ,  o  la  fun¬ 
zione  finita,  si  riusciva  a  riavere  tutta  intiera  la  grandezza 
o  la  funzione  medesima  ;  hanno  poi  avuto  torto,  perchè  le 
leggi  e  le  proprietà,  le  condizioni  tutte  della  funzione  sendo 
comuni  alle  singole  infinitesime  parli  ed  alla  funzione,  que¬ 
sta  comunanza  porgeva  al  geometra  quanto  bastava  a  cono¬ 
scere  la  funzione  medesima  o  la  funzione  primitiva  inva¬ 
riata  senza  aver  bisogno  di  portare  il  pensiero  sopra  la  infi¬ 
nità  de’suoi  principii  elementari  infinitesimi. 

5Go.  La  somma  degli  infinitesimi  riproduceva  la  gran¬ 
dezza  finita.  Le  proprietà  che  ogni  infinitesimo  portava  come 
in  fronte  scritta  presentava  le  proprietà  della  grandezza 
finita.  C'è  dunque  stato  equivoco  in  quelli  che  hanno  con¬ 
fuso  la  riproduzione  del  tutto  con  le  proprietà  e  condizioni 
che  competevano  alle  parti;  imperciocché  la  somma  vj  dava 
il  tutto,  e  materialmente  qual'era,  e  rinfinitesimo  presentava 
le  leggi  e  le  condizioni  del  tutto  ,  e  soventi  volle  queste 
leggi  e  condizioni  non  erano  ben  chiare  ed  appieno  svi¬ 
luppate  se  non  neirinfinitesimo. 

566.  11  calcolo  sublime  ha  dunque  due  diversi  aspetti: 
uno  che  consiste  nell'  attribuire  una  variazione  infinitesima 
alla  grandezza  data  o  alla  di  lei  funzione  ;  per  così  avere 


—  457  - 

anco  espressi  in  calcolo  tutti  i  mutamenti,  ed  il  relativo  svi¬ 
luppamelo  in  serie ,  al  quale  suole  dar  vita  questa  varia¬ 
zione;  l'altro  nel  ricavare  dall'indole  e  proprietà  della  va¬ 
riazione,  l’indole  e  la  proprielà  e  la  cognizione  della  fun¬ 
zione  cui  la  variazione  è  stala  applicata.  Considerato  sotto 
il  primo  aspetto,  il  calcolo  appellasi  differenziale,  sotto  del 
secondo  integrale . 

567.  Ommettendo  però  di  entrare  in  particolari  dettagli  in¬ 
torno  al^  calcolo  superiore ,  giacché  questo  calcolo  si  trova 
esposto  e  sviluppato  compiutamente  in  quasi  tutte  le  opere 
elementari  e  classiche,  die  parlano  e  trattano  di  questo  ramo 
dell’analisi  superiore,  ritorniamo  con  la  nostra  attenzione 
allo  sviluppamelo  delle  funzioni  in  serie  nelle  quali  vi  en¬ 
trano  gli  infinitesimi  di  diversi  ordini,  o  le  dilTerenziali  di 
diversi  ordini;  per  aver  così  anco  occasione  di  ripigliare  il 
discorso  delle  serie. 

Primamente  vuol  essere  notato,  che  quando  la  funzione 
è  un  monomio ,  e  che  non  abbia  per  esponente  altro  che 
l'unità,  essa  in  causa  della  variazione  infinitesima  non  am¬ 
mette  naturalmente  alcuno  sviluppamento  in  serie  per  potenze 
successivamente  crescenti.  Ciò  però  è  vero  solamente  allora 
che  la  Fx  non  ha  che  V  esponente  uno,  poiché  in  tal  caso 
diviene  F(x  +  dx).  Ma  quando  abbia  un  esponente  qua¬ 
lunque  diverso  dall’unità  e  questo  esponente  sia  indicato  per 
n,  allora  la  funzione  F(x)n  divenendo  F(x  +  dx)n  presenta 

n  n  n  —  1 

lo  sviluppamento  Fxa  -4 - Fxa  “  1  dx  H - , - 

i  i  2 

Fxn  ~  2  dx2  4-  ec. 

568.  Tuttavia  non  dobbiamo  ommettere  che  da  ognuno  si 
conosce  che  anco  ogni  semplice  funzione  monomia  e  poli- 
nomia  non  avente  per  esponente  che  la  sola  unità,  può 
essere  aneli’ essa  sviluppala  in  serie  attribuendole  un  qual- 
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si  voglia  coefficiente  n  a  piacere,  e  trasformando  la  proposta 

1 

funzione  v.  g.  Fx  nella  corrispondente  F  (  (d  +  x  —  d)“  )n 
poiché  sotto  quest'ullima  forma  è  sempre  capace  di  svilup¬ 
pamene  secondo  la  suddetta  formola  newtoniana.  Questa 
trasmutazione  però  serve  di  prova  che  per  ridurre  in  serie 
una  funzione  qualunque  avente  per  esponente  Y  unità,  con- 
vien  cangiarla  con  artificiata  ingegnosa  speculazione  in  un'al¬ 
tra  avente  un’esponente  n  diverso  dall’ unità;  perchè  nel 
primo  stato  non  presenta  possibilità  di  sviluppamene. 

569.  Sia  però  notalo  che  qui  parliamo  di  quelle  serie 
che  hanno  origine  dall'esponente  della  funzione,  e  non  di 
quelle  le  quali  fondandosi  pur  esse  su  la  proprietà  del  con¬ 
tinuo  si  limitano  ad  esprimere  i  brani  della  funzione  infita- 
meule  divisibile  ma  presi  e  regolali  secondo  legge  geometrica 
procedente  all'infinito. 

Di  queste  ultime  serie  ne  abbiamo  già  abbastanza  ra¬ 
gionalo  in  quest'opera  parlando  di  Euclide  e  di  Archimede, 
per  cui  non  occorre  di  più  oltre  parlarne. 

570.  Prima  ancora  di  venire  a  minuto  esame  di  questo 
sviluppamene  delle  funzioni  in  serie,  e  del  quale  a  profu¬ 
sione  ne  abbiamo  e  dottrine  e  pratiche  in  tulle  le  opere 
dei  geometri  che  hanno  scritto  di  cose  analitiche,  crediamo 
opportuno  di  ricordare  anco  una  volta  quali  siano  le  ope¬ 
razioni  mentali  che  servono  a  dar  origine  alle  serie  ;  e  ciò 
a  fine  di  far  conoscere  il  verace  fondamentale  algoritmo  che 
dà  vita  alle  serie. 

Le  grandezze  o  le  funzioni  quali  da  noi  si  percepi¬ 
scono  in  generale,  sono  sempre  considerale  come  un  lutto, 
e  questo  avente  forma  di  un  cumulo  di  minori  elementari 
grandezze,  le  quali  ultime  si  ritengono  come  i  componenti 
o  generatori  delle  funzioni  medesime. 

Ora  dietro  tale  nozione  si  presenta  spontaneo  il  pen- 
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samenlo ,  che  quanto  più  una  data  grandezza  s  immagina 
grande  in  comparazione  di  un’altra,  la  prima  debba  conte¬ 
nere  un  maggior  numero  di  unità  omogenee  elementari.  L’i¬ 
dea  prima  soggettiva  della  grandezza  o  della  di  lei  costituzione, 
è  dunque  un’idea  di  cumulo  o  di  somma  di  unità  produci- 
trici  della  stessa.  Di  qua  viene  che  lo  sviluppamelo  delle 
funzioni  in  serie  per  parli  delle  stesse,  non  può  in  massima 
esser  altro  che  uno  spartimento  di  queste  piccole  parti  che 
insieme  costituiscono  la  grandezza.  Lo  spartimento  potendo 
per  la  proprietà  del  continuo  esser  quello  che  a  noi  piace, 
ci  si  presenta  vario  quanto  si  sa  immaginare,  anco  in  onta 
della  costanza  della  forma  e  ragione  che  possiamo  attribuire 
ai  termini  di  una  serie  governata  da  legge  geometrica. 

E  siccome  i  diversi  gruppi  crescenti  o  decrescenti,  e 
formanti  i  termini  di  queste  serie  possono  presentarsi  o  come 
effettive  somme,  o  come  moltipliche,  o  potenze,  così  anco 
lo  spartimento  della  funzione  può  esser  effettuato  dalla  somma, 
dalla  moltiplica,  e  dalle  potenze,  o  da  queste  in  qualsivoglia 
modo  combinate. 

La  sottrazione  come  somma  inversa,  dà  origine  e  vita 
alle  serie  già  ricordale  di  Euclide.  La  moltiplica  dà  vita  al 
binomio  di  Newton,  e  la  divisione,  e  l'estrazione  delle  radici 
a  tutta  l’altra  numerosa  famiglia  delle  serie. 

574.  Abbiam  già  avvertito  (num.  551.  e  seguenti)  che  ogni 
prodotto  della  moltiplica  può  sempre  esser  espresso  per 
somma  e  che  la  prima  non  riesce  ai  di  là  di  una  compen¬ 
diosa  espressione  dell’ultima;  ora  vorremmo  che  la  gioventù 
cui  specialmente  posson  tornar  utili  queste  considerazioni, 
non  si  desse  a  credere  che  la  moltiplica  sia  qualche  cosa 
di  sostanzialmente  diverso  dalla  somma,  quantunque  si  possa 
far  con  quella  ciò  che  si  esprime  c  si  fa  con  questa,  poi¬ 
ché  se  la  pensasse  a  questo  modo  si  illuderebbe;  imper¬ 
ciocché  la  somma,  in  fondo  è  identica  con  la  moltiplica,  e 
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questa  non  è  che  quella.  Poiché  quando  si  dice  v.  g.  due 
volte  tre  danno  sei  ;  cioè  2.3  —  6  è  precisamente  la  unione 
di  tre  con  altri  tre;  cosi  quando  si  pronuncia  e  si  scrive 
tre  volte  quattro  cioè  4  4-  4  H-  4  ~  42  ;  o  si  scrive 
3.4  —  d2,  non  abbiamo  che  V  identica  idea  ,  c  l'identico 
concetto  che  guida  il  nostro  pensiero. 

572.  Già  s’intende  che  la  riunione  delle  diverse  partì  con¬ 
correnti  a  formare  una  grandezza,  le  presuppone  tutte  omo¬ 
genee;  poiché  in  caso  che  fossero  eterogenee  non  sapreb¬ 
bero  formare  la  grandezza  nel  suo  stato  omogeneo  ed 
una.  Non  è  necessario,  che  le  parti  concorrenti  siano  tutte 
di  pure  unità  elementari,  poiché  possono  anzi  essere  diversi 
gruppi  di  queste  unità. 

Ora  cosa  facciamo  col  pensiero  ed  effettivamente  quando 
vogliamo  elevare  a  qualche  potenza  una  data  grandezza  ? 
Noi  non  facciamo  altro  che  concepirla  o  supporla  compo¬ 
sta  di  un  determinato  numero  di  unilà  concorse  a  formarla, 
e  fissiamo  di  prendere  questa  grandezza  fante  volte  quante 
sono  le  unità  che  la  costituiscono.  Così  che  v.  g.  se  la  n 
fosse  supposta  risultare  di  cento  unità,  noi  volendola  innal¬ 
zare  alla  seconda  potenza  intendiamo  di  prendere  cento  volte 
queste  sue  cento  unità,  e  così  ci  figuriamo  con  la  seconda 
potenza  di  esprimere  dieci  mila  unilà.  Se  questa  seconda 
potenza  si  volesse  portar  alla  terza,  piglieremmo  ancora  cento 
volte  le  dieci  mila  unità,  e  ne  considcremmo  nella  terza 
potenza  un  milione  di  queste  medesime  unità. 

Siccome  quest'ultima  specie  di  moltiplica  si  addita  coi 
mezzo  degli  esponenti,  perciò  moltiplicare  una  n  iu  sé  stessa 
si  suole  indicarla  per  nn  ~  n2;  ed  elevandola  alla  terza  po¬ 
tenza  si  nota  per  n*n*n  —  n.5  e  così  via  via. 

573.  Ora  in  questo  luogo  siaci  permesso  ancora  di  ritoc¬ 
care,  come  la  somma  e  la  moltiplica  si  rappresentino  indi¬ 
stintamente  e  ciò  anco  a  fine  di  meglio  comprendere  V  er- 


rore  di  Wronski.  Sia  22  =  2.2  =  4  =  2  +  2.  52  =  9 
~  S'o  =  S  -f  5  +  3.  Similmente  (2  +  4 )2  =  4  +  2 
+  2  +  4  =  22  +  22  +  4  =  9  =  2  +  2  + 2  + 
2+1=9=l+4+4  +  4+  4+  4+  4  + 

4  4  4 

1  +  1.  Così  (\  - h  4  H - V  ~  1  4 - 1-4 
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1  4  4  4  4  4  4 
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2  2  4  2  4  2  4 
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H - 1 - 1 - 1 - =  4+  4+  4  +  4  +4 

2  4  2  4 

4  2 

,  1  +  4  +  4  +  4  =  9.  Così  52  =  (2  -t - 1-  _)* 

3  3 

2  4  2  4  2  4-2 

=  4-4 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - h 

3  3  3  9  9  3  9 

4 

—  =  9. 

9 

Così  per  qualsivoglia  altra  maniera  con  la  quale  si 
voglia  scompartire  la  grandezza  tre  giacché  sempre  il  pro¬ 
dotto  delle  sue  parli  moltiplicale  tutte  tre  tra  di  loro  conducono 
al  medesimo  risullamento,  ovvero  danno  lo  stesso  prodotto. 

574.  Veniamo  anco  ad  esempio  più  astratto  c  sia  (a  + 
n)*  =  a3  +  3a2n  +  oan2  +  n3.  Qui,  poiché  in  luogo  dei 
numeri  si  pongono  lettere  indeterminate,  rimane  indeter¬ 
minata  anco  la  relazione  che  passa  tra  la  potenza  e  le  sem¬ 
plici  unità.  Se  però  la  a  si  supporrà  risultare  da  unità  come 
pure  la  n,  noi  avremo  i  risullamenti  sopra  ottenuti.  Lo  stesso 
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dicasi  della  n  quando  questa  lettera  si  consideri  risultante 
da  un  determinato  numero  di  unità. 

575.  Se  però  la  a  esprimesse  una  semplice  unità,  ovvero 
invece  la  si  considerasse  come  una  cosa  unica  ,  semplice 
od  equivalente,  come  si  è  detto  all’unità,  in  allora  sotto  que¬ 
sto  riguardo  noi  sappiamo  che  l1  —1;  che  V  =  1;  che 
l5  m  i;  V  —  i  ee.  Così  ani,  a2  =1,  a5  =  1,  a4  zz:  1  ec  ; 
così  anco  le  equazioni  che  ne  derivano  a4  =  4  ,  ovvero 
x2  =  4  ;  x3  =r  \9  quando  x  — 

Anco  queste  equazioni  sono  di  quelle  che  si  chiamano 
da  alcuni  geometri  equazioni  numeriche,  perchè  la  loro  so¬ 
luzione  si  tenta  in  numeri;  tuttavia  tra  le  equazioni  nume¬ 
riche  queste  meritano  una  speciale  considerazione,  perchè 
in  queste  mal  si  presta  l’idea  della  moltiplicilà  delle  radici 
le  quali  nelle  altre  ordinarie  equazioni  sono  sempre  rispon¬ 
denti  al  numero  dell’esponente,  perchè  volendo  rinvenire 
in  queste  equazioni  la  moltiplicilà  delle  radici  si  cade  in 
braccio  spesse  volte  alle  quantità  immaginarie. 

Ma  ritornando  al  fine  principale  che  ci  siamo  propo¬ 
sti  di  indicare,  cioè,  a  che  si  riduca  in  ultimo  risultamento 
la  moltiplica ,  si  vede  che  Wronski  non  ebbe  veruna  fon¬ 
dala  ragione  di  asserire  che  1'  algoritmo  della  graduazione 
era  all'in  tutto  differente  e  distinto  daH'algoritmo  della  somma 
ed  a  questo  precisamente  opposto:  poiché  così  pensando 
s'incontrava  in  due  abbagli;  uno  è  riposto  nella  sostanziale 
distinzione  della  somma  con  la  moltiplica,  distinzione  che 
non  ha  nè  può  avere  alcun  significalo  ;  I  altro  che  il  diverso 
grado  della  potenza  o  della  graduazione  indichi  sempre  can¬ 
giamento  di  valore  sopravveniente  alla  grandezza  che  in 
astratto  si  considera  come  elevata  a  potenza;  poiché  tra 
tutta  la  indefinita  o  infinita  varietà  dei  valori  che  può  pre¬ 
sentare  una  funzione  espressa  con  cifre  indeterminate,  avvi 
anco  il  valore  dell'unità  nel  qual  valore  si  mantiene  la  gran- 
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dezza  sempre  inalterata  a  qualunque  potenza  venga  in¬ 
nalzalo. 

576.  Arrechiamo  un  motto  delle  equazioni  generali  espresse 
per  mezzo  di  radici  indeterminate.  L'equazione  di  secondo 
grado  si  suole  denotare  come  segue  (x  —  a),  (x  —  b)  zi 
x2  —  bx  —  ax  4-  ba.  Ove  quale  che  sia  il  valore  di  x, 
il  suo  quadrato  come  replicatamente  abbiam  detto  potrà 
esser  rappresentato  da  una  somma  di  tante  volte  x,  quante 
unità  si  ritengono  concorse  a  formarlo.  Lo  stesso  è  di  ax* 
e  di  —  bx,  non  che  di  ba. 

Quello  che  si  avvera  di  (x  —  a),  (x  —  b)  si  verifica 
di  (x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c)  ec. 

577.  Tutte  le  serie  esprimenti  sviluppamenlo  di  funzioni 
e  procedenti  per  somme  di  potenze  graduate ,  e  rispettiva¬ 
mente  crescenti  e  decrescenti,  non  sono  in  ultimo  risulta- 
mento  nei  loro  termini,  se  non  altrettanti  gruppi  di  diverse 
somme.  Onde  possiamo  senza  timor  d'inganno  stabilire  che 
tutti  gli  sviluppamene  e  tutte  le  serie  non  presentano  che 
funzioni  esprimenti,  o  esprimibili  in  somme,  ed  in  ultimo 
risultamenlo  non  significano  altro  se  non  quello  che  abbia¬ 
mo  già  ricordato,  cioè  di  presentare  nei  loro  termini  diversi 
gruppi  delle  unità  elementari  delle  quali  si  suppone  com¬ 
posta  e  risultante  la  proposta  grandezza  o  funzione. 

578.  Per  mettere  però  sottocchio  una  indiretta  differenza 
che  passa  tra  la  somma  semplicemente  considerala,  e  la 
moltiplica  considerata  quando  serve  ad  innalzare  le  gran¬ 
dezze  a  potenza,  diremo  che  la  somma  implicitamente  non 
risguarda  che  V  aggregazione  delle  grandezze ,  laddove  la 
moltiplica  quando  serve  ad  innalzare  la  grandezza  a  po¬ 
tenza,  inchiude  un'altra  considerazione,  quella  cioè  di  pre¬ 
supporre  o  di  risalire  alle  elementari  unità  'costitutive  della 
grandezza,  e  si  fonda  su  di  questa  base  per  prenderla  tante 
volte ,  quante  sono  queste  elementari  unità  costitutive  di 
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essa  grandezza.  Questo  punto  di  veduta  mentale  pare  che 
la  renda  indirettamente  ed  in  alcuna  parte  alcun  poco  di¬ 
versa  dalla  somma,  però  nulla  toglie  alle  dottrine  da  noi 
sopra  esposte  circa  la  loro  identità  sostanziale. 

579.  Forse  ad  alcuno  apparirà  che  ci  perdiamo  in  minu¬ 
zie  circa  queste  elementari  operazioni  deir  analisi  e  dell'a- 
ritmetica,  ma  il  disparere  che  vediamo  esistere  nella  mente 
di  alcuni  tra  quali  trovasi  anco  i!  nostro  geometra  di  Po¬ 
lonia,  diviene  una  prova  non  dubbia  che  vi  aveva  qualche 
bisogno  ancora,  e  specialmente  che  ciò  era  opportuna  cosa 
per  semplificare  le  nostre  idee  sulla  natura  delle  serie. 

580.  E  veramente  avendo  dimostrato  come  le  serie  si 
riducono  a  puri  gruppi  ordinali  di  unità,  e  questi  esprimenti 
tante  somme  parziali  di  queste  unità,  si  appalesa  chiaro 
una  importante  circostanza,  quaPè  quella  del  ravvicinamento 
delle  serie  che  procedono  per  potenze  e  sono  ingenerate 
dalla  operazione  delta  moltiplica ,  cou  quelle  che  derivarci 
dalla  divisione  e  sono  prodotte  da  questa  operazione  che  è 
poi  la  moltiplica  inversa. 

581.  Di  qua  pure  si  appalesa  sempre  meglio  la  verità 
della  massima  di  già  ammessa,  che  la  variazione  attribuita 
alla  grandezza,  quantunque  pure  infinitesima,  partecipa  pie¬ 
namente  alla  natura  e  proprietà  della  grandezza  medesima 
perchè  incorporandosi  con  le  somme  o  termini  della  stessa 
non  può  a  meno  di  nou  esprimere  le  proprietà  della  gran¬ 
dezza.  Così  la  F.  x2  provando  la  variazione  w  diviene  F 
(x  -t-  w)2  —  x~  4-  2 tvx  -j-  vo 2.  Ove  la  w  è  pienamente 
trattata  nè  più  nè  meno  di  qualsivoglia  grandezza  finita.  Gli 
stati  adunque  delle  potenze  della  io  non  dipendono  per  ve- 
run  conto  della  operazione,  ma  unicamente  dalla  nostra  vo¬ 
lontà  la  quale  attribuisce  alla  io  dei  valori  finiti  o  infinite¬ 
simi,  come  più  ci  aggrada. 

582.  Da  queste  dottrine  ne  viene ,  che  siccome  nell'  an- 


lamento  delle  potenze  del  binomio  risultante  da  quantità 
finite  vi  sono  leggi  determinale  e  fisse  che  ne  regolano  le 
sue  potenze  e  servono  a  dedurre  i  suoi  terminigli  uni  dagli 
altri ,  e  quindi  a  ritornare  da  essi  per  via  retrograda  alla 
funzione  non  variata,  mantenendosi  così  inalterate  tulle  que¬ 
ste  forme  analitiche  anco  allora  che  in  luogo  di  una  quan¬ 
tità  finita  si  pone  una  infinitesima  per  variazione  e  quindi 
tutto  quello  che  ha  luogo  per  una  quantità  finita,  si  avvera 
e  puntualmente  per  la  infinitesima  ,  anzi  con  maggior  van¬ 
taggio,  perchè  di  quest'ullima,  occorrendo,  si  possono  ommel- 
tere  le  potenze  superiori  alla  prima. 

583.  Quando  si  svolge  in  serie  una  data  funzione  si  sta¬ 
bilisce  una  specie  di  equazione  tra  la  funzione  variala ,  e 
la  serie  esprimente  lo  sviluppamento  di  essa.  Sopra  questa 
equazione  si  sono  fondali  e  Newton  e  Leibnilz;  e  l'ultimo 
più  dichiaratamente.  Anzi  a  tutela  di  questa  equazione  po¬ 
neva  in  uso  il  principio  del  calcolo  differenziale,  perchè  con 
questo  si  faceva  strada  a  non  ritenere  che  i  soli  primi  ter¬ 
mini,  che  compongono  lo  sviluppamento.  Qui  però  conviene 
osservare  che  questa  ommissione  dei  termini  contenenti  po¬ 
tenze  elevale  della  infinitesima,  serviva  più  presto  alla  sem¬ 
plificazione  del  calcolo  clic  ad  altro ,  atteso  che  nel  carat¬ 
tere  e  proprietà  del  secondo  termine  dello  sviluppamento 
c'  è  quanto  occorre  per  riconoscervi  il  carattere  e  la  pro¬ 
prietà  della  funzione,  o  per  risalire  da  questa  infinitesima  alla 
funzione  primitiva  :  nel  terzo  termine  parimenti  di  ogni  svi- 
luppamenlo  ove  entra  la  infinitesima  alla  seconda  potenza 
in  esso  pure  vi  sono  i  mezzi  di  risalire  al  secondo,  e  da  que¬ 
sto  alla  stessa  funzione.  Solamente  convien  osservare  chea 
mano  a  mano  che  si  considerano  i  termini  superiori,  più  e 
più  difficili  c  più  complicali  c  laboriosi  riescono  i  Iema¬ 
li  vi  di  risalire  alla  funzione  primitiva. 

5.84.  Quali  che  siano  però  i  fenomeni,  che  presentar  può 
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uno  sriluppamenlo  qualunque,  lanlo  a  grandezze  tulle  fini¬ 
te,  quanto  a  grandezze  infinitesime,  sempre  è  vero,  che  non 
sono  allra  cosa,  che  espressioni  del  fondamentale  concetlo  che 
noi  ci  formiamo  della  funzione  combinala  con  quella  varia¬ 
zione  clic  a  noi  piace  di  attribuirle.  Poiché  tanto  la  maniera 
della  derivazione,  quanto  l'ordine  dei  termini  sono  sempre 
eguali  in  ambiduc  i  casi.  Egli  è  però  vero,  che  nelle  se¬ 
rie  dobbiamo  aver  riguardo  anco  alle  particolari  operazioni 
da  noi  impiegale  per  ottenerle.  Queste  operazioni,  che  sono 
gli  unici  mezzi  clic  abbiamo  in  mano  per  esprimere  in  lin¬ 
gua  algebrica  o  analitica  lutti  li  nostri  pensamenti,  sono 
mezzi  assai  limitati  e  si  riducono  come  sappiamo  alle  fon¬ 
damentali  operazioni  note  lanlo  in  aritmetica  che  nell'algebra, 
ovvero  al  loro  simultaneo  concorso. 

Nè  si  creda  che  dicendo  noi  ebe  le  formole  del  calco¬ 
lo,  altro  non  sono,  clic  l’espressione  delle  nostre  intellettuali 
funzioni,  conformate  alle  operazioni  suddette,  per  questo  si 
venga  ad  ammettere  che  il  calcolo  o  l’analisi  siauo  di  poca 
utilità,  o  riescano  una  magra  suppellettile  del  nostro  pensie¬ 
ro;  perchè  chi  la  pensasse  a  questo  modo  andrebbe  assai 
lontano  dal  vero;  imperciocché  fissato  per  mezzo  del  cal¬ 
colo  il  nostro  concetto  mentale  intorno  alle  particolarità  e 
costitutivi  delle  funzioni,  e  fissato  in  tulli  gli  stali  e  modi¬ 
ficazioni  nelle  quali  ci  piace  di  tradurla  scomponendola  ,  la 
nostra  mente  allora  in  certo  modo  riposa  sopra  la  fedele 
espressione  del  calcolo ,  che  tulle  le  rappresenta ,  e  sopra 
del  suo  calcolo  si  pone  ad  eseguire  quelle  modificazioni  od 
operazioni  che  all'animo  nostro  piace  ancora  di  fare,  quindi 
ha  in  mano  un  tipo  da  cui  dedurne  quelle  legittime  indu¬ 
zioni  che  ne  derivano,  c  tulle  queste  sempre  determinale  e 
sensibilmente  e  continuamente  espresse  dal  suo  calcolo-  Per¬ 
ciò  egli  può  riposare  sopra  tutte  queste  sue  operazioni , 
come  sopra  certo  ed  immancabile  appoggio,  per  indi  sempre 
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innanzi  progredire  a  suo  beneplacito.  Onde  sopra  di  que¬ 
ste  basi,  può  innalzarsi  sin  dove  gli  piace. 

Nella  filosofia  comune  nella  quale  i  nostri  concetti  men¬ 
tali  non  hanno  espressione  sensibile  e  permanente  ,  avviene 
che  la  mente  con  uno  sforzo  di  memoria  è  costretta  rite¬ 
nerseli  lutti  presenti ,  e  avuto  riguardo  ai  limili  molto  ri¬ 
stretti  di  questa  nostra  facoltà,  si  trova  in  grande  difficoltà 
del  ritenerli  sino  alle  più  lontane  elaborate  induzioni.  Di  falli 
l’animo  sendo  costretto  strascicarsi  dietro  la  folla  dei  pri¬ 
mitivi  concetti  e  loro  induzioni ,  si  trova  come  da  pesan¬ 
tissimo  fardello  oppresso  e  soprafallo,  di  modo,  die  non  di 
rado  gli  accade,  che  dopo  voli  sublimi  d’aquila  generosa  e 
forte,  rimanga  e  si  ritrovi  alle  volte  risospinlo  indietro  in 
cerca  della  luce  e  dello  splendore  delle  primitive  verità,  che 
nella  moltitudine  delle  induzioni  viene  perdendo  di  vista. 

In  questa  parte  della  filosofia  mancando  il  sussidio  del 
calcolo,  o  meglio  della  permanente  rappresentazione  delle 
idee,  e  delle  loro  successive  induzioni,  manca  un  possentis¬ 
simo  appoggio  sopra  del  quale  fondandosi  l'animo  vale  a 
spingersi  sempre  innanzi  alle  più  remote  illazioni  senza  stan¬ 
carsi,  e  senza  timor  di  soccombere  sotto  la  folla  delle  sue 
idee. 

586.  Se  amiamo  convincerci  in  maniera  sensibile  di  que¬ 
sta  dottrina  si  propongono  v.  g.  due  falli  numerici,  e  uno 
sia  la  moltiplica  dell' 8  per  9;  c  l’altro  fatto,  sia  la  molti¬ 
plica  di  888888  per  999999.  La  prima  di  queste  operazioni 
è  subito  percepita  cd  eseguila  dalla  nostra  mente  la  quale 
comprende  appieno  che  il  prodotto  di  8  per  9  è  appunto  72. 
La  seconda  che  in  sostanza  non  riducesi  ad  altro  che  alla 
ripetizione  della  prima,  tuttavia  per  la  moltitudine  dei  pro¬ 
dotti  parziali  da  tenersi  tulli  presenti  e  da  collocarsi  tulli 
nelle  rispettive  colonne  numeriche  non  vi  può  arrivare  a 
meno  di  un  quasi  prodigioso  sforzo  memorativo,  e  rappre- 


sentali vo.  Pure  usando  del  calcolo  aritmetico  o  dei  simboli 
sensibili,  anco  un  fanciullo  eseguisce  con  tutta  facilità  que¬ 
sta  moltiplica,  e  ci  presenta  il  prodotto  di  8  8  8  8  8  7 
\  I  1  \  1  2;  e  nel  far  lutto  questo  non  ha  bisogno  che 
del  primo  semplice  concetto  del  9  moltiplicato  per  8. 

Sarebbe  a  desiderarsi  che  quelli  che  fanno  le  mera¬ 
viglie  del  progresso  delle  matematiche,  e  che  lamentano  i 
lenti  passi  della  filosofia  comune  studiassero  un  poco  più 
addentro  i  mezzi  diversi  di  cui  si  servono  i  geometri,  e 
pensassero  ancora  che  la  filosofia  comune  non  si  abbandona 
mai  alle  ipotesi,  ed  allora  conosceranno  quanta  sia  la  diver¬ 
sità  nella  quale  si  ritrova  il  nostro  identico  animo,  quando 
seguita  le  dottrine  delle  speculazioni  geometriche,  e  quando 
invece  rivolge  li  suoi  studi i  alla  filosofia  comune  c  tenta 
progredire  in  essa. 

587.  In  vista  degli  incalcolabili  beneficii ,  che  la  mente 
ritrae  dalla  presenza  fedele  e  sensibile  cle'suoi  concetti,  do¬ 
vrebbero  i  filosofi  procurare  per  quanto  è  loro  possibile  di 
far  uso  di  formole  rappresentative  per  esprimere  i  loro  pen¬ 
samenti,  poiché  su  queste  potrebbero  sempre  riposare  per 
spingersi  innanzi  a  loro  piacere.  Nè  dovrebbe  esser  loro  di 
ostacolo  il  pensamento,  che  colali  formole  mal  si  prestino 
alla  rappresentazione  sensibile  ed  esalta  dei  loro  pensa¬ 
menti,  poiché  in  allora  anch'essi  dovrebbero  in  questo  imi¬ 
tare  i  geometri  esprimendoli  con  quella  approssimazione 
che  si  può  maggiore,  e  di  più  chiamar  in  soccorso  anco  la 
ipotesi. 

Nella  Teorica  e  pratica  del  probabile  avendo  voluto  deter¬ 
minare  la  legge  degli  aumenti  di  forza  derivanti  dalla  prova 
testimoniale  di  molli  individui ,  ho  usalo  di  esprimere  con 
segni  sensibili  un  valore  di  ipotetiche  probabilità  ,  e  con 
questo  mezzo  mi  è  riuscito  di  rinvenire  la  legge  dell’  au¬ 
mento  della  forza  persuasiva  delle  prove  testimoniali ,  e  di 
spingere  le  speculazioni  sin  dove  mi  è  piaciuto. 
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Determinale  queste  cose  in  via  ipotetica,  mi  è  riescilo 
facile  in  ogni  caso  concreto  il  conoscere  l'andamento  della 
prova  testimoniale  e  ciò  in  tulle  quelle  combinazioni  di  testi  - 
monu  in  cui  possiamo  incontrare; così  che  stabilita  che  sia 
una  legge  fissa  ed  invariabile,  con  quesla  in  ogni  caso  con¬ 
creto  si  può  conoscere  il  risullamento  o  il  valore  della  prova 
testimoniale  che  può  presentare  uno  qualsivoglia  numero  di 
tcslimonii,  ed  aventi  quel  grado  di  veracità  che  si  voglia. 

588.  Dalla  maniera  con  la  quale  si  esprimono  alcuni  geo¬ 
metri,  apparirebbe  che  le  serie  non  servissero  ad  altro  che 
a  dare  la  misura  di  una  dala  funzione,  misura  espressa  per 
parti  discontinue  o  disuguali  di  essa  ;  ma  considerando  invece 
sotto  di  un’altro  e  ben  importante  aspetto  le  serie,  si  cono¬ 
sce,  che  alcuna  volta  le  serie  sono  bensì  di  tal  natura  da 
presentare  la  misura  della  grandezza,  almeno  per  indefinita 
approssimazione ,  come  vediamo  nelle  seguenti  espressioni  : 

4  i  4 

1  ~  —  _| - 4-  —  _|-  ec.  all'Infinito ,  o  nella  più  astratta 

2  A  8 

n  n  n 

maniera  n  ~  —  -t-  —  H - -b  cc.  aH'inlìnito;  ma  mol- 

2  4  8 

lissime  volle,  c  tra  l' altre  in  quelle  che  concernono  l'ana¬ 
lisi  superiore,  il  principale  ufficio  delle  serie  si  è  quello  di 
manifestare  meglio  la  natura  e  lo  stalo  della  funzione  pre¬ 
sentando  più  manifeste  le  proprietà  della  funzione,  tanto 

nel  suo  valore  quanto  nella  di  lei  forma  e  sue  parti.  E  que¬ 

sto  secondo  ufficio  delle  serie  ò  appunto  quello  clic  più 
d’  ogni  altro  interessa  l'analisi  superiore  nelle  sue  ricerche 
c  speculazioni. 

589.  La  matematica  deve  alle  serie  le  più  elevate  sue 
speculazioni;  deve  alle  serie  il  concetto  dell’  infinita  divisi¬ 
bilità  delle  grandezze  servendo  esse  più  d'ogni  altro  mezzo 
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analitico  a  far  palese  la  natura  ed  il  potere  del  continuo; 
alle  serie  si  deve  gran  parte  della  nozione  sublime  delle 
supreme  parli  generatrici  della  grandezza,  non  già  perchè 
esse  vi  ci  conducano  veracemente,  ma  perchè  vi  ci  tradu¬ 
cono  da  vicino.  Quindi  è  che  le  serie  si  sono  sempre  con¬ 
siderale  come  una  preziosa  e  peregrina  merce  dell'ingegno 
umano. 

Qui  perù  osserviamo  che  chi  ha  dato  quasi  I’  ultima 
mano  alle  serie  e  chi  le  ha  portate  molto  vicine  alla  loro 
perfezione,  deducendone  con  analitiche  espressioni  la  verace 
dimostrazione,  dando  nuova  dottrina  dimostrativa  dei  coef¬ 
ficienti,  fondandoli  sopra  le  combinazioni  che  ne  sono  come 
la  vita  è  stato  Wronski.  Più  questo  geometra  superiore  a 
molli ,  ha  gettato  nuove  basi  della  scienza  del  calcolo  con 
la  sua  dottrina  dei  gradi ,  ha  ridotlo  tutte  le  formolo  delle 
serie  e  degli  sviluppamenli  sin  ora  conosciuti  ad  una  sola 
legge  suprema,  universale. 

Finalmente  benché  abbiamo  in  varie  occasioni  mani¬ 
festalo  parere  opposto  e  diverso  a  quello  di  questo  gran¬ 
dissimo  geometra,  pure  non  possiamo  ricusargli  un  tributo 
sincero  di  alla  estimazione,  anzi  di  una  specie  di  ammira¬ 
zione.  La  forza  che  ha  di  calcolare  la  potenza  dell'astrarre 
e  generalizzare  tutte  le  nozioni  e  le  espressioni  analitiche 
è  unica,  e  qualche  fiala  superiore  a  lutti  gli  altri. 

E  quando  la  lingua  oscura  nella  quale  ha  scritto,  e  le 
ambagi  della  filosofia  cui  ha  servito,  permetteranno  che  sia 
pienamente  inteso,  non  v'ha  dubbio  che  allora  comunemente 
se  ne  apprezzerà  tutto  il  suo  merito  ,  corrispondente  alla 
grandissima  potenza  del  suo  vastissimo  ingegno. 

590.  Ma  lasciando  di  più  avanti  scrutare  la  natura  delle 
serie  e  della  derivazione  dei  termini  non  che  dei  loro  rap¬ 
porti  ,  solamente  ci  limiteremo  a  considerare  che  il  potere 
delle  serie,  nè  verun  altro  artificio  di  calcolo,  possa  ren- 
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dere  una  qualunque  quantità  geometrica  incomparabilmente 
maggiore  o  minore  di  un'altra.  E  quando  gli  ultimi  ter¬ 
mini  delle  serie,  tanto  se  questi  sono  crescenti ,  quanto  se 
sono  decrescenti ,  si  sono  voluti  considerare  pervenuti  a 
tanto  di  grandezza  o  di  piccolezza  da  non  esser  più  com¬ 
parabili  a  delle  grandezze  finite  o  agli  stessi  loro  termini 
Uniti  precedenti  ,  si  sono  sempre  ingannati  ed  altrettanto 
non  hanno  potuto  asserire  se  non  in  via  di  pura  ipotesi.  Qual¬ 
sivoglia  serie  esprimente  sviluppamelo  di  funzione  finita 
non  può  avere  i  suoi  termini  spinti  fuori  dell’ordine  finito, 
o  al  di  là  di  un  limite  di  comparazione  finita;  quindi  niuno 
può  presentare  un  termine  ultimo  che  sia  infinitamente  mag¬ 
giore  o  minore  di  un  altro  finito.  Ciò  unicamente  può  avve¬ 
rarsi  allorquando  noi  diamo  alla  funzione  finita  una  va¬ 
riazione  infinitesima  o  infinita;  il  che  significa  che  que¬ 
sta  relazione  di  infinita  maggioranza  o  minoranza,  non  deriva 
dalla  natura  delle  serie,  ma  bensì  dalla  pura  nostra  ipotesi. 

591.  In  tulle  le  maniere  di  analisi  derivala,  non  si  può 
rinvenire  che  la  filiazione  o  derivazione  dei  termini;  I’ an¬ 
damento  dei  rapporti  o  delle  loro  ragioni,  appartiene  lutto 
per  intiero  alli  valori  che  a  noi  piace  di  assegnare  alla  va¬ 
riabile  della  funzione  ed  alla  variazione  di  essa. 

Nella  moltitudine  delle  serie  che  con  tanta  profusione 
si  trovano  esposte  in  moltissime  opere  analitiche  ,  non  rav¬ 
visiamo  in  tutte  la  immediata  misura  delle  grandezze  reali 
o  supposte  che  contengono;  cosi  la  serie  \  .  2 . 3 . 4 . 5  .  6.  ec. 
all’infinito,  può  forse  esser  considerata  come  la  misura  del¬ 
l'infinito  ?  Noi  non  poniamo  a  questa  serie  alcun  fine  o  limile, 
tuttavia  procedendo  sempre  ne'  suoi  termini  con  valori  ap- 
pien  finiti,  e  gli  uni  dagli  altri  diversi  per  una  sola  unità, 
come  mai  lauti  termini  o  somme  crescenti  c  finite,  tanto 
separate,  quanto  riunite  potranno  adequare  l' infinito  ’!  Dove 
è  un  filosofo,  ehe  senza  ingannarsi  apertamente  possa  abbati- 
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donarsi  a  sì  fallo  pensamento  di  considerare  cioè  1.2,5. 
4.5.  ec.  —  50  ? 

592.  Da  ciò  si  conosce  che  le  serie  crescenti  nel  valor 
dei  loro  termini  solo  erroneamente  posso»  esser  considerale 
misura  dell'infinito,  come  le  decrescenti  nel  valor  dei  loro 
termini  solo  erroneamente  posson  essere  considerate  con¬ 
ducenti  allo  zero.  Tanto  più  poi  si  manifesta  questa  inca¬ 
pacità  delle  serie  quando  si  voglia  riflettere,  che  siccome 
le  serie  esprimono  per  parli  le  funzioni  che  tendono  a  mi¬ 
surare  od  a  rappresentare,  così  ripugna  ut  concetto  umano, 
che  l'infinito  possa  esser  rappresentalo  per  mezzo  di  parti 
c  brani  finiti,  come  ripugna  che  da  essi  possa  venire  pro¬ 
dotto  o  ingenerato  l'infinito. 

L'  infinito  benché  non  appieno  comprensibile  si  presenta 
però  con  abbastanza  di  verità  di  un  ordine  adatto  diverso  dal 
finito,  e  dall'  ultimo  al  primo  non  appare  via  veruna,  per 
cui  vi  sia  trapasso  all’allro. 

La  legge,  qualunque  poi  sia,  che  governa  le  serie  che 
non  hanno  fine,  e  che  per  questo  si  dicono  procedenti  all’in¬ 
finito  ,  è  legge  per  sé  stessa  chiara  e  facile  ad  intendersi , 
ma  appunto  è  chiara  per  noi  ed  é  facile ,  perchè  sempre 
lascia  una  parie  del  finito ,  sopra  del  quale  fonda  il  suo 
potere  di  procedere  innanzi.  Del  resto  quesla  legge  non 
inchiude  in  sé  stessa  lo  infinito,  nè  mai  può  terminare  allo 
zero,  appunto  perchè  si  appoggia  ad  una  divisibilità  senza 
line. 

Allorquando  alcuni  si  danno  a  credere,  che  con  questa 
legge,  noi  possiamo  sorpassare  ogni  ordine  finito,  allora  si 
illudono  apertamente,  perchè  altrettanto  è  estraneo  adatto 
ad  ogni  legge  che  governa  queste  serie.  E  se  ad  alcuno 
paresse  che  con  sì  falla  legge  si  trapassasse  nell'ordine  infi¬ 
nito  o  allo  stalo  zero  della  grandezza,  sappia  bene  che  ciò 
non  è  in  forza  della  legge  alla  quale  anzi  ripugna,  ma  è 


in  causa  di  pura  nostra  ipotesi,  e  ipotesi  non  appoggiata 
a  veruna  filosofica  verità. 

593.  Noi  abbiamo  già  dimostrato  questa  verità,  quando 
abbiam  provato,  che  nel  progredire  avanti  coi  termini  di 
qualsivoglia  serie,  non  si  fa  nemmeno  il  più  piccol  guada¬ 
gno  per  arrivare  all’  infinito  ;  ed  in  vero  da  uno  all’  altro 
termine,  sia  nell’aumento,  sia  nella  diminuzione,  non  esiste 
che  una  differenza  finita;  ora,  o  ci  conviene  dire,  che  molli 
fluiti  possan  formare  un  infinito,  il  che  ripugna  nei  termini 
stessi,  o  ci  conviene  lasciare  tra  le  cose  impossibili  a  con¬ 
seguirsi  questo  conseguimento  delPinfinito  per  mezzo  di  parli 
finite.  La  stessa  cosa  abbiam  pure  dimostrata  per  riguardo 
al  giungere  allo  zero,  per  mezzo  delle  diminuzioni,  perchè 
ogni  grandezza  per  piccola  che  sia  è  lontana  tanto  dallo 
zero,  quanto  la  più  grande  escogitabile. 

594.  Più  le  serie  che  hanno  origine  c  vita  dalla  sottra¬ 
zione,  che  è  l’inverso  della  somma,  mirano  a  manifestare 
il  fondo  inesauribile  del  continuo,  e  quindi  mirano  a  dimo¬ 
strare  l'impossibilità  di  pervenire  a  quel  supremo  residuo, 
che  per  esser  ammesso  come  non  divisibile  ,  ripugna  per 
questo  a  poter  esser  considerato  come  prodotto  della  dimi¬ 
nuzione.  Nelle  serie  però  derivanti  dalla  sottrazione,  le  parli 
ed  i  brani  che  si  prendono,  non  sono  presi  senza  legge,  che 
anzi  si  ritengono  sempre  assoggettati  ad  una  legge  di  di¬ 
scontinuità  fissa  ed  invariabile.  Tale  è  la  legge  di  Euclide 
più  volte  mentovala,  nella  quale  sempre  c  poi  sempre  ri¬ 
mane  della  grandezza  finita,  quanto  basta  ad  avverare  il  di 
lui  asserto  :  e  così  sì  faccia  sempre. 

595.  Perchè  dunque  una  serie  riesce  senza  fine  ,  questo 
non  deriva  nè  dipende  dalle  parli  prese,  o  dalla  operazione 
impiegata  da  noi  a  prender  queste  parli,  ma  dipende  unica¬ 
mente  dalla  legge,  che  noi  scegliamo  nel  prendere  le  parli 
istesse  ;  e  siccome  appare ,  che  le  parli  per  numerose  che 
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siano,  tulle  col  tempo,  e  con  la  continuazione  possono  esser 
prese,  così  a  noi  non  resta  altra  via  di  poter  conoscere  che 
una  serie  riesca  senza  fine,  se  non  nel  prender  le  parli  sem¬ 
pre  in  modo  ,  che  rimanga  sempre  e  poi  sempre  qualche 
entità  finita,  sopra  la  quale  sempre  appoggiare  il  nostro  pro¬ 
cedimento  di  diminuzione. 

E  questa  larghezza  di  posizione  diviene  per  noi  appunto 
inesauribile  perchè  è  precisamente  quella  clip  ci  somministra 
la  proprietà  del  continuo. 

590.  Lo  stesso  vediamo  avvenire  a  quelli  sviluppainenli 
senza  fine,  che  derivano  dagli  esponenti  radicali  e  frazio¬ 
narli;  questi  presentano  delle  funzioni,  che  con  le  note  ope¬ 
razioni,  che  sono  in  nostra  mano,  non  possiamo  mai  ade¬ 
quatamele  esprimere,  quindi  ci  inducono  in  un  processo 
indefinito  interminabile,  e  che  perciò  appelliamo  infinito. 

597.  Non  sarà  disutile  parimenti  il  notare,  che  molti  geo¬ 
metri  sogliono  esprimere  lo  sviluppamento  del  binomio  con 
protrazione  indefinita,  e  si  permettono  questa  libertà  appog¬ 
giali  in  sul  pensamento  dell’ esponente  indeterminato  che 
appunto  essi  sogliono  esprimere  con  una  n  assunta  in  modo 
generale. 

A  dire  la  verità  siccome  la  natura  indeterminata  del¬ 
l’esponente  pare  possa  comprendere  anco  ogni  valor  frazio¬ 
nario  o  radicale  ee.;  perciò  sotto  questo  aspetto  si  può  rite¬ 
nere,  che  ad  esso  lui  convenir  possa  anco  uno  sviluppa- 
menlo  indefinito.  Per  altra  parte,  sendo  certo,  che  tale  svi¬ 
luppamento  diviene  lutto  proprio  dell'esponente  radicale,  fra¬ 
zionario  ec. ,  sotto  questo  aspetto  appare  ci  sia  larghezza 
nel  dare  aH’indeterminata  forma  della  n  una  proprietà  tutta 
propria  ed  esclusiva  di  questa  sorta  particolare  di  valori  ra¬ 
dicali  ec.  Quest#  modo  però  di  procedere  tenuto  dai  geo¬ 
metri  presenta  il  vantaggio  di  darci  un  tipo  generale  di 
questi  sviluppamenli  utilissimo  nella  ricerca  dei  coefficienti. 
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e  della  relazione  dei  termini ,  c  della  loro  successiva  deri¬ 
vazione. 

590.  Quando  però  vogliano  render  determinala  una  serie 
di  forma  indeterminata,  non  possiamo  più  mantenerle  la  sua 
forma  generale,  perchè  secondo  i  diversi  valori,  che  ci  piac¬ 
cia  sostituire  in  essa  per  renderla  determinata,  allora  si  al¬ 
tera  per  sì  fallo  modo  la  forma  generale  di  essa,  che  spesso 
la  vediamo  spinta  dichiaratamente  all'  infinito ,  spesso  la  si 
vede  troncala  o  ristretta  entro  prefinili  limiti.  Dalle  quali 
particolarità  si  viene  a  comprendere,  che  la  natura  delle  se¬ 
rie,  non  sempre  può  sostenere  la  primitiva  forma  generale 
indeterminala.  Non  riporteremo  in  questo  luogo  tutte  le  se¬ 
rie  adombrale  e  comprese  sotto  queste  forme  indeterminate, 
c  perchè  si  trovano  in  tutti  i  libri,  e  perchè  la  materiale 
loro  esposizione  non  darebbe  miglior  peso  alle  ragioni  che 
riportiamo. 

600.  Risalendo  adunque  alla  più  intima  origine  delle  serie 
si  conosce,  che  tanto  la  loro  possibilità,  quanto  la  loro  forma, 
estensione  e  significazione ,  tutto  dipende  dal  concetto  della 
nostra  mente,  e  dai  mezzi  che  essa  adopera  nello  svolgere 
le  funzioni  o  le  grandezze  in  serie.  Sopra  questi  principi! 
si  deve  fondare  tutta  Ish  filosofia  dei  metodi  conosciuti  ed 
impiegali  a  dar  vita  alle  serie,  e  la  loro  rassomiglianza,  ed 
alcune  ne  hanno  sempre  molla,  tutta  procede  dalla  identità 
e  rassomiglianza  delle  operazioni  da  noi  impiegate  nel  for¬ 
marle. 

601.  Acciò  i  termini  di  qualsivoglia  serie  possan  prestarsi 
ad  una  indefinita  protrazione,  dobbiamo  appoggiarsi  alla  pro¬ 
prietà  inesauribile  del  continuo,  ed  in  modo  che  tale  pro¬ 
prietà  si  consideri  sempre  tutta  intiera  ed  intatta  anco  dopo 
qualsivoglia  numero  di  termini  che  siansi  presi.  Noi  abbiam 
veduto,  che  qualunque  sia  la  differenza,  o  la  ragione  che  i 
termini  abbiano  o  possano  avere  quando  vengano  tra  di  loro 
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comparati,  sempre  questa  differenza  o  ragione,  grande  o  pie- 
cola  che  sia,  si  presta  anch'cssa  ad  esser  sviluppala  in  se¬ 
rie  senza  fine;  e  quella  dei  termini  istessi  di  quest'ullima  in 
serie  all'infinito,  e  così  sempre  senza  fine.  Egli  è  su  di  que¬ 
ste  considerazioni,  che  ci  si  rende  manifesta  per  quanto 
lo  può  la  infinità  del  continuo.  Di  qui  viene,  che  ogni  leg¬ 
ge,  che  governa  qualunque  serie  precedente  all'infinilo,  essa 
anzi  che  tendere  a  consumare  il  potere  dei  continuo,  come 
farebbe  se  potesse  aver  fine  la  serie ,  tende  diciamo  a  ma¬ 
nifestarci  invece  solamente,  per  quanto  può,  questa  invaria¬ 
bile  proprietà  del  continuo,  e  la  sua  inesauribile  infinità. 

602.  Ma  è  tempo  oramai  di  riassumere  e  ravvicinare 
tutte  le  dottrine  sin'ora  esposte,  e  di  esaminarle  tutte  com¬ 
parativamente ,  e  tutto  questo  a  fine  di  chiarire  e  renderci 
famigliare  più  che  possiamo  la  filosofìa  delle  matematiche. 

Ognun  di  noi  quando  si  mette  allo  studio  delle  mate¬ 
matiche  ne  legge  c  medila  con  ansietà  i  principii ,  e  pro¬ 
cura  di  entrar  presto  al  possesso  delle  principali  e  fonda¬ 
mentali  dimostrazioni  costituenti  il  grandioso  edificio  della 
scienza.  E  pervenuti,  clic  siamo  con  singoiar  soddisfacimento 
dell'animo  a  conoscere  la  estesa  mole  della  matematica,  ri¬ 
forniamo  volentieri,  e  per  una  specie  di  sentilo  bisogno  sui 
nostri  primi  passi,  per  meglio  esaminarli,  e  per  più  e  più 
approfondire  anco  la  natura  dei  principii  primi,  onde  così 
con  quella  piena  evidenza,  che  si  può  maggiore,  compren¬ 
derne  le  molteplici  e  sonili,  mirabili  ed  ingegnose  appli¬ 
cazioni,  le  quali  ci  accompagnano  in  tutta  la  penosa  e  lunga 
carriera  di  questa  estesissima  scienza.  E  questo  nuovo  stu¬ 
dio  è  principalmente  diretto  a  comprenderne  bene  ed  a  fondo 
lulla  la  filosofia  che  regge  e  governa  questa  scienza  esatta. 

Gli  elementi  della  geometria,  non  che  gli  assiomi  cd  i 
principii  primi  sopra  dei  quali  essa  si  aggira ,  da  prima 
ammessi  senza  altro  minuto  esame,  la  seconda  volta  ven- 
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gono  scandagliali  e  soltoposli  a  rigoroso  profondo  scrutinio, 
e  portali  ed  esaminali  questi  principii  sul  campo  della  cri¬ 
tica  rigorosa  divengono  oggetti  di  sottili  e  profonde  medi¬ 
tazioni,  dirette  a  tutta  discoprirne  la  loro  indole,  natura,  ed 
evidenza. 

G03.  Egli  è  con  sì  fatto  esame  che  ci  accorgiamo  v.  g. 
che  quando  Euclide  parla  e  tratta  delle  linee  rette  si  ap¬ 
poggia  in  massima  a  principii  di  piena  evidenza,  ed  all’in- 
vece  quando  imprende  ad  esporre  e  trattare  della  misura  e 
proprietà  delle  curve  circolari  (unica  linea  curva  di  propo¬ 
sito  da  lui  presa  in  considerazione)  vi  adopera  altri  prin¬ 
cipii  ,  che  al  paragon  dei  primi  non  sono  e  non  riescono 
appieno  evidenti;  quindi  anco  i  ragionamenLi  sopra  di  que¬ 
sti  ultimi  appoggiati  non  si  presentano  di  quella  evidenza 
della  quale  vanno  sempre  forniti  i  ragionamenti  col  mezzo 
dei  quali  si  compiono  le  dimostrazioni  riguardanti  le  linee 
rette,  le  superficie  piane,  i  solidi  regolari  c  di  figure  piane. 

G04.  Ma  incominciamo  senz’allra  introduzione  l'esame  delle 
diverse  opinioni  dei  geometri  concernenti  la  metafisica  o  la 
filosofia  delle  matematiche,  c  questo  esame  sia  in  modo  suc¬ 
cinto  e  confermativo  di  quanto  sin'  ora  siam  venuti  esponendo. 

Non  parlaudo  dunque  della  geometria  rettilinea  diremo, 
che  la  più  antica  opinione  è  quella  che  ammette  l’esistenza 
della  grandezza  minor  di  ogni  data,  ed  un'  altra  ben  di¬ 
versa  ma  relativa  alla  prima  è  che  questa  minor  di  ogni 
data  sia  eguale  a  zero. 

Le  difficoltà  nelle  quali  incontra  sì  falla  opinione  sono 
le  seguenti  :  primo  la  impossibilità  di  ottenere  coi  mezzi 
proposti  dallantica  geometria  questo  genere  di  quantità,  pre¬ 
tendendo  presentare  grandezze  veracemente  minori  di  tulle 
le  assegnate  od  assegnabili;  e  questa  impossibilità,  risguarda 
tanto  le  serie  effettive  adoperate  dall'antica  geometria,  quanto 
tulle  le  relative  operazioni  intellettuali  impiegale  in  sussidio 
ed  in  protrazione  delle  serie  medesime. 
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Volendo  adunque  ammettere  la  esistenza  della  gran¬ 
dezza  minor  di  ogni  data  si  è  dovuto  ammellerla  per  pura 
ipolesi  o  supposizione ,  giacché  non  esisteva  vcrun  mezzo 
per  ottenerla.  E  questa  ipotetica  ammissione  c  tanto  lontana 
da  tulio  ciò  che  valgono  a  conseguire  le  diminuzioni  con¬ 
tenute  e  contemplate  nelle  loro  serie ,  che  anzi  *  ammessa 
che  sia  la  minor  d’ogni  data,  introduce  nelle  serie  una  qua¬ 
lità  che  riesce  pienamente  opposta  al  loro  più  essenziale 
concetto,  vale  a  dire,  vi  introduce  l'assurdità  di  supporre 
terminata  o  finita  una  serie  che  va  all’infinito,  o  meglio  che 
è  assolutamente  interminabile. 

GOo.  E  qui  fermiamo  per  un  momento  il  nostro  pen¬ 
siero  a  considerare  un'  equivoco  di  alcuni  geometri,  i  quali 
mirano  a  far  credere,  che  per  serie  procedenti  all' infinito 
si  debbano  intender  quelle  che  veracemente  contengono,  o 
contener  possano  un  numero  di  termini  infinito,  poiché  essi 
così  facendo  non  avvertono  che  un  tale  loro  pensamento 
contiene  un’assurdità;  assurdità  che  fu  sempre  confessala 
e  ritenuta  da  tutti  i  più  grandi  geometri;  assurdità  che  si 
presenta  auco  spontanea ,  perchè  se  il  numero  dei  termini 
potesse  finire,  la  serie  anderebbe  e  non  anderebbe  all’ infi¬ 
nito,  o  ciò  che  è  la  stessa  cosa,  l’interminabile  sarebbe  ter¬ 
minalo. 

Non  potendo  dunque  pervenire  alla  fine  di  queste  serie 
nè  in  via  effettiva  nè  speculativa ,  si  pensò  che  a  questo 
manco  di  potere  venisse  in  soccorso  la  legge  che  governa 
la  serie  geometrica  delle  diminuzioni  euclidee,  e  degli  altri 
geometri  antichi.  Ma  la  legge  che  governa  queste  serie,  come 
poc'anzi  si  è  dimostrato,  non  spinge  innanzi  la  serie  nè  l'a¬ 
nimo  al  confine  dell' interminabile,  ma  solamente  prescrive 
quale  esser  debba  la  reciproca  ragione  di  tutti  i  termini  della 
serie  che  mai  non  possono  esistere.  E  sebbene  con  questa 
costanza  di  ragione  che  esiste  inalterabile  fra  tutti  i  termini, 
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apparir  possa  che  la  legge  per  questo  motivo  abbracci  tutta 
la  loro  infinità,  tuttavia  tulio  questo  si  risolve  in  pura  illu¬ 
sione. 

Imperciocché  qui  trattasi  della  effettiva  vera  esistenza 
dei  termini  e  non  della  identità  della  loro  ragione  geometrica: 
quest’ ultima  può  bensì  assegnar,  anzi  unicamente  sempre 
assegna  la  ragione  dei  termini ,  ma  non  è  dessa  che  effet¬ 
tivamente  li  produca,  nè  che  loro  dia  vita  ed  esistenza,  ma 
solamente  esige  che  i  termini  esistendo,  o  polendo  esser 
possibili,  debbano  esistere  con  la  costante  prescritta  ragione 
tra  di  loro.  E  siccome  il  fondo  del  continuo  è  sempre  senza 
fine,  perciò  niuna  legge  può  mai  comprenderlo,  ne  gover¬ 
narlo,  e  niuna  legge,  lutto  abbracciarlo  effettivamente. 

G06.  Poi  si  osservi  che,  o  la  grandezza  minor  di  ogni 
data  si  ritiene  esser  dell’ordine  finito  delle  grandezze;  osi 
considera  di  un  ordine  di  grandezze  poste  fuori  dell’ordine 
finito. 

Il  dilemma  abbraccia  tutte  le  possibili  eventualità  ,  e 
perciò  è  irrecusabile.  Pensando  dunque  che  in  origine  la 
grandezza  sottoposta  a  diminuzione  era  finita,  e  pensando 
che  le  sue  diminuzioni  procedono  a  passi  finiti,  e  questo  con 
legge  immutabile  (di  lasciar  sempre  qualche  particella  finita 
sulla  quale  poter  sempre  procedere  innanzi),  perciò  appare 
aperta  cosa  che  tali  diminuzioni  non  possono  portarla  allo 
stalo  di  minor  di  ogni  assegnata,  ogni  qualvolta  questo  stalo 
si  voglia  considerare  fuori  dell'ordine  finito  ;  e  perchè  appunto 
la  legge  si  aggira  e  s’intrattiene  per  sua  natura  solamente 
nell’ordine  delle  grandezze  finite,  convien  dunque  ammet¬ 
tere  e  per  pura  ipotesi  questa  minor  di  ogni  data,  che  non 
sia  più  divisibile ,  e  perciò  non  più  grandezza  finita.  Pari- 
menti,  come  nel  concetto  di  esser  tanto  piccola ,  che  non 
pòssa  più  esser  divisa  ,  non  è  inchiusa  per  verun  conto  la 
sua  nullilà,  perciò  è  chiara  cosa  clic  vi  vuole  un'altra  ipo- 
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tesi ,  per  dire  che  la  minor  di  ogni  assegnabile  si  possa 
considerare  eguale  a  zero. 

L'antica  geometria  ,  che  ha  ammesse  queste  due  ipo- 
tesij  cioè  dell'esistenza  della  minor  di  ogni  data,  e  della  sua 
relativa  qualità  di  riuscire  indivisibile  ed  eguale  allo  zero  , 
non  si  è  abbastanza  spiegata  sopra  questo  rilevantissimo  punto 
della  filosofia.  Quello  però  che  fa  agli  antichi  onore ,  si  è 
l'avere  circa  quest'ultima  posizione  dell’inassegnabile  eguale 
allo  zero,  di  averla  cioè  considerata  non  come  zero  verace 
assoluto,  ma  come  un  zero  solo  relativamente  alla  grandezza 
finita,  avendo  posto  il  principio  antico  nel  seguente  modo: 
—  Due  grandezze  le  quali  non  differiscono  tra  di  loro  se 
non  di  una  quantità  minor  di  ogni  data,  queste  sono  eguali 
tra  di  loro  — .  Principio  che  espresso  in  forma  analitica  era 
a  H-  j  —  a,  indicando  la  j  questa  minor  di  ogni  data. 

607.  Ma  se  con  questo  modo  di  considerare  la  j  si  evi¬ 
tava  quella  sconvenienza  di  idee  nella  quale  c'  incontriamo 
quando  si  voglia  fare  j  ir  o  assoluto;  per  altra  parte  così 
facendo  si  ammetteva  un  altro  concetto  al  lutto  enigmatico 
cd  incomprensibile,  quello  cioè  di  ritenere  la  j  cacciata  fuori 
debordine  finito,  e  fuori  d’ogni  significazione,  e  ciò  in  forza 
di  finite  indefinite  diminuzioni.  II  che  quanto  riesca  incon¬ 
cepibile  ognun  Pinlende. 

608.  Questa  ipotesi,  una  volta  che  sia  ammessa,  parrebbe 
che  il  principio  antico  in  via  ipotetica  sia  ammissibile  ed 
aperto,  tuttavia  anco  in  questo  suo  stato  ipotetico  inchiude 
molte  difficoltà  ;  di  fatti  considerato  che  sia  un  poco  alla 
buona,  si  presenta  assai  conforme  a  verità,  ma  questo  aspetto 
di  verità  ridiviene  tosto  illusorio  quando  si  voglia  conside¬ 
rare  la  minor  di  ogni  data  come  riposta  in  fondo  o  in  fine 
alle  indefinite  diminuzioni.  Per  cgual  motivo  solo  pigliando 
le  cose  mollo  alla  buona  si  può  l’animo  indurre  ad  ammet¬ 
tere  o  riconoscere  come  zero  l’ipotetico  valore  della  minor 
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di  ogni  data;  perchè  ripugna  alla  proprietà  del  continuo 
che  siasi  ridotto  a  questo  stato;  poi  perchè  riesce  anco  dif¬ 
ficile  il  comprendere  come  un  valor  puramente  ipotetico 
possa  esser  ritenuto  come  appartenente  alla  grandezza  reale. 

G09.  Questa  parte  adunque  dell'antica  geometria  che  di¬ 
pende  da  questo  ipotetico  principio,  non  può  certamente  esser 
considerala  come  parte  pienamente  conforme  al  verace  rigor 
di  ragione;  e  tutte  le  dimostrazioni  sopra  di  tale  principio 
fondate,  per  speciose  ed  ingegnose  che  siano ,  non  posson 
aspirare  ad  una  verace  perfezione  rigorosa ,  se  non  in 
via  puramente  ipotetica. 

610.  Questo  punto  di  dottrina  voleva  essere  diffusamente 
chiarito,  onde  far  così  palese  l'intrinseco  valore  del  metodo 
antico  per  ciò  che  risguarda  la  dottrina  delle  dimostrazioni 
appoggiate  sopra  questo  principio  medesimo. 

Imperciocché  ipotetica  è  1'esistenza  della  minor  di  ogni 
data,  ipotetico  il  principio  per  cui  essa  si  ritiene  indivisibile 
non  piùmenomabile,  ipotetico  l'altro  di  considerarla  eguale  allo 
zero  in  riguardo  al  finito,  quindi  ipotetiche  e  pienamente  ipo¬ 
tetiche  tutte  le  antiche  dimostrazioni  che  pongon  piede  su 
queste  ipotesi. 

Questo  modo  lutto  ipotetico  si  appalesa  anco  più  aperto 
e  chiaro  quando  noi  lo  vediamo  applicalo  alle  concrete  dimo¬ 
strazioni  risguardanti  proprietà  reali  e  non  ipotetiche  di  alcune 
curve,  quali  sono  le  sezioni  coniche,  le  spirali,  ed  altre; 
imperciocché  in  allora  si  riducono  le  dimostrazioni  a  caso 
pratico  di  proprietà  reali  concrete,  ma  sono  dedotte  da  prin¬ 
cipi!  puramente  ipotetici,  ciò  che  in  buona  logica  non  corre; 
atteso  che  per  render  vera  la  dimostrazione  di  qualche  pro¬ 
prietà  concreta,  conviene  che  prima  c  per  verace  necessità 
siano  resi  concreti  pratici  c  reali  i  principii  sopra  dei  quali 
essa  si  fonda.  Ora  chi  tiene  in  mano  la  reale  minor  di  ogni 
data,  e  chi  prova  esser  essa  eguale  a  zero  e  ciò  con  rigore? 

31 


—  Am  — 

OH.  Si  può  dunque  senza  veruna  temenza  asserire*  che 
il  metodo  degli  antichi  geometri  appoggiato  alle  minori  di 
tutte  le  date  grandezze  non  è  metodo  di  rigore  *  o  piena¬ 
mente  concludente*  e  quindi  che  la  universale  opinione  dei 
geometri*  la  quale  insino  ad  ora  si  è  voluta  ostinarc  c  inca¬ 
parbire  a  considerarlo  metodo  rigoroso  ò  assolutamente  mal 
fondala;  e  perciò  rimane  dimostrato  compiutamente  che  il 
far  buon  viso  a  questo  metodo  in  vista  del  suo  rigore  ò  lo 
stesso  che  dare  a  divedere  di  disconoscerlo  persino  nell’in¬ 
tima  sua  natura. 

E  da  poiché  trattasi  di  una  massima  importantissima 
nella  filosofia  delle  matematiche*  perchè  sia  da  questa  mas¬ 
sima  rimossa  ogni  equivocazione*  lo  ripetiamo*  che  queste 
considerazioni  noi  le  intendiamo  riferibili  a  quella  sola  j  , 
delta  minor  di  ogni  data,  specialmente  quando  la  si  considera 
come  TeffcUo  delle  indefinite  o  infinite  diminuzioni  ;  e  come 
pure  intendiamo  dclTipolesi  della  j  —  o,  quando  si  consi¬ 
dera  a  tale  ridotta  per  mezzo  di  speculazioni  dirette  o  in¬ 
dirette. 

G12.  Alcuni  sostenitori  del  metodo  antico  soglion  dire, 
che  questo  vecchio  metodo  conduce  a  verità.  Ma  si  osserva, 
che  questo  non  è  provalo  per  verun  conto  concludente¬ 
mente;  imperciocché  ove  sono  questi  rigorosi  risullamenli? 
Forse  nelle  dimostrazioni  relative  alla  misura  della  curva 
circolare  o  di  altre  curve  ove  si  fa  uso  di  questi  princi- 
pii  ?  Chi  mai  ardirebbe  dire  altrettanto  ?  Non  vediamo  noi 
che  nelle  stesse  linee  che  Euclide  suppone  da  prima  disu¬ 
guali*  e  che  poscia  tenta  ridurle  all’eguaglianza  colla  dimi¬ 
nuzione  della  più  grande,  intendendo  morderne  tutta  la  di 
lei  maggioranza*  egli  non  perviene  che  ad  una  semplice 
indefinita  approssimazione,  senza  speranza  alcuna  di  per¬ 
venire  alla  rigorosa  eguaglianza  ?  Bramerei  vedere  qualcuno 
di  questi  lodatori  dell*  antico  metodo ,  che  mi  presentasse 


qualcuna  di  queste  rigorose  dimostrazioni  ?  Protesteranno  for¬ 
se,  che  le  antiche  dimostrazioni  si  debbano  considerare  come 
rigorose  perchè  nessuno  sino  ad  ora  le  ha  eontradelle  o 
smentite?  Ma  risponderemo  che  in  buona  logica  questa  non 
c  prova  concludente  ;  poiché  sappiamo ,  che  quando  si 
prova  direttamente  come  replicalamcnle  abbiam  fatto  in  que¬ 
sta  filosofia,  ed  anco  con  soverchia  insistenza  ,  quando  si 
prova  direttamente  che  non  posson  esser  rigorose,  e  che  anco 
mancano  al  rigor  di  logica,  in  allora  a  nulla  giova  il  silen¬ 
zio  sin  ora  conservalo  su  la  loro  bontà,  cd  a  nulla  più  giova 
assolutamente  questa  specie  di  assenso  diretto  o  indiretto 
prestalo  alla  loro  bontà. 

613.  Si  rifletta  ancora,  che  parlando  noi  dell’antica  geo¬ 
metria  non  intendiamo  negare  ad  essa  il  rigore  ed  il  sommo 
rigore  in  tutte  quelle  parti  che  riguardano  le  linee  rette , 
le  superficie  piane,  ed  i  solidi  regolari  conterminali  da  su¬ 
perficie  piane;  invece  intendiamo  parlare  di  quelle  parli  del¬ 
l'antica  geometria  le  quali  riguardano  le  grandezze  curve 
od  i  solidi  curvilinei,  c  che  hanno  bisogno  di  fondarsi  sopra 
li  poc’anzi  ricordali  principii  cd  ipotesi. 

Euclide  nel  libro  decimo  si  sforza  di  provare,  che  i 
circoli  stanno  tra  loro  nella  ragione  del  quadralo  dei  loro 
diametri.  Ma  noi  vediamo  l'insigne  geometra  postosi  nel  più 
grande  imbarazzo  in  cui  si  possa  ritrovare  un  esatto  ragio¬ 
natore  quando  si  accinge  a  questa  sorta  di  dimostrazioni* 
In  falli  come  provare  questa  proprietà  della  curva  circolare 
in  comparazione  di  una  retta  che  la  divide  per  giusta  metà 
qual'è  il  diametro  ?  Prima  egli  aveva  dimostralo  che  le  pe¬ 
riferie  rettilinee  dei  poligoni  erano  tra  di  loro  nella  ragione 
o  nel  rapporto  dei  quadrali  dei  loro  diametri,  c  questa  sua 
dimostrazione  era  luminosa  e  chiara  ed  evidente,  ma  era 
tutta  proposizione  esprimente  rapporti  che  avevano  le  rette 
tra  di  loro.  Volendo  applicare  simile  dimostrazione  alle  lince 
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circolari,  che  fà,  questo  gran  geometra?  Vedendosi  chiusa 
ogni  via  somministrala  dalla  natura  della  curva,  dalla  quale 
intendeva  trattare,  si  rivolge  al  partito  di  considerare  i  cir¬ 
coli  quali  poligoni  di  indefiniti  lati ,  e  siccome  nei  poligoni 
questo  rapporto  era  dimostrato,  si  permeile  di  supporre  che 
i  circoli  (c  questo  contro  ogni  diritto  di  ragione,  anzi  con¬ 
tro  la  natura  della  curva)  siano  dei  poligoni  di  indefiniti  o 
infiniti  Iati,  e  dietro  questa  supposizione,  che  distrugge  ed 
annichila  da  capo  a  fondo  la  curva  circolare,  ne  deduce  che 
i  circoli  stanno  tra  di  loro  come  i  quadrali  dei  loro  diametri. 

Ma  uno  che  conosca  anco  solo  gli  elementi  della  filo¬ 
sofia,  non  saprà  mai  indursi  a  menar  buona  ad  Euclide  que¬ 
sta  ultima  induzione,  anzi  proverà  una  verace  pena  e  dispia¬ 
cenza  nel  vedere  tanto  uomo  ridotto  in  tanto  imbarazzo  di 
doversi  appoggiare  a  sì  aperta  sconvenienza  di  idee. 

E  siccome  si  tratta  di  un  punto  di  dottrina  importan¬ 
te,  circa  la  quale  non  devono  esistere  equivoci,  si  osserva 
che  dicendo  noi  che  la  dimostrazione  di  Euclide  è  incon¬ 
cludente,  non  intendiamo  asserire  che  il  rapporto  dei  circoli 
tra  di  loro  non  possa  forse  essere  precisamente  corrispon¬ 
dente  od  eguale  a  quello  del  quadralo  elei  loro  diametri; 
poiché  non  possiamo  affermare  cosa  alcuna  riguardante  uua 
proprietà  clic  ci  è  ignota;  ma  intanto  è  però  vero,  che  Eu¬ 
clide  si  è  posto  fuori  della  strada ,  che  poteva  condurlo  a 
discoprire  questa  proprietà  dei  circoli,  gettandosi  in  braccio 
ai  poligoni,  e  distruggendo  i  circoli  per  sostituirvi  poligoni, 
il  che  è  lo  stesso,  che  trasmutare  la  curva  iu  retta, o  sotto 
altro  aspetto  è  lo  stesso  che  commettere  ragionando  un  vero 
circolo  vizioso. 

E  considerando  Lene  addentro  il  ragionamento  euclideo, 
pare  clic  non  si  possa  di  leggeri  riconoscerlo  ne  anco  per  ragio¬ 
namento  di  verace  approssimazione,  per  lo  scambio  sconve¬ 
nevole  delle  curve  nelle  rette.  Tuttavia  non  si  nega  però  , 
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che  i  poligoni  col  crescere  nei  loro  lati  non  si  facciano  più 
c  più  vicini  alla  curva  circolare.  In  quanto  poi  concerne 
quella  specie  di  compimento,  o  meglio  di  puntello  che  Eu¬ 
clide  tenta  sottoporre  alla  sua  crollante  dimostrazione,  vo- 
gliam  dire  il  suo  argomento  dedotto  dall*  assurdo,  e  diretto 
a  sostenere  questa  sua  dimostrazione  ,  non  occorre  di  più 
altro  esporne  la  sua  insufficienza,  perciò  che  questa  già  prima 
d’ora  fu  abbastanza  appalesata. 

644.  Si  deve  ritenere  la  stessa  cosa,  e  lo  stesso  modo  di 
pensare  circa  al  metodo  dei  limili ,  e  del  suo  affine  delle 
evanescenti,  non  che  delle  prime  ed  ultime  ragioni;  poiché 
il  limile  realmente  non  si  attinge  ma  [si  suppone,  T evane¬ 
scenza  è  supposta  e  non  avverata,,  e  così  accade  delle  prime 
ed  ultime  ragioni.  In  fatti  Archimede  medesimo  inventore  di 
lutti  questi  melodi,  quando  si  colloca  in  suo  pensiero  in  su 
la  via  dei  limiti  o  delle  esaustioni  per  procacciarsi  una  spe¬ 
cie  di  diritto  di  riferire  le  proprietà  appartenenti  alle  linee 
rette,  alle  proprietà  attinenti  alle  curve,  egli  si  inganna;  im¬ 
perciocché  egli  si  appiglia  al  mezzo  di  inscrivere  e  circon¬ 
scrivere  dei  poligoni  alle  curve,  che  piglia  in  considerazio¬ 
ne,  e  delle  quali  tenta  conoscerne  le  loro  proprietà;  ma 
per  quanto  i  lati  de’suoi  poligoni  possano  essere  vicini  alla 
curva,  è  egli  per  questo  possibile  che  le  rette  si  confondano 
con  la  curva?  Per  quanto  elaboralo  ed  ingegnoso  possa  es¬ 
sere  questo  suo  mezzo  di  accostarsi  alla  cognizione  della 
curva,  sarà  sempre  certo,  che  incontra  in  una  assoluta  im¬ 
possibilità  di  esser  rigoroso,  fino  a  che  la  curva  sarà  di  na¬ 
tura  diversa  dalla  retta. 

615.  Noi  scegliamo  questi  notorii  ragionamenti  geometrici 
dei  due  sommi  geometri  dell' antichità,  non  già  perché  dif¬ 
lettiamo  di  moltissimi  altri,  ma  bensì  per  evitare  il  tedio  al 
lettore  di  portare  la  sua  attenzione  sopra  complicale  e  labo¬ 
riose  altre  dimostrazioni,  giacché  tutte  sempre  alla  fin  fine 
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si  appoggiano  sopra  i  principii  medesimi  in  quesli  ragiona¬ 
menti  adoperati,  cd  hanno  Lulle  in  ultimo  risullamenlo  il  me¬ 
desimo  difello. 

616.  Poi  venendo  a  piu  stretto  discorso  intorno  alle  dot¬ 
trine  euclidee  ed  archimedee,'  diremo,  che  siccome  per  pura 
ipotesi  si  suppone  nelle  prime  che  i  circoli  siano  poligoni  di 
infiniti  Iati,  e  nelle  secoude,  che  le  corde  appropinquanlesi 
agli  archi  possano  con  essi  confondersi  rigorosamente,  così 
sopra  sola  pura  ipotesi  sono  fondate  ed  appoggiate  tutte  que¬ 
ste  dimostrazioni.  Per  la  qual  cosa  di  leggeri  si  comprende 
quanto  sempre  ci  troviamo  lontani  dal  verace  rigor  filosofi- 
co,  mentre  non  abbiamo  nò  anco  se  non  in  via  ipotetica  la 
stessa  verace  effettiva  approssimazione.  Diciamo  la  verace 
effettiva  approssimazione  atteso,  che  questa  per  essere  di  sua 
natura  spinta  ad  un  grado  massimo  o  sommo  presuppone 
sempre  la  identità  di  natura  delle  grandezze  approssimanlesi 
la  quale  manca  onninamente  nel  caso  nostro,  trattandosi  di 
retta  e  curva  e  di  ipotetico  col  reale. 

647.  Se  insistiamo  sull' esame  delle  antiche  dottrine  geo¬ 
metriche  motivo  si  è,  che  esse  sono  come  il  cardine  delle 
più  elevale  speculazioni  della  scienza,  e  non  già  perchè  cre¬ 
diamo  necessaria  tanta  insistenza,  ma  bensì  perchè  così  ve¬ 
niamo  a  dimostrare  con  pieno  ragionamento  erronea  la  uni¬ 
versale  opinione,  la  quale  ha  sempre  ritenuto  e  ritiene  tut¬ 
tora,  che  in  quesli  principii,  e  nelle  dimostrazioni  sopra  di 
essi  fondale  vi  fosse  piena  rigorosa  esattezza  ed  evidenza; 
c  lo  facciano  specialmente  anco  per  rendere  avvertiti  molli 
geometri  moderni,  quanto  male  si  oppongano  al  rigore  di 
ragione  quando  ricorrono  ai  principii  degli  antichi,  allorché 
vogliono  od  intendono  dimostrare  molte  verità  dell’analisi  mo¬ 
derna,  c  specialmente  di  quelle  attinenti  all'analisi  sublime. 

618.  Aggiungeremo  per  ultimo  una  preghiera  ai  geometri 
invitandoli  a  mettersi  innauzi  al  loro  pensiero  la  minor  di 
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ogni  data,  la  dottrina  dei  limili,  e  quella  affine  delle  esau- 
slioni  e  delle  prime  ed  ultime  ragioni,  e  comparare  con  animo 
calmo  e  scevro  da  ogni  prevenzione  queste  ideali  loro  no¬ 
zioni,  in  confronto  della  posizione  o  supposizione  della  infi¬ 
nitesima  quantità,  e  poi  osservare  se  nelle  antiche  opinioni 
esista  una  maggiore  evidenza  che  nell' ultima. 

619.  Considerando  però  la  minor  di  ogni  data  come  in¬ 
capace  di  turbare  lo  stato  finito  delle  grandezze,  questo  è 
la  stessa  cosa,  che  considerare  la  j  o  la  minor  di  ogni  data 
come  cacciata  fuori  dell'ordine  finito,  e  perciò  privata  di  ogni 
sostanziale  proprietà  del  finito.  Ciò  per  altro  che  con  que¬ 
sta  maniera  di  supposizione  qui  si  ammette  ben  s'  intende, 
che  con  niun  mezzo  nè  di  dottrina  nè  di  pratica  si  può  con¬ 
seguire.  Per  la  qual  cosa  solamente  in  via  ipotetica  si  am¬ 
metta  che  a-f-j  —  a,  ovvero  a -ho zza;  ma  in  allora  ove 
sono  le  dimostrazioni  concrete  che  sopra  questo  antico  prin¬ 
cipio  si  possan  fondare?  Ognuno  comprende  e  senza  la 
menoma  fatica,  che  ogni  pratica  concludente  dimostrazione 
eretta  sopra  questo  antico  principio  esige  necessariamente, 
che  concretamente  sia  dimostrata  la  j  zi:  o,  il  che  da  niuno 
si  può  fare,  nè  si  fa. 

620.  Qui  dobbiamo  far  cenno  di  una  difficoltà  che  natu¬ 
ralmente  ci  viene  quasi  suggerita  dalle  dottrine  che  veniamo 
esponendo;  e  la  difficoltà  è  questa. 

Che  anco  nell'analisi  sublime  la  differenziale  o  la  infinite¬ 
sima  è  supposta,  come  è  supposta  la  minor  di  ogni  dala  ; 
se  dunque  per  la  natura  di  quest' ultima  non  si  può  giun¬ 
gere  a  veruna  rigorosa  pratica  dimostrazione,  dunque  anco 
per  la  infinitamente  piccola  quantità  supposta  non  si  polrà 
giungere  a  veruna  concreta  reale  dimostrazione. 

Per  comprendere  come  questa  difficoltà  non  sia  che 
apparente,  basta  riflettere,  che  la  minor  di  ogni  data,  l'eva¬ 
nescente  ecc.  hanno  bensì  con  la  infinitesima  comune  la  qua- 


—  488  — 

lilà  di  riuscirò  quantità  ideali  e  presso  che  nulle  poste  che 
vendono  a  petto  della  grandezza  finita,  tuttavia  sappiamo, 
che  nel  sistema  antico  della  minor  di  ogni  data  si  mirava 
a  pervenire  aireguaglianza  delle  grandezze  differenti  in  ori¬ 
gine  e  ciò  coll'impicciolire  la  primitiva  differenza  sino  a  ri¬ 
durla  allo  stato  di  insignificanza,  col  metodo  dei  limiti  sino 
all’ esaurimento  della  differenza;  così  con  le  esauslioni  ecc. 
Laddove  nell'  infinitesima  si  ha  per  iscopo  di  deciferare,  c 
di  esporre  in  maggior  luce  le  proprietà  della  grandezza  o 
della  funzione  alla  quale  la  differenziale  o  infinitesima  viene 
indossala  quale  sua  variazione.  Se  dunque  in  una  cosa  con¬ 
vengono,  nel  fine  e  nell’uso  sono  al  lutto  diverse,  e  perciò 
siccome  nel  sistema  antico  si  appoggiano  le  dimostrazioni 
reali  all’esistenza  ipotetica  della  minor  di  ogni  data,  ed  alle 
sue  qualità,  perciò  le  dimostrazioni  riescono  ipotetiche;  nella 
differenziale  le  dimostrazioni  si  appropriano  e  si  desumono 
dalle  proprietà  reali  delle  funzioni,  proprietà  a  noi  manife¬ 
state  dalla  infinitesima  o  dichiaratamente  meglio  manifestale 
per  mezzo  di  essa  differenziale;  tutto  adunque  è  diverso 
nella  nuova  analisi,  c  le  difficoltà  nelle  quali  incontra  la  vec¬ 
chia  dottrina,  la  nuova  pienamente  le  evita. 

Queste  dottrine  si  appaleseranno  ancor  più  manifeste 
quando  daremo  in  segnilo  un  cenno  sulla  natura  cd  uso  del 
calcolo  differenziale. 

621.  Restaci  ora  una  breve  riflessione  e  questa  in  aggiunta 
al  già  dello,  e  la  riflessione  è  diretta  ai  giovani  geometri 
per  far  loro  presente,  come  un  principio  che  in  via  di  fatto 
è  principio  di  pura  e  magra  approssimazione  abbia  ottenuto 
ed  ottenga  ancora  l’approvazione  di  molli  e  l'abbia  ottenuta 
a  lai  segno  da  credere  che  questa  approssimazione  possa  esser 
spinta  insino  alla  rigorosa  ideatila.  Per  spiegare  in  qualche  modo 
questo  intellettuale  fenomeno,  crediamo  che  basti  il  conside¬ 
rare,  clic  una  diminuzione  che  si  annuncia  come  iudefinila 
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o  infinita,  inchiude  anco  un  fondo  incomprensibilc ,  che  ci 
ricopre  tutta  la  infinita  sua  estensione.  Quindi  1'  animo  no¬ 
stro  che  si  pone  su  la  via  indefinita  di  queste  diminuzioni, 
quando  è  giunto  al  limite  rispondente  al  suo  potere  com¬ 
prensivo  per  necessità  perde  di  vista  quel  tenue  residuo  che 
ancora  rimane  e  che  serve  di  base  per  procedere  innanzi 
sino  airinfinilo.  Allora  per  lui  sfuma  o  si  dilegua  questo  te¬ 
nuissimo  resìduo,  e  perchè  più  non  lo  ravvisa  quale  cosa  ca¬ 
pace  a  turbare  l'eguaglianza,  si  pone  incautamente  ad  am¬ 
metterla  e  predicarla  in  onta  di  questo  residuo  ed  a  rite¬ 
nerla  come  avverata. 

Chi  desiderasse  più  ampie  filosofiche  dottrine  relative 
a  siffatte  umane  illusioni,  legga  la  Teorica  e  Pratica  del  pro¬ 
babile,  e  vi  troverà  argomenti  e  ragioni  a  dovizia  per  ren¬ 
dersene  pienamente  informati. 

(>22.  Il  metodo  di  esaustione  si  appoggia  al  principio  della 
minor  di  ogni  data  grandezza.  1/  Ab.  de  la  Chapelle  nella 
Enciclopedia  Melodica  parlando  di  questo  metodo  scrive 
quanto  segue:  :r  II  metodo  di  esaustione  è  una  mauiera 
di  provare  la  eguaglianza  di  due  grandezze,  in  facendo  ve¬ 
dere,  che  la  loro  differenza  è  più  piccola  di  ogni  grandezza 
assegnabile,  ed  impiegando  per  dimostrazione  di  questa  egua¬ 
glianza  la  riduzione  all'assurdo. 

Tuttavia  non  è  per  la  riduzione  all'  assurdo’,  che  si  è 
dato  a  questo  metodo  il  nome  di  esaustione,  ma  perchè  se 
ne  servono  per  dimostrare  un  rapporto  di  eguaglianza  tra 
due  grandezze,  quando  non  si  può  avere  di  questa  egua¬ 
glianza  dimostrazione  diretta  ;  imperciocché  allora  si  limi¬ 
tano  a  far  vedere,  che  supponendo  l’una  più  grande  o  più 
piccola  dell’altra  si  incontra  in  una  assurdità  aperta.  Per  ar¬ 
rivarvi  si  permette  a  quelli,  che  negano  l'eguaglianza  di  de¬ 
terminare  o  assegnare  la  differenza  a  lor  beneplacito ,  c  si 
dimostra  a  questi,  che  la  differenza,  che  esiste  tra  queste 
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due  grandezze  (nell'ipotesi  che  tal  differenza  esista)  sarebbe 
più  piccola  della  differenza  assegnala;  e  siccome  questa  dif¬ 
ferenza  ha  potuto  esser  supposta  di  una  tale  piccolezza,  la 
quale  esaurisca  per  così  dire  ogni  grandezza  assegnabile; 
perciò  ne  viene  di  necessita  di  convenire  che  la  differenza 
tra  queste  due  grandezze  svanisca  veramente.  Ora  ella  è 
questa  piccolezza  inesprimibile,  inassegnabile,  e  che  esauri¬ 
sce  ogni  grandezza  qualunque  che  ha  fallo  apporre  al  me¬ 
todo  di  cui  si  tratta  la  denominazione  di  metodo  di  esaa - 
siioncy  dalla  voce  Ialina  exhauslio . 

Il  metodo  di  esauslione  era  in  grande  uso  appo  gli  an¬ 
tichi  geometri,  quali  sono  fra  gli  altri  Euclide  cd  Archimede. 
Esso  è  fondato  sopra  questo  teorema  del  lib-  10  di  Eucli¬ 
de;  ~  che  due  quantità  sono  eguali  quando  la  loro  diffe¬ 
renza  sia  più  piccola  di  ogni  grandezza  assegnabile  ;  imper¬ 
ciocché  se  fossero  ineguali  la  loro  differenza  potrebbe  essere 
assegnata,  ciò  che  è  contrario  all’ipotesi  ammessa 
625.  Questo  metodo  essendo  appoggialo  al  principio  sin 
ora  preso  in  considerazione ,  non  v'  ha  dubbio,  che  quanto 
si  è  detto  di  questo  principio  non  sia  interamente  applica¬ 
bile  al  metodo  di  esauslione,  e  perciò  che  questo  metodo 
ammesso  anco  che  sia  in  via  ipotetica,  non  può  in  massima 
riuscire  metodo  di  rigore  in  veruna  concreta  reale  dimo¬ 
strazione  ;  e  per  concreta  reale  dimostrazione  intendiamo  sia 
indicala  ogni  geometrica  ed  analitica  dimostrazione.  Siccome 
però  si  appoggia  come  è  detto  al  principio  euclideo  od  almeno 
usato  da  Euclide,  e  questo  non  essendo  alto  che  ad  una 
sola  approssimazione,  per  la  stessa  ragione  conchiuder  pos¬ 
siamo  senza  timor  di  inganno  che  il  metodo  di  esauslione, 
non  sia  più  di  quello  della  minor  di  ogni  data  vicino  al  rigor 
di  ragione. 

624.  Secondo  la  esposizione  che  ci  presenta  di  questo  me¬ 
todo  il  sullodato  DelaChapelle  potrebbe  apparir  rigoroso. 
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assunto  che  sla  come  segue,  cioè  clic  il  ricusare  le  dimo¬ 
strazioni  o  le  induzioni  che  da  esso  si  ricavano  conduca  a 
verace  assurdità,  ma  rimarchiamo  che  sotto  questo  punto  di 
veduta  intellettuale  quando  i  geometri  ricorrono  airassurdo 
perdono  di  vista  il  rigor  geometrico;  imperciocché  essi  si 
limitano  a  provare,  che  neiripotesi  di  una  data  ed  assegnala 
grandezza  capace  a  turbare  la  eguaglianza  di  due  quantità 
di  questa  se  ne  potrebbe  assegnare  una  minore,  ma  la  inas¬ 
segnabile  non  ne  ammette  veruna  per  ipotesi,  dunque  que¬ 
sta  non  può  essere  la  inassegnabile  ;  dunque  è  una  ipotesi 
contraria  alle  premesse. 

La  riduzione  all'  assurdo  implica  dunque  che  se  noi 
siamo  pervenuti  alla  inassegnabile ,  non  dobbiamo  nè  pos¬ 
siamo  ritenere  questa  come  ancor  menomabilc,  o  tale  da 
poterne  assegnare  una  minore,  poiché  è  assurdo,  che  la  inas¬ 
segnabile  possa  diminuirsi,  ed  è  assurdo,  per  posizione,  che 
di  essa  se  ne  possa  assegnare  una  che  sia  minore.  Ma  quale 
legittima  induzione  viene  da  questa  ipotesi  o  da  ciò?  Forse, 
che  si  compia  il  ragionamento,  che  quando  siamo  arrivati 
ad  una  grandezza  estremamente  diminuita  dal  primitivo  suo 
stalo  finito,  forse  diciamo  che  questo  sia  questa  minor  di 
ogni  data,  oppure  una  inassegnabile,  supposta  neH’argomento 
dell' assurdo?  Se  il  ragionamento  é  giunto  a  questa  verità 
esso  ne  inchiude  e  ne  contiene  tutta  la  piena  dimostrazione 
rigorosa.  Ma  in  caso  diverso  a  qual  prò,  come  abbiamo  detto 
anco  altra  volta,  a  qual  prò,  porre  in  campo  l' argomento 
dalKassurdo,  per  compiere  una  dimostrazione  già  compiuta 
e  perfetta  senza  di  esso?  Se  poi  il  ragionamento  ordinario 
antico  non  fosse  pervenuto  a  stabilire  evidentemente  esser 
noi  arrivati  alla  minor  di  ogni  data  o  alla  inassegnabile,  cd 
esser  questa  rigorosamente  zero,  a  cosa  può  mai  giovare  il 
riflesso  che  se  non  siamo  arrivali  alla  minor  di  ogni  data, 
e  se  invece  non  siamo  pervenuti  che  ad  una  grandezza  inag- 
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giore  di  essa,  cosa  giova,  diciamo,  il  dire  che  in  tal  caso 
si  potrebbe  concepirne  ed  assegnarne  una  minore  ?  Sia  pure 
altrettanto  concesso,  e  per  questo  dove  è  il  guadagno  che 
presenta  l'argomento  dall'assurdo?  Quest’argomento  inchiude 
lutla  intera  la  supposizione  che  la  minor  di  ogni  data  sia 
quella  della  quale  non  se  ne  può  concepire  alcuna  che  sia 
minore;  e  questo  principio  posto  razionalmente  ed  in  via 
ipotetica,  non  si  niega;  ma  quando  questo  argomento  si 
chiama  in  ajuto  per  provare  in  concreto  che  il  residuo  di 
una  grandezza  indefinitamente  diminuita  esso  sia  veramente 
ridotto  allo  stato  da  essere  inassegnabile,  in  allora  V  argo¬ 
mento  dall'assurdo,  non  ha  luogo  nò  può  somministrare  nern- 
men  l’onihra  di  prova,  perché  l’argomento  dall’assurdo  anzi 
che  provare  che  esista  in  verun  concreto  caso  la  iuasse- 
gnabile ,  esso  anzi  sempre  intieramente  la  suppone  bella  e 
posta;  dunque  questo  ricorso  a  tale  argomentò  pura  pe¬ 
tizione  di  principio,  ò  artificioso  sistema,  è  giochcvole  com¬ 
binazione  di  parole.  Quindi  quest'  argomento  antico  dall'as¬ 
surdo,  diretto  che  sia  a  dimostrare  l’esistenza  della  inasse- 
gaabile  diviene  il  più  triviale  sofisma  che  si  possa  imma¬ 
ginare. 

625.  Il  metodo  dei  limiti  in  quanto  alla  sua  sostanza  deve 
esser  assomiglialo  a  quello  delle  minori  di  tutte  le  assegna¬ 
bili,  o  a  quello  delle  esaustioni ,  con  questa  sola  diversità 
nelle  applicazioni,  che  laddove  questi  metodi  tendono  a  di¬ 
minuire  la  grandezza  finita,  il  metodo  dei  limili  tende  in¬ 
vece,  poggiando  sopra  questa  medesima  diminuzione,  tende  a 
spingerla  sino  all  'evanescenza  od  allo  zero  deferenza  tra  le 
grandezze  cd  i  loro  limili ,  per  quindi  aver  motivo  di  para¬ 
gonare  i  limili  di  diverse  grandezze  in  luogo  di  quelle  sva¬ 
nite.  Questo  diverso  modo  di  giungere  alle  dimostrazioni  alle 
quali  tentano  arrivare  i  geometri  che  adoprano  il  metodo  di 
esaustione ,  o  il  metodo  delle  grandezze  minori  di  tulle  *■ 
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assegnabili  presenta  anco  le  basi  fondamentali  di  un'  altro 
metodo  quello  appellalo  delle  quantità  evanescenti  del  quale 
pure  se  n’è  abbastanza  ragionalo. 

62G.  Que'geometri,  che  pur  son  molli,  i  quali  fanno  buon 
viso  a  questo  metodo  dei  limiti,  sogliono  aggiungere  quanto 
segue  :  molte  grandezze  le  quali  si  accostano  di  continuo  al 
loro  limite ,  pervengono  a  consumare  ogni  differenza  esi¬ 
stente  tra  esse  ed  il  loro  limite;  e  che  questo  è  un  metodo  di 
realtà  e  di  perfezione,  perchè  di  falli  molte  grandezze  col 
crescere  la  finiscono  a  confondersi  col  limite  medesimo ,  e 
fanno  così  vedere  essere  intieramente  esaurita  la  differenza 
che  esisteva  fra.  il  limite  e  la  grandezza  accostantesi  al  li¬ 
mile.  Quanti  esempii ,  dicon  essi ,  non  si  hanno  neir  anda¬ 
mento  delle  curve?  Si  vede  adunque,  ripigliano  essi,  che  il 
metodo  dei  limili,  c  quello  allo  stesso  affiue  delle  evanescenti 
si  deve  considerare  come  appieno  rigoroso.  L’  esaurimento 
di  una  qnantità  finita  giustifica  ancora  il  metodo  dei  limili, 
il  quale  diviene  appunto  rigoroso  nel  momento,  che  svani¬ 
sce  la  differenza  tra  jc  grandezze  approssimantesi  ed  il  limile 
medesimo. 

G27.  Ma  si  prega  il  lettore  ad  osservare  che  queste  con¬ 
siderazioni  anziché  confermare  l’esattezza  del  metodo  dei  li¬ 
miti  provano  all’ invece  tutto  il  contrario;  imperciocché  si 
concede  ultroneamente,  che  nelle  curve  accadono  alcuni  casi 
nei  quali  l'ascissa  o  l’ordinala  che  si  accosta  ad  un  deter¬ 
minalo  limile  lo  raggiunga  ;  come  appunto  nel  circolo  si  ri¬ 
tiene  che  l’ordinala  raggiunga  pienamente  e  perfettamente  il 
raggio  che  si  considera  suo  vero  naturale  limite  di  lutti  i  suoi 
aumenti.  Ma  nè  questo  nè  altri  consimili  casi  nulla  provano, 
in  conferma  delle, dottrine  sopra  ricordate  in  favore  del  me¬ 
todo  dei  limiti,  perchè,  o  si  considera  l'aumento  dell’ ordi¬ 
nala  crescente  od  accostantesi  al  suo  limile  secondo  legge 
geometrica,  ovvero  si  considera  crcscnlc  per  salii  e  quasi  a 
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capriccio.  Nel  primo  caso  gli  aumenti  dell'ordinata  governati 
da  legse  geometrica  procedente  allinfinilo,  non  permettono 
mai,  clic  possa  essa  ordinata  raggiungere  rigorosamente  il 
limite  che  anzi  per  forza  di  questa  legge  diviene  inarriva¬ 
bile  :  nel  secondo  caso,  crescendo  saltuariamente  l’ordinala 
non  solo  raggiunge  ed  eguaglia  il  limile  ma  lo  può  in  alcuni 
casi  anco  sorpassare. 

Però  si  ponga  attenzione,  che  nelle  curve,  e  nell’ anda¬ 
mento  delle  coordinale  loro  applicate,  gli  antichi  ed  i  mo¬ 
derni  geometri  ammettono,  che  gli  aumenti  di  queste  linee 
si  facciano  non  saltuariamente,  ma  invece  per  legge  geome¬ 
trica  ovvero  di  indefinito  appropinquamenlo;  ed  appunto  ci 
appigliamo  lutti  a  questa  maniera  di  aumenti  per  legge  geo¬ 
metrica  acciò  non  vi  sia  punto  o  confine  alcuno  finito  al 
quale  termini  questo  avvicinamento.  Equivocando  così  su  la 
legge  delle  inGnite  diminuzioni,  o  degli  infiali  aumenti  con 
la  finita  reale  diminuzione  od  aumento  della  grandezza,  la 
quale  quando  debba  percorrere  per  tutti  li  gradi  possibili 
voluti  dalla  legge  geometrica  infinita ,  presenta  una  verace 
impossibilità  di  esaurimento  o  di  consunzione,  o  di  rigorosa 
eguaglianza  col  limile. 

C28.  Se  dunque  vediamo  in  alcuni  casi  particolari,  che 
alcune  grandezze  eguaglino  esattamente  il  loro  limite  per 
indi  decrescere  insino  al  loro  annichilamenlo ,  questi  sono 
casi  alfallo  estranei  ed  appieno  eterogenei  alle  veraci  dot¬ 
trine  del  metodo  dei  limili.  Le  ordinale  che  seguono  V  an¬ 
damento  del  circolo  e  delle  dissi,  principali  curve  nelle  quali 
hanno  luogo  i  casi  sopra  contemplati  (di  raggiungere  cioè 
perfettamente  il  limile)  per  nulla  affatto  confermano  il  metodo 
dei  limili,  imperciocché  tulle  le  grandezze,  che  nei  loro  au¬ 
menti  e  decrementi  si  fondano  sopra  leggi  geometriche  pro¬ 
cedenti  alTinliuilo,  queste  grandezze  non  possono  mai  ade¬ 
guare  rigorosamente  il  limite  al  quale  si  accostano,  ma  so- 
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lamento  di  continuo  ed  infinitamente  ad  esso  appropin¬ 
quarsi. 

G29.  Quando  adunque  in  una  curva  o  nel  circolo  si  dice 
che  l’ordinata  o  l’ascissa  sono  eguali  al  raggio  od  allo  zero, 
si  dicono  dei  fatti  veri,  ma  si  tace  che  a  tali  risultamene 
arriviamo  solo  o  per  ipotesi  o  per  procedimenti  di  aumenti 
di  diminuzioni  saltuarie.  Anzi  qui  in  questi  casi  meglio 
che  conseguire,  che  per  legge  geometrica  di  continui  au¬ 
menti,  l'ordinata  sia  eguale  al  raggio,  unicamente  si  prova 
che  lo  stato  massimo  dell*  ordinata  riesce  eguale  al  raggio. 
E  per  ottenere  questo  valore  massimo  si  supponga  tolto 
tutto  ciò  che  potrebbe  esser  di  obice.  Anzi  qui  per  incidenza 
sia  rimarcato,  che  secondo  questo  andamento  si  vede  dal¬ 
l’ordinata  raggiunto  il  limite,  e  in  seguilo  anco  lo  stalo  di 
zero.  Ma  questo  non  somministra  alcun  appoggio  alla  dot¬ 
trina  dei  limiti;  di  fatti  nel  circolo  v.  g.  diviso  dal  diametro 
si  suole  far  incominciare  la  ordinata  dal  punto  ove  il  cir¬ 
colo  è  tocco  dal  diametro,  e  perciò  dal  luogo  ove  il  circolo, 
l’ordinala  e  l'ascissa  sono  un  punto  solo,  cioè  dal  luogo 
ove  è  zero  la  curva,  zero  l’ordinata,  zero  V  ascissa.  Dopo 
di  questo  punto  progredendo ,  o  meglio  incominciando  ad 
aver  vita  le  coordinate  alla  curva  circolare  crescono  sino  al 
massimo  o  sino  ad  essere  I'  ordinata  e  1*  ascissa  ambedue 
eguali  al  raggio,  di  là  l’ordinala  diminuendo,  e  l'ascissa  cre¬ 
scendo  si  arriva  sino  al  punto  ove  il  diametro  taglia  il  cir¬ 
colo  nella  parte  opposta,  luogo  ove  l'ordinala  ritorna  zero, 
la  curva  zero,  l’ascissa  eguale  al  diametro;  e  così  prosie¬ 
gui  nella  parte  inferiore,  a  tre  quarti  del  circolo,  l’ordinala 
pareggia  di  nuovo  con  segno  opposto  il  raggio,  l’ascissa  di¬ 
minuendo  ritorna  eguale  al  raggio,  per  indi  progredire  nelle 
loro  diminuzioni  inverse  sino  al  punto  primo  ove  vi  si  ren¬ 
dono  zero,  le  coordinate  e  la  stessa  curva.  Ora  non  ci  vuole 
molla  perspicacia  per  comprendere  che  altrettanto  non  può 
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avverarsi  per  legge  geometrica  di  aumenti  e  di  diminuzioni 
conLinui  ;  come  pure  per  conoscere  come  le  coordinale 
non  posson  ridursi  allo  zero  rigoroso  quando  decrescano 
per  legge  geometrica  consimile.  Così  parimenti  è  facile  il 
comprendere  1* impossibilità  che  dallo  zero  incomincino  la 
curva,  e  le  coordinate  ad  essa. 

630.  L'andamento  delle  ordinate  segue  quello  della  curva 
cui  sono  applicate;  il  rapporto  che  regua  tra  queste  rette  ci 
appalesa  almeno  con  grande  approssimazione  l’ andamento 
della  curva.  Noi  non  entreremo  in  più  minuto  dettaglio  sopra 
questo  oggetto  noto  a  lutti  ;  solamente  invece  osserveremo, 
che  le  coordinate  non  incominciano  dallo  zero,  e  qualunque 
sia  la  legge  geometrica  perla  quale  diminuiscono  dopo  esser 
pervenute  ad  uno  stato  di  grandezza  qualunque,  questa  legge  non 
può  che  ricondurle  ai  loro  primitivi  principii  allo  zch)  non  mai. 

Ogni  linea  tanto  curva  come  anco  retta,  ha  un  princi¬ 
pio,  un  primo  elemento  di  esistenza  o  di  grandezza,  questo 
è  sempre  la  primitiva  parte  di  essa  ;  ed  ogni  linea  o  gran¬ 
dezza  non  può  in  causa  di  qualsivoglia  diminuzione  regolala 
da  legge  geometrica  esser  ridotta  se  non  a  questo  primitivo 
di  lei  principio. 

Riguardo  alla  singolarità  che  l’ordinala  nel  circolo  di¬ 
venga  rigorosamente  eguale  al  raggio,  questo  come  si  è  detto 
è  caso,  che  non  appartiene  al  metodo  dei  limiti,  perchè  Io 
stesso  d'Alembert,  che  ha  cotanto  vagheggiala  c  rischiarata 
ed  adoperata  la  dottrina  di  questo  mclodo  ammette  espres¬ 
samente  per  massima,  che  questo  caso  è  escluso  dalla  dot¬ 
trina  dei  limiti,  perchè  asserisce  posilitivameute  quanto  segue 
ndY Enciclopedia  Melodica :  —  veramente  le  grandezze  che 
si  accostano  al  loro  limite ,  possono  bensì  appropinquarsi 
indefinitamente  allo  stesso,  ma  raggiungerlo  ,  c  confondersi 
con  esso  non  mai  zz. 

631.  Ed  affinchè  alla  meglio  che  si  può  vengano  chiarite 
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queste  dottrine,  osserveremo  che  una  linea  v.  g.  di  dieci 
metri  di  lunghezza,  sarà  prestamente  tutta  consunta  se  in 
dieci  riprese  la  diminuiremo  di  un  metro  la  volta;  ma  se  al  con¬ 
trario  vorremo  procedere  alla  di  lei  consunzione  secondo  legge 
geometrica,  come  è  ancor  quella  da  Euclide  propostaci  e  se¬ 
guila  universalmente  da  tulli,  pigliandone  cioè  per  la  prima 
diminuzione  una  metà  e  qualche  cosa  di  più,  e  così  facendo 
sempre  del  residuo  rispettivo  che  rimane,  ella  è  chiara  cosa, 
che  con  questa  legge,  che  lascia  sempre  e  poi  sempre  qual¬ 
che  residuo  finito  su  dei  quale  operando  nuovamente  pro¬ 
seguire  nella  diminuzione,  ella  è  chiara  cosa  diciamo  che  con 
tale  procedimento  sarà  impossibile  di  consumar  tutta  rigo¬ 
rosamente  questa  linea. 

632.  Ora  siccome  Euclide,  Archimede,  e  tulli  gli  antichi 
hanno  appoggiate  anzi  fondale  le  loro  dottrine  sopra  queste 
leggi  geometriche  di  diminuzioni,  e  ciò  hanno  fallo  per  potere 
provare,  che  esse  procedevano  all'infinilo,  da  ciò  n'è  venuto 
sempre,  che  le  loro  dottrine  non  poterono  assolutamente  mai 
condurre  alla  consunzione  di  qualsivoglia  grandezza,  ed  in 
particolare  non  potevano  mai  ridurre  due  grandezze  disu¬ 
guali  a  divenire  rigorosamente  eguali  tra  di  loro. 

653.  Ben  diversa  è  la  via  che  battono  i  cultori  della  nuova 
analisi  infinitesimale;  perchè  questi  suppongono  la  grandezza 
finita  come  ingenerata  o  risultante  da  un'  infinito  numero  di 
grandezze  infinitesime,  e  queste  supreme  elementari  loro  parli 
generatrici  sendo  intieramente  supposte  per  ardimentosa  ipo¬ 
tesi,  essi  non  sono  in  dovere  di  cercare  di  procacciarsele 
inutilmente  e  con  mezzi  inetti  come  fanno  gli  antichi.  Più 
da  questa  supposizione  dei  moderni  cultori  del  calcolo  dif¬ 
ferenziale,  ne  viene,  che  una  più,  una  meno  di  queste  in¬ 
finitesime  parti  (come  prima  dell’ invenzione  dell’ analisi  su¬ 
blime  insegnalo,  anzi  dimostralo  aveva  Galilei)  non  vale  ad 
alterare  la  grandezza  finita  o  la  sua  eguaglianza  che  tiene 
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con  qualsivoglia  altra,  perchè  ogni  grandezza  finita  è  sem¬ 
pre  un’infinità  di  queste  supreme  parli  infinitesime,  o  me¬ 
glio  è  sempre  un'infinito  verace  relativo. 

E  benché  così  adoperando  i  cultori  della  nuova  analisi 
supcriore,  si  appigliilo  ad  una  ipotesi  arditissima,  tuttavia 
non  incontrano  nelle  difficoltà  insuperabili  nelle  quali  urlano 
sempre  gli  antichi,  e  per  le  quali  vien  loro  tolta  la  possi¬ 
bilità  di  riuscire  nelle  loro  dimostrazioni  pienamente  rigorosi. 

054.  In  forza  di  questa  maniera  di  concepire  ipotetica¬ 
mente  la  generazione  di  queste  grandezze  o  finite  quantità, 
maniera  adoperala  nella  nuova  analisi  superiore,  ne  viene 
che  tanto  le  rette,  quanto  le  curve,  come  qualsivoglia  altra 
grandezza  si  posson  considerare  come  il  risultamelo  di  una 
infinità  di  primitive  elementari  infinitesime  particelle;  quindi 
anco  le  curve  in  queste  dottrine  vengono  cons7?frerate  come 
risultanti  da  tanti  infinitesimi  archi,  o  particelle  di  curve. 
Ma  questa  maniera  di  considerar  le  curve,  non  vuole  esser 
confusa  con  un’  altra  dottrina  per  niun  conto  rigorosa,  quella 
cioè  di  credere  che  i  lati  infinitesimi  della  curva  coincidano 
rigorosamente  con  le  loro  corde  sottoposte,  poiché  quest’ ul¬ 
tima  illazione  oltre  al  riuscire  estranea  alle  dottrine  del  cal¬ 
colo  superiore  riesce  anco  sicuramente  erronea,  e  coincide 
coll'opinione  o  pensamento  antico,  che  le  curve  siano  poli¬ 
goni  di  infiniti  lati,  imperciocché  questa  sì  fatta  sconvenienza 
di  idee,  conduce  niente  manco  che  alla  piena  distruzione  della 
curva  che  si  imprende  ad  esaminare  ed  a  voler  determinare. 

Ora  1’  analisi  superiore  e  le  dottrine  di  essa  non  inchiu¬ 
dono  questa  sconvenienza  per  verun  conto. 

Questo  concetto  come  ognuno  intende  è  al  tutto  estraneo 
alle  dottrine  dell’ analisi  superiore,  e  sotto  un’altro  riguardo 
non  presenta  che  una  approssimazione  o  uu  metodo  di  ve¬ 
dere  molto  largo  ed  erroneo.  Poiché  questo  metodo  tende 
ad  appianare  la  via  a  poter  comparare  le  rette  alle  curve. 


—  499  — 

ma  in  modo  distruttivo  delle  ultime;  onde  è  che  forvia  dal 
rigoroso  metodo  di  ragionare.  E  se  questo  nostro  pensa¬ 
mento  sembrasse  alcun  poco  ardito,  diremo  che  questa  ma¬ 
niera  di  accostarsi  alle  curve  anzi  che  esser  alta  a  tor  di 
mezzo  le  difficoltà,  non  fa  altro  che  sospingere  il  pensiero 
nel  campo  dell’ infinito,  regione  per  noi  sempre  incompren¬ 
sibile,  senza  rimuovere  dall' animo  veruna  difficoltà  inerente 
alla  natura  del  ragionamento. 

Quindi  siccome  i  geometri  sogliono  scandagliare  il  corso 
delle  curve  comparandole  ai  lati  dei  poligoni  che  loro  m 
certo  modo  serrano  adesso  per  conoscerne  con  tal  mezzo 
tutto  il  loro  corso,  perciò  egli  è  chiaro  che  anco  la  qua¬ 
dratura,  o  la  misura  perfetta  dello  spazio  compreso  da  una 
curva  non  può  mai  esser  noto  se  non  per  approssimazione, 
e  tutto  al  più  grandissimo  o  sommo.  E  difalti  con  tutti  questi 
mezzi  non  si  fa  altro  in  sostanza,  che  scandagliare  e  deter¬ 
minare  alcuni  punti  della  curva,  e  non  mai  la  curva  me¬ 
desima.  Ed  in  verità  sia  finito  ed  anco  infinito  il  numero 
dei  punti  determinali  e  conosciuti  in  sul  cammino  di  una 
curva,  per  mezzo  delle  rette  alla  stessa  applicale,  questa 
cognizione  a  nulla  giova  riguardo  alla  verace  conoscenza  della 
curva,  perchè  questi  punti  non  possono  essere  al  contatto 
poiché  toccandosi  si  ridurebbero  od  un  solo;  e  separati  tra 
I'  uno  e  l'altro  giace  un  tratto  di  curva  che  i  punti  non  fanno 
conoscere  per  verun  modo;  dal  che  ne  viene,  che  attribuire 
alla  curva  ciò  che  si  sa  e  che  è  proprio  di  alcuni  punti  ad 
essa  comuni,  o  per  li  quali  essa  passa,  è  abbracciare  una 
filosofia  al  tutto  inesatta. 

I  punti  non  sono  la  curva,  quindi  le  ordinate,  che  pure 
poco  o  molto  sono  tra  di  loro  discoste,  non  segnano  nella 
curva  che  dei  puuti  ira  loro  discosti,  e  perciò  toccano  a  delle 
vicissitudini  alle  quali  spesse  volte  la  curva  può  non  avervi 
che  poca  parte.  Queste  vicissitudini  dipendono  dalle  condi- 
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zioni  alle  quali  a  noi  piace  di  sottoporre  le  coordinale  come 
vediamo  usarsi  nel  metodo  delle  ascisse  e  delle  ordinate,  delle 
quali  l'origine  è  da  noi  fissata  a  piacere,  ed  il  loro  anda¬ 
mento  è  da  noi  regolato  a  passi  finiti  o  infinitamente  pic¬ 
coli.  E  quest' ultima  ingegnosa  maniera  di  considerare  queste 
linee  procedenti  a  passi  infinitesimi,  serve  ad  accostarsi 
alla  curva  con  tanta  approssimazione  che  1* animo  nostro  non 
sa  ideare  di  più;  anzi  trovasi  condotto  al  limitare  dell' in¬ 
finita  vicinanza  che  per  esso  lui  quasi  distrugge  la  diffe¬ 
renza  c  pare  che  presenti  le  cose  cotanto  avvicinate  e  ciò 
quanto  si  può  desiderare  in  oggetto  di  approssimazione.  E 
dicesi  di  approssimazione  perchè  è  sempre  impossibile  che 
la  retta  si  identifichi  o  si  unifichi  con  la  curva. 

655.  Ognun  vede,  che  questo  metodo  di  scanagliare  e 
di  venir  in  cognizione  tanto  delle  curve  quanto  dello  spazio 
compreso  da  queste  linee,  sebbene  non  conduca  a  rigorosi 
evidenti  risullamenti,  guida  però  e  conduce  a  molla  e  grande 
approssimazione;  imperciocché  nel  corso  un  poco  regolare 
di  una  curva,  la  differenza  che  può  esistere  tra  un  latercolo 
rettilineo  di  una  lunghezza  infinitesima  e  V  arco  della  curva 
sovrapposto  allo  stesso  non  può  essere  che  tenue.  Tuttavia 
egli  è  certo,  che  questa  maniera  di  calcolare  le  curve  ed 
il  loro  spazio,  benché  la  migliore  e  V  unica  che  si  conosca, 
è  però  sempre  una  maniera,  che  ben  addentro  considerata, 
si  prescnia  estranea  alla  natura  della  curva  medesima,  per¬ 
ché  tutta  fondala  sopra  le  rette.  Più,  non  è  vero  che  le  curve 
rigorosamente  parlando  possano  essere  assomigliale  ai  poli¬ 
goni  di  infiniti  lati,  attesa  la  sempre  impreteribile  diversità 
di  loro  natura.  Difatti  il  rigor  dell'esattezza  manca  sempre 
per  intiero  in  quel  piccol  tratto  infinitesimo,  nel  quale  nò 
più  nò  meno,  che  in  qualsivoglia  tratto  finito  di  essa,  la  curva 
si  innalza  e  si  scosta  dalla  corda  o  dalla  retta  sottoposta. 
Siccome  però  in  lutti  i  metodi  questa  piccola  differenza  si 
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considera  come  infinitamente  piccola,  così  si  ritiene  che  quel 
•  poco  che  manca  al  rigore  dell'  esattezza  non  sia  capace  a 
rendere  diversi  o  sensibilmente  alterali  i  risultamenli  finiti, 
che  si  ottengono.  Tuttavia  è  cosa  per  sè  aperta  e  chiara, 
che  tutto  questo  risullamento  è  puramente  ipotetico  c  non 
mai  reale  concreto,  perchè  supposte  pienamente  tulle  que¬ 
ste  infinitesime  parli,  che  sono  razionalmente  da  noi  concepite 
e  soggettivamente  ammesse,  ma  non  mai  come  effettive.  Pa¬ 
rimenti  è  certo  che  non  può  esser  presentalo  che  per  modo 
approssimativo. 

C56.  Nè  giova  dire  (come  asseriscono  taluni)  che  sì  fatti 
risultamenli  siano  esatti,  perchè  da  tulli  si  considerano  come 
tali;  imperciocché  primamente  crederemmo  far  torto  alla  av¬ 
vedutezza  dei  geometri  col  ritenerli  persuasi  di  una  esattezza 
asserita  e  non  provala;  poi  perchè  l'ipotetico  risullamento 
qui  sopra  ricordato  non  può  mai  esser  ritenuto  per  vero 
e  reale  e  rigoroso,  stante  che  tra  l'ipotesi  cd  il  reale,  passa 
sempre  infinita  distanza  o  differenza;  e  finalmente,  perchè 
la  approssimazione  è  sempre  stala  all'in  lutto  diversa  dalla 
rigorosa  realità.  Che  poi  noi  non  abbiamo  alcun  altro  mezzo 
migliore  di  accostarci  alla  cognizione  delle  curve  e  dello 
spazio  da  esse  contenuto,  questo  è  vero,  ma  altrettanto  non 
monta  un  frullo  per  aver  diritto  a  considerare  per  buono 
v  e  rigoroso  un  sì  fatto  mezzo  di  cui  si  parla.  Leibnilz  e  New¬ 

ton  quando  si  appigliarono  al  partilo  di  dire ,  che  le  dot¬ 
trine  della  loro  scoperta  si  assomigliavano  a  quelle  degli 
antichi  si  ingannarono  doppiamente,  e  perchè  le  antiche  dot¬ 
trine  non  avevano  alcuna  miglior  prova,  e  perchè  non  con¬ 
tenevano  nemmen  quella  delle  dottrine  nuove. 

I  moderni  trascurando  un  infinitesimo  in  comparazione 
del  quanto  finito  si  mostrano  consentanei  a  sè  stessi,  per¬ 
chè,  come  abbiam  veduto  e  dimostralo,  ad  alterare  il  finito, 
non  vale  lo  infinitesimo.  Laddove  gli  antichi,  che  non  am- 
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mettevano  palesamento  questa  infinità  di  elementi  generatori 
infinitesimi,  volendo  considerar  zero  gli  ultimi  residui  pro¬ 
dotti  delle  diminuzioni ,  mancavano  anco  della  prova  del- 
I*  incapacità  in  cui  trovavasi  questo  residuo  di  alterar  il  finito; 
i  riguardo  alle  curve  anco  il  calcolo  differenziale  si  asso¬ 
miglia  al  metodo  antico,  perchè  tutte  le  equazioni  che  si 
chiamano  equazioni  alle  curve,  sono  in  sostanza  equazioni 
che  presentano  i  rapporti  e  l'andamento  delle  linee  rette  che 
seguono  le  curve:  perciò  anco  il  calcolo  superiore  che  ap¬ 
plica  a  queste  equazioni  le  sue  variazioni  infinitesime  in 
questo  si  appoggia  precisamente  ed  unicamente  alle  linee  rette. 

657.  Una  cosa  però  assai  degna  di  osservazione  per  la 
filosofia  di  questa  parte  delle  matematiche,  si  è  che  nel  fondo 
e  nella  sostanza  dei  ragionamenti  che  siamo  sin  qui  venuti 
esponendo,  sta  riposta  la  spiegazione  sino  a  quest'ora  da 
nessuno  compiutamente  appalesata,  cioè  che  quel  infinitesimo 
che  manca  al  rigore  dell' esattezza  non  è  capace  di  accre¬ 
scere  o  diminuire  il  risultamento  finito,  e  perciò  non  vale 
a  turbare  il  rigore  dell'esattezza  finita;  quindi  è  manifesta 
la  ragione  per  la  quale  il  calcolo  differenziale  presenta  (ap¬ 
plicato  che  sia,  alle  dimostrazioni  geometriche  elementari) 
dei  risultamene  o  esatti  o  dall' esattezza  non  discosti  per 
quantità  finita,  circostanza  tutta  propria  e  conforme  alla 
filosofia  italiana  di  Galilei. 

Ritornando  però  alle  equazioni  delle  curve,  siccome 
queste  esprimono  delle  sole  proprietà  delle  linee  rette  appli¬ 
cale  alle  curve,  cosi  sotto  questo  riguardo  anco  il  calcolo 
differenziale  risolve  dei  problemi  o  delle  equazioni  di  linee 
rette,  e  non  s'accosta  alla  verace  cognizione  delle  curve, 
che  per  quel  tanto  che  loro  si  avvicinano  queste  rette,  av¬ 
vicinamento  però  portato,  secondo  le  dottrine  del  calcolo 
differenziale,  ad  una  approssimazione  di  cui  non  esiste  una 
più  grande  possibile  per  le  nostre  attuali  cognizioni. 
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Non  dimentichiamo  però,  che  in  queste  ricerche  con¬ 
cernenti  Io  infinito,  non  dobbiamo  pretendere  di  comprendere 
pienamente  ogni  cosa,  ma  ci  conviene  limitarci  a  dedurne 
quelle  induzioni  che  sembrano  legittime  e  derivanti  dalla  no¬ 
zione,  che  noi  ci  possiamo  formare  di  questo  incompreusi- 
bile  concetto.  Chi  si  scosta  da  queste  giuste  precauzioni  si 
getta  nella  oscurità,  ed  entra  in  un  labirinto  senza  via  di 
uscirne. 

G58.  Si  fa  accusa  a  Newton  di  aver  introdotto  nelle  dot¬ 
trine  dell’ analisi  pura,  concetti  e  nozioni  tolte  dalla  mecca¬ 
nica,  ed  attinte  da  Galilei,  ma  questa  accusa,  prescindendo 
dalle  parole  non  è  fondala.  Lo  spazio,  il  moto,  la  velocità» 
che  egli  prende  in  considerazione  nel  suo  trattato  delle  flus¬ 
sioni  sono  tutti  concetti  e  nozioni  pienamente  soggettive 
astrattissime,  e  perciò  al  suo  dire  non  rimane  di  meccanico 
altro  che  il  nome;  e  di  vero  tutte  le  sue  nozioni  sono  ri¬ 
vestite  della  proprietà  del  continuo,  e  quindi  esse  sono  e  si 
possono  considerare  quali  veraci  grandezze  geometriche. 

L'unica  cosa  che  si  sarebbe  desiderata  in  quel  gran 
uomo  è,  che  egli  si  fosse  un  poco  di  più  emancipato  da 
quelle  forme  meccaniche,  che  toccano  troppo  dichiaratamente 
alla  pratica,  sotto  la  quale  le  aveva  già  presentale  Galilei; 
poiché  laddove  all'italiano  servivano  mirabilmente  per  fon¬ 
dare  nuove  dimostrazioni  di  reali  meccaniche  dottrine,  nelle 
mani  dell’inglese  fanno  qualche  oIFesa  al  concetto  sogget¬ 
tivo,  sotto  del  quale  unicamente  possono  appartenere  alla 
nuova  analisi  superiore.  Così  v.  g.  Galilei,  dopo  aver  diviso 
e  considerato  il  tempo  come  risoluto  in  infiniti  istanti,  e 
dopo  aver  dato  queste  sublimi  dottrine  a  lai  tornava  acconcio 
e  sommamente  utile  applicare  subito  alla  pratica  questo  suo 
generale  insegnamento;  e  noi  vediamo,  che  egli  fa  incomin¬ 
ciare  il  moto  anco  reale  con  li  primi  istanti  del  tempo,  e 
con  le  prime  velocità  virtuali,  rispondenti  agli  infiniti  istanti 
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medesimi,  e  lo  faceva  terminare  con  lo  spegnersi  dell’  altimo 
istante  e  dell' ultima  velocità  virtuale,  ed  in  modo,  come  è 
detto  mini.  561  che  anco  questa  si  addalti  al  prescritto 
del  continuo.  Dietro  tali  considerazioni  il  moto,  il  tempo,  e 
la  velocità  di  valor  finito,  erano  considerati  come  somme  di 
infiniti  momenti  di  tempo,  di  istanti,  e  di  infinite  velocità 
virtuali. 

059.  Questi  erano  gli  altissimi  concetti  di  questo  sommo 
italiano,  e  noi  lo  vediamo  farne  felicissime  pratiche  appli¬ 
cazioni  all’ accelerazione  dei  gravi  cadenti,  all'  esplicazione 
del  colpo  di  percossa  infinitamente  più  potente  di  quello  di 
pressione,  e  alla  generazione  o  fermazione  di  ogni  mo¬ 
mento  finito  di  tempo,  consideralo  come  un  cumulo  indefi¬ 
nito  di  momenti  primitivi  appellali  anco  velocità  virtuali. 

In  questa  somma  di  momenti  minimi  in  cui  considerava 
diviso  il  tempo  finito  ed  il  moto,  trova  la  spiegazione,  come 
un  uomo,  arrivi  a  mettere  in  molo  la  gran  massa  di  un  peso 
enorme  quale  è  quello  delle  porle  del  Battistero  di  S.  Gio¬ 
vanni  in  Firenze;  le  quali  al  primo  sforzo  che  fa  la  vostra 
mano  per  muoverle,  non  vi  arriva,  e  spesso  ne  anco  al  se¬ 
condo  od  al  terzo,  ma  continuando  i  nostri  sforzi,  con  que¬ 
sti  replicati  e  riunenlisi  momenti  di  forza  viva  impressa  da 
parte  del  braccio,  si  vedono  alla  fin  fine  mettersi  lentamente 
in  moto  quelle  pesantissime  porte;  le  quali  benché  si  muo¬ 
vano  lentamente  tuttavia  quando  vengono  ad  urlare  nella 
soglia  della  porta,  che  non  possono  smuovere,  scaricano  con¬ 
tro  di  essa  sì  grande  momento  di  moto,  che  tutto  ne  trema 
l’altissimo  sovraposlo  edificio  di  quel  Battistero. 

640.  E  lasciando  di  tener  dietro  ad  altre  stupende  appli¬ 
cazioni  di  queste  dottrine  del  divia  Galilei,  osserveremo  in 
vece,  che  con  queste  sue  vedute  intellettuali  presentava  non 
solo  la  generazione  suggelliva  del  tempo,  del  molo,  dello 
spazio  ecc.  ma  dava  bella  e  fatta  la  più  precisa  idea,  che 
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si  possa  avere  anco  della  integrazione,  o  della  somma  di 
questi  infinitesime  parli  generatrici,  anzi  di  più  presentava 
delle  effettive  integrazioni  concrete  in  molte  sue  dimostra¬ 
zioni  relative  alle  scienze  meccaniche  astratte  e  reali. 

Onde  possiam  credere,  anzi  lo  dobbiamo,  che  egli  con 
la  risoluzione  di  tutte  le  grandezze  finite  in  infinitesimi  in¬ 
finiti,  ovvero  in  infiniti  indivisibili  stabiliva  la  dottrina  fon¬ 
damentale  del  calcolo  differenziale  ed  integrale,  con  la  di¬ 
mostrazione  per  sopra  più  che  un  indivisibile  comparato  al 
finito,  non  vale  a  mutarne  il  suo  quanto,  o  il  suo  valore 
finito,  ed  in  pari  tempo  provava  nella  sua  parte  più  infima 
il  principio  di  comparazione  tra  l’indivisibile  ed  il  finito,  e 
fondava  il  principio  che  dopo  fu  chiamato,  principio  del  cal¬ 
colo  differenziale.  Cose  tutte  che  noi  Italiani  dobbiam  aver 
care,  onde  venire  anco  in  cognizione  di  quanto  si  adonta-* 
nassero  dal  vero  alcuni  geometri  i  quali  incautamente  si  die¬ 
dero  a  credere,  che  il  merito  di  tutte  queste  elevate  dottrine 
fosse  tutto  esclusivo  di  Newton  e  Leibnitz. 

641.  Dopo  questa  incidentale  digressione  relativa  alle  dot¬ 
trine  italiane  ritornando  al  pensamento  di  Newton  noi  pos¬ 
siamo  comprendere,  che  egli  ha  dedotto  dalle  dottrine  di 
Galilei  conseguenze  che  da  quelle  non  discendevano.  Imper¬ 
ciocché  quesL'  ultimo  iniziava  bensì  il  molo,  come  ogni  altra 
grandezza  meccanica  e  geometrica  dal  suo  indivisibile  infi¬ 
nitesimo,  tuttavia  il  nostro  fiorentino  non  si  è  mai  permesso, 
e  non  ha  mai  nemmen  sognato  di  considerare  e  trattare  il 
suo  indivisibile  ne  come  evanescente,  nè  come  eguale  a  zero. 
E  nella  stessa  occasione  nella  quale  ha  insegnalo  che  uuo 
di  questi  indivisibili"  non  era  capace  di  alterare  lo  stalo  fi¬ 
nito  di  una  grandezza  finita,  lo  ha  fatto  in  modo  che  questa 
incapacità  del  suo  indivisibile  a  turbar  lo  stalo  finito  della 
grandezza,  la  deduce  tutta  e  per  intiero  dal  porre,  che  fa¬ 
ceva  l' indivisibile  in  confronto  di  una  infinità  di  questi  in¬ 
divisibili,  e  non  mai  in  altro  concetto,  num.  561. 
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642.  Tanto,  crediamo  possa  bastare  a  far  comprendere  pale¬ 
samento  che,  nè  gli  antichi,  nè  i  moderni  geometri,  non 
hanno  mai  avuto  un  ragionevole  appoggio  di  ammettere  l'e¬ 
sistenza  delle  quantità  evanescenti,  fondandosi  sopra  la  na¬ 
tura  e  la  proprietà  del  continuo,  nè  sopra  alcuna  escogitali 
legge  geometrica  procedente  all'infinito,  come  neppure  sopra 
la  sublimissima  idea  della  composizione  o  generazione  della 
grandezza  considerata  come  risultante  da  infiniti  indivisibili. 

Più,  quando  Newton  appoggiandosi  alle  dottrine  fisiche 
italiane  del  moto  dei  corpi,  nei  quali  questo  molo  effettiva¬ 
mente  si  spegne,  o  per  le  quali  realmente  il  moto  si  inge¬ 
nera  od  incomincia  ad  esistere,  pare  che  voglia  addossare 
tacitamente  alle  suddette  dottrine  il  concetto  delle  evanescenti; 
ma  questa  sua  maniera  di  pensare  non  è  che  una  malintesa 
induzione  ricavata  indebitamente  dalla  natura  del  continuo, 
ed  introdotta  nel  suo  modo  di  vedere,  quasi  che  1’  evane¬ 
scenza  fosse  una  verace  origine  del  principio  del  moto,  ov¬ 
vero  un  verace  finimento  del  medesimo.  Il  moto  pratico  ef¬ 
fettivo  pare  abbia  origine  e  principio  dalla  quiete,  e  fi¬ 
nisca  nella  quiete,  ma  intanto  il  principio  come  il  fine  del 
molo  non  si  può  iniziare  dallo  zero  nè  terminar  in  esso. 
Anzi  all' invece  la  ragione  nostra  esige  una  verace  iniziativa 
procedente  da  una  forza  viva  reale.  E  questo  bisogno  di  ini¬ 
ziativa  o  di  origine,  molli  geometri  come  pure  lo  stesso 
Galilei,  credono  possa  essere  una  parte  infinitesima  di  moto 
o  una  parie  indivisibile  di  esso;  ma  la  natura  della  proprietà 
del  continuo  pare  che  escluda  anco  questo  primo  passo  in¬ 
divisibile,  atteso  che,  converrebbe  in  questa  ipotesi  immagi¬ 
nare  che  di  fatto  tutto  d’ un  tratto  avesse  vita  questa  parte 
infinitesima;  ora  a  tanto  non  prestandosi  la  proprietà  del 
continuo,  ci  insinuerebbe,  che  anco  questa  parte  indivisibile 
avesse  vita  e  fosse  come  il  prodotto  di  altri  generatori  in¬ 
comparabilmente  minori,  e  questi  ultimi  egualmente  debbano 


aver  vita  da  altri  incomparabilmente  minori,  e  così  segui 
senza  fine,  num.  561. 

Siccome  però  noi  vediamo  il  moto  dei  corpi  finire,  questo 
fatto  deve  aver  suggerito  allo  inglese  il  concetto  della  eva¬ 
nescenza;  ma  l'evanescenza  è  cosa  tutta  soggettiva;  perchè 
egli  non  ha  mai  potuto  provare,  nè  alcuno  altro  può  mai 
provare,  che  il  moto  reale  si  spenga  passando  per  tutte  le 
diminuzioni  minime  corrispondenti  alla  legge  di  tutti  gli  im- 
piccolimenti  possibili  ed  attinenti  alla  natura  del  continuo; 
anzi  diremo  che  appare  mollo  più  probabile,  che  si  spenga 
invece  per  saltuari]  e  finiti  sopravegnenli  mordimeli  di  moto. 
Non  insisteremo  però  più  a  lungo  circa  queste  dottrine  per¬ 
chè  crediamo  siano  già  prima  d'ora  abbastanza  discusse  in 
questa  filosofia. 

643.  Ritornando  pertanto  in  sull' oggetto  principale  delle 
nostre  indagini,  pare  possiam  conchiudere,  che  la  ipotesi 
più  ragionata  costituente  il  principio  del  calcolo  differenziale 
sia  quella  del  Galilei,  perchè  più  semplice,  e  meglio  ragio¬ 
nala  di  quante  ne  sian  venute  in  mente  umana,  od  almeno 
in  sino  ad  ora  appalesate  per  iscritto;  perchè  col  pensa¬ 
mento  di  Galilei  si  evita  ogni  sconvenienza  di  idee  alla  quale 
sempre  traducono  le  serie  degli  antichi,  e  lutti  gli  altri  mezzi 
da  loro  escogitali  per  venire  in  possesso  della  infinitesima 
grandezza,  o  della  minor  di  ogni  data.  L'idea  galileana  si 
adatta  pienamente  alla  principale  proprietà  del  continuo,  ed 
anzi  ne  pare  la  più  semplice  e  spontanea  illazione  derivante 
dalla  proprietà  del  continuo  appropriala  alle  grandezze. 

Tuttavia  convien  sempre  confessare,  che  la  cognizione 
che  noi  possiamo  avere  dell'  indivisibile  infinitamente  piccolo 
o  dell' infinitesimo  è  sempre  proporzionala  alla  nostra  facoltà 
percipiente,  dalla  quale  siamo  guidati  ed  ajulali  a  concepire 
od  a  procacciarci  quest'idea;  onde  ne  viene  che  questa  no¬ 
zione  dell' infinitesimo  come  quella  dell' infinito,  è  sempre 
in  noi  incompleta  ed  imperfetta. 
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GAi.  Il  principio  pertanto  del  calcolo  differenziale  è  vero, 
perchè  qualunque  sia  la  comprensiva  nostra  circa  la  infini¬ 
tesima  parte  di  una  grandezza,  quest' ultima  però  per  co¬ 
mune  ipotesi  si  ritiene  e  si  considera  come  infinitamente 
minore  della  finita  grandezza:  dunque  nè  una,  nè  due,  nè 
dieci  di  queste  infinitesime  parli  possono  alterare  il  finito 
valore  della  grandezza  finita;  poiché  in  caso  potessero  otte¬ 
nere  altrettanto  sarebbero  e  non  sarebbero  infinitesime,  e  la 
grandezza  finita,  sarebbe  e  non  sarebbe  un  infinità  di  infi¬ 
nitesime  parti,  come  generalmente  si  suppone  e  soggettiva¬ 
mente  si  ritiene  da  tutti. 

Gli  oppositori  del  calcolo  differenziale  egualmente  clic 
i  loro  inventori,  non  si  sono  mai  collocati  in  questo  vero 
punto  di  veduta  intellettuale  riguardante  la  intrinseca  na¬ 
tura  di  questo  principio;  perciò  non  hanno  mai  potuto  sod¬ 
disfare  razionalmente  al  gran  quesito  seguente;  perchè,  cioè 
un  infinitesimo  sia  qualche  cosa  in  genere  di  grandezza  ed 
in  pari  tempo  si  possa  con  rigor  di  ragione  considerare  in¬ 
capace  di  accrescere  o  diminuire  una  grandezza  finita.  Ma 
se  gli  uni  e  gli  altri  avessero  ben  addentro  conosciuti  e  pon¬ 
derali  i  principii  qui  sopra  esposti  e  discoperti  da  Galilei , 
non  avrebbero  i  primi  osalo  contradire  il  principio  con  tanta 
ostinazione  come  han  fatto ,  ed  i  secondi  non  si  sarebbero 
abbandonali  a  dei  sutterfugii  poco  propni  e  poco  degni  dei 
grandi  geometri,  ed  in  pari  tempo  inetti  a  risolvere  le  diffi¬ 
coltà  loro  rinfacciate. 

Ed  acciò  che  questa  filosofia  la  quale  lenta  giustificare 
il  principio  del  calcolo  differenziale  sia  appieno  palese  ed 
appieno  intesa  ed  apprezzata,  si  osserva,  che  ammessa  la 
ipotesi  suggerita  dalla  nozione  del  continuo,  cioè  che  ogni 
data  o  supposta  grandezza  finita,  sia  ingenerala  da  una  in¬ 
finità  di  primi  principii  infinitesimi,  ella  è  cosa  fuor  di  ogni 
dubbio  che  manca  quasi  di  ogni  seniore  di  verace  valor  fi- 
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nito  ad  ognuno  di  questi  principii  generatori,  e  ciò  per  la 
ragione  che  ce  ne  vogliono  infiniti,  onde  così  essere  capaci 
di  formare  una  qualsivoglia  grandezza  finita;  dicesi  che  manca 
a  questi  infinitesimi  quasi  ogni  sentore  di  valor  finito,  per¬ 
chè  se  avessero  un  valor  finito,  allora  riunendosi  insieme  in 
numero  infinito  potrebbero  ritenersi  capaci  di  dar  vita  al- 
T  infinito.  Vero  è,  che  anco  T  unione  dei  finiti  non  può  pro¬ 
durre  lo  infinito,  tuttavia  pigliando  la  cosa  un  poco  alla  buona 
appare  che  una  infinità  di  finiti  presenti  un’infinito.  Per  altra 
parte  confessar  dobbiamo  che  anco  il  negare  a  questi  infi¬ 
nitesimi  ogni  valor  finito,  farebbe  apparire,  che  quando  tutti 
avessero  un  valore  finito  eguale  a  zero,  allora  il  finito  fosse 
per  risultare  da  tanti  zeri  il  che  pure  è  inamissibile.  Che 
restaci  dunque  a  pensare?  dobbiamo  alla  meglio  pensare, 
che  gli  infinitesimi,  ognuno  porti  con  sè  un’infinitesima 
parte  del  finito,  e  questa  infinitesima  parte  del  finito  dob¬ 
biamo  concepirla  o  idearsela  per  approssimazione,  atteso  che 
con  esattezza  non  si  può;  essendo  questo  infinitesimo  un 
concetto  che  supera  di  mollo  la  nostra  limitata  intelligenza. 
Intanto  è  evidente,  che  nè  uno,  nè  due,  nè  tre  possono 
formare  grandezza  finita,  e  così  aver  forza  di  alterare  il  va¬ 
lore  o  il  quanto  finito  di  una  grandezza  finita. 

Il  principio  adunque  soggettivo,  il  quale  pone  V  infini¬ 
tesimo  in  comparazione  del  fluito,  e  che  ammette,  l'infini¬ 
tesimo  come  una  variazione  di  questo,  è  un  principio  che 
contiene  la  piena  prova,  che  il  finito  non  cangia  staio  col¬ 
l'aggiunta  o  colla  sottrazione  dell’ infinitesimo.  D'onde  ap¬ 
pare  la  certezza  dell’enunciato  principio,  che  due  grandezze 
finite  le  quali  non  dilferiscano  tra  di  loro  che  per  una  gran¬ 
dezza  infinitesima,  queste  due  grandezze  sono  eguali  tra 
di  loro. 

645.  Nessuno,  che  noi  sappiamo,  tra  quelli  che  han  trat¬ 
tato  della  metafisica  o  della  filosofia  del  calcolo  differenziale 
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ha  profondamente  studialo  l' origine  soggettiva  dell'  infinite¬ 
simo,  o  dell*  indivisibile  galileano,  perciò  tutti  si  sono  lasciati 
sopraffare  dalle  difficoltà  promosse  contro  il  citato  principio. 
E  pure  intanto  che  generalmente  si  riconosce  per  cosa  cer- 
tificala*  che  un  infinità  o  un  numero  infinito  non  può  esser 
accresciuto  per  l’aggiunta  che  ad  esso  si  faccia  di  un  quanto 
finito,  pure  non  si  conosceva  che  per  simiglianza  di  posi¬ 
zione,  anco  le  difficoltà  contradicenti  il  principio  del  calcolo 
differenziale  si  ridicevano  a  distruggere  il  concetto  qui  sopra, 
cioè  il  più  aperto  che  noi  abbiamo  dell'  infinito. 

Noi  abbiam  veduto  che  Eulero  e  D’Alembert,  furono  di 
questo  numero,  l’ultimo  abbracciò  il  metodo  dei  limili,  ed 
il  primo  richiamò  a  vita  quello  delle  evanescenti. 

A  compimento  di  queste  dottrine  ci  rimarrebbe  a  ri¬ 
solvere  una  dimanda;  e  la  dimanda  è  questa;  se  un  infini¬ 
tesimo  non  turba  lo  stalo  del  finito,  perchè  uno  o  due  non 
fanno  grandezza  finita  per  piccola  che  sia,  convien  dunque 
che  questo  infinitesimo  per  sua  natura  sia  una  grandezza 
veramente  singolare,  giacché  a  formare  o  ingenerare  il  finito 
ce  ne  vogliono  infiniti?  Ora  questa  è  una  posizione  che  diffi¬ 
cilmente  si  comprende;  imperciocché,  o  la  supposizione  ar¬ 
dita  con  la  quale  si  considera  il  finito  risoluto  in  infinite 
parti,  ritiene  queste  minime  infinitesime  parli  fuori  dell'or¬ 
dine  finito  o  nò;  nel  primo  caso  non  si  conosce  nè  si  in¬ 
tende  come  delle  grandezze  fuori  dell'ordine  finito  produr 
possano  la  grandezza  finita;  di  fatti  l'idea  che  noi  abbiamo 
di  ogni  o  qualsivoglia  unione  è  sempre  di  tal  natura,  che 
nella  collezione  non  vediamo  che  riunite  e  contenute  se  non 
la  proprietà  ed  il  quantitativo  dei  componenti;  quando  adun¬ 
que  niun  sentore  di  finito  si  trovasse  nei  singoli  infinitesimi, 
in  qual  maniera  la  loro  unione  potrebbe  formare  il  quanto 
finito? 

Queste  riflessioni  spargono  e  ricoprono  di  non  poche 
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tenebre  la  prediletta  e  grandiosa  idea  della  risoluzione  della 
grandezza  in  parti  infinitesime;  ma  queste  oscurità  derivano 
dal  ragionare  che  facciamo  noi  intorno  alla  risoluzione  in¬ 
finita  della  grandezza  con  le  nozioni  tutte  proprie  della  quan¬ 
tità  finita.  Tuttavia  sotto  di  un'altro  aspetto  sr  comprende, 
che  una  divisibilità  infinita  è  estranea  ad  ogni  cangiamento 
della  quantità  divisibile,  ed  è  estranea  alla  natura  di  tutte 
le  sue  parti,  così  che  la  divisione  eflelliva  ed  anco  solo  ra¬ 
zionale  non  deve  privare  le  particelle  per  quantunque  mi¬ 
nime  o  infinitesime  della  proprietà  e  capacità  di  riunirsi  a 
ricomporre  la  quantità  da  cui  furono  state  staccate  con  la 
divisione  ideale;  e  quantunque  dopo  una  ipotetica  divisione 
infinita  sembri  che  le  infinitesime  siano  cacciate  fuori  del¬ 
l’ordine  finito,  pure  questo  deve  esser  tutta  nostra  illusione 
in  forza  della  quale  noi  trasmutiamo  contro  ogni  diritto  di 
ragione,  la  impotenza  di  nostra  mente  a  comprendere  tanta 
tenuità  della  grandezza  minima  con  la  niuna  entità  quanti¬ 
tativo,  imaginando  cioè,  che  ciò  che  per  piccolezza  non  si 
può  più  concepire  questa  sia  piccolezza  nulla,  o  zero  pic¬ 
colezza.  Non  attribuendo  adunque  alla  divisione  di  più  della 
sua  potenza,  la  qual  potenza  è  tutta  unicamente  ristretta  alla 
separazione  delle  parti  di  una  data  grandezza  siamo  sempre 
assicurati  che  le  infinitesime  possan  e  debbano  sotto  qual¬ 
sivoglia  'ipotetica  divisione  esser  capaci  di  riprodurre  il  fi¬ 
nito;  e  tanto  più  questo  ragionamento  si  fa  palese,  se  por¬ 
tiamo  il  pensiero  alla  considerazione,  che  se  questi  elementi 
non  avessero  dopo  infinita  divisione  ipotetica  conservata  la 
proprietà  di  ricomporre  il  finito,  questo  sarebbe  segno  evi¬ 
dente,  che  non  avevano  tale  proprietà  nè  anco  prima  e  per¬ 
ciò  che  indebilamente  od  assurdamente  si  sarebbero  ritenute 
e  considerate  quali  parti  supreme  elementari. 

Tutte  queste  sconvenevolezze  però  derivano  dalla  sup¬ 
posizione  assurda  in  sè  stessa  della  divisione  spinta  all’in- 
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finito,  al  qual  limile  ripugna  sempre  essa  possa  pervenire 
anco  in  idea,  e  quando  noi  vogliamo  per  capriccio,  o  per,  er¬ 
ralo  nostro  modo  di  vedere  introdurre  nel  nostro  ragiona¬ 
mento  un  elemento  assurdo  allora  siamo  sempre  circondati 
e  disturbali  continuamente  da  assurdità,  da  oscurità,  e  da 
inamissihili  illazioni.  Difalli  la  ipotesi  delfiufìnila  diyisibililà, 
conseguenza  legittima  della  natura  del  continuo,  traduce  l’a¬ 
nimo  in  faccia  a  delle  idee  che  non  vale  più  a  compren¬ 
dere,  e  lo  stesso  tentativo  di  ritorno  de!  pensiero  sui  pro- 
prii  passi  cioè  sopra  la  riunione  di  questi  infiniti  elementi 
ci  mette  in  faccia  dell'infinito  esso  pure  incomprensibile.  Ora 
la  sopra  ricordala  difficoltà  piglia  queste  due  ipotesi  da  quel 
solo  lato  che  appajono  semplici  ed  intelligibili,  ma  essendo 
però  ambedue  queste  ipotesi  anco  incomprensibili,  la  prima 
nostra  precauzione  filosofica  deve  esser  quella  di  non  ab¬ 
bandonarci  con  sicurezza  a  quel  poco  barlume  di  verità  che 
presentano.  Ed  in  fatti  l’infinito  e  l’ infinitesimo  meditati  da 
noi  sin  dove  ci  è  dato  di  poterli  conoscere 1  presentano  di¬ 
versi  aspetti  cioè  di  luce  e  di  oscurità.  Cosi  anco  nel  caso 
presente  relativo  alle  nozioni  contenute  nella  sopra  ricordata 
difficoltà  ci  pajono  chiare  due  cose  escludentisi,  cioè  che  se 
lo  stalo  o  il  valor  deirinfiuilesimo  non  fosse  alfin  lutto  fuori 
dell’ordine  finito,  certamente  che  poco  o  mollo  dovrebbe 
alterare  il  valor  della  grandezza  finita,  e  se  avesse  un  valor 
nullo,  certamente  che  nè  anco  la  riunione  di  una  infinità  di 
infinitesimi  o  di  zeri  non  saprebbero  produrre  un  qualsi¬ 
voglia  valor  finito.  Similmente  dato  anco  che  Y  infinitesimo 
avesse  qualche  valore  supremo  e  tenuissimo,  si  trova  una 
apparente  impossibilità  a  voler  credere,  che  possa  anco  in 
questo  sialo  alterare  il  valor  finito  della  grandezza,  perchè 
quest’  ultima  riuscendo  infinitamente  grande  in  compara¬ 
zione  dell’ infinitesimo,  sembra  impossibile  che  l’infinito  si 
possa  accrescere.  Anzi  quest'  ultima  idea  che  f  infinito  sia 


quello  che  non  si  può  più  accrescere  si  presenta  di  tanta 
evidenza,  che  nulla  di  più  chiaro  e  persuasivo  ;  imperciocché 
si  può  anco  francamente  asserire,  che  l' infinito  non  può 
esser  alterato  uè  anco  da  qualsivoglia  valor  finito  parlando 
in  generale;  nel  caso  poi  concreto  ogni  quantità  finila  essendo 
un'infinità  di  elementi  infinitesimi,  per  posizione  dei  nostri 
principiò  questa  non  può  mai  dall' infinitesimo  esser  accre¬ 
sciuta  o  diminuita. 

Prima  di  porre  fine  al  nostro  filosofico  ragionamento, 
riguardante  la  filosofia  dei  metodi  tulli  infinitesimali,  diremo, 
che  considerando  attentamente  l'indole  e  la  natura  loro  fa¬ 
cilmente  ci  vieti  veduLo  che  tulli  indistintamente  si  sforzano 
di  ripetere  la  rigorosa  loro  certezza  dalla  supposizione  che 
l' infinitesimo  sia  zero,  o  che  si  possa  avere  (piale  zero  la 
differenza  infinitesima,  che  impedirebbe  alle  quantità  finite  di 
non  poter  essere  rigorosamente  eguali.  In  quale  maniera  ognu¬ 
no  dei  ricordati  metodi  vi  arrivi,  lo  abbiam  già  detto. 

Ma  qui  osservar  dobbiamo,  che  tutti  i  melodi  infinite¬ 
simali  presentano  delle  applicazioni  le  quali  sono  meno  vere 
delle  induzioni,  che  ricavar  si  possono  dai  melodi  medesimi. 
E  qui  vogliamo  accennare  alle  applicazioni  di  questi  melodi 
adoperali  nella  misura  delle  curve  specialmente.  Poiché  tulli  i 
metodi  quando  li  applichiamo,  ovvero  quando  noi  li  estendiamo 
a  queste  applicazioni,  noi  in  allora  li  adoperiamo  per  com¬ 
parare  delle  grandezze  eterogenee  quali  sono  le  rette  e  le 
curve.  Ora  tutta  la  sconvenienza  delle  idee  derivante  da  questa 
eterogeneità  c  comune  a  tutti  i  melodi,  c  cjuesla  é  una  cosa 
sorpassala  da  tulli  ;  perchè  da  lutti  si  applicano  alle  curve 
in  onta  di  questa  difficoltà.  E  qualunque  esser  possa  il  valore 
che  dar  si  voglia  a  questa  larghezza  nell’uso  dei  metodi  > 
questa  tutta  per  iutiero  sussiste  e  milita  egualmente  contro 
tutti  i  metodi.  Di  qui  viene,  che  ove  un  metodo  applicato 
alle  grandezze  omogenee  riesca  di  indefinita  approssimazione, 
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applicato  alle  curve  poste  in  comparazione  colle  rette  riesce 
all' invece  di  manco  che  di  una  indefinita1  approssimazione. 

646.  Dopo  Eulero  nessuno  ha  messo  in  campo  un  metodo 
nuovo,  nessuno  ha  procurato  di  risuscitarne  un  vecchio,  per 
sostituirlo  alle  dottrine  del  calcolo  differenziale.  Solamente 
in  sul  finire  del  secolo  passato  ed  in  sul  principio  di  questo 
si  c  manifestato  il  desiderio  di  abbandonare  il  principio  del 
calcolo  differenziale  cercando  ridurre  le  dottrine  deir  analisi 
superiore  alla  pura  analisi  algebrica.  Arbogast  e  Lagrange, 
ne  sono  i  promotori.  Ma  essi  si  sono  smentiti,  perchè  hanno 
poi  avuto  ricorso  alle  dottrine  antiche,  e  precisamente  alle 
grandezze  minori  di  tutte  le  date,  il  qual  genere  di  gran¬ 
dezze  contiene  maggiori  difficoltà  che  non  ne  contenga  quello 
delle  grandezze  infinitamente  piccole.  Più  il  principio  delle 
minori  di  tutte  le  date  è  forse  più  lontano  dall"  algebra  finita, 
che  non  lo  sia  lo  infinitesimo,  perchè  considerava  come  zero 
la  grandezza  minor  d’ ogni  data  senza  nemmeno  averne 
determinata  con  sufficiente  precisione  la  di  lei  entità  ;  se  que- 
sto  non  è  che  indirettamente  sotto  l'aspetto  inconcludente 
che  in  tale  stalo  si  considera  come  non  più  divisibile.  Sono 
dunque  caduti  in  questa  sconvenienza  di  idee,  Lagrange  e 
tulli  i  fautori  delle  funzioni  analitiche  di  esso. 

647.  A  compimento  di  queste  nostre  osservazioni  ci  con¬ 
viene  riferire  e  ricordare  le  opinioni  di  quelli  che  hanno  ten¬ 
tata  una  filosofica  esplicazione  del  calcolo  superiore.  Ora  tra 
quelli  che  di  proposito  si  sono  occupali  della  esposizione 
filosofica  del  calcolo  differenziale  evvi  il  celebre  geometra 
Carnot,  il  quale  espose  i  suoi  filosofici  pensamenti  in  una 
operetta  intitolata:  Riflessioni  sopra  la  metafisica  del  cal¬ 
colo  infinitesimale.  Noi  tributiamo  a  questo  bravo  geometra 
moltissima  estimazione  per  le  sue  opere  matematiche,  e  spe¬ 
cialmente  per  quelle  che  riguardano  Parte  militare  della 
difesa  dei  luoghi  fortificati;  tuttavia  con  sincerità  dichiariamo 
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che  nella  succitata  operetta,  egli  ha  spiegato  assai  poca  fi¬ 
losofia.  Imperciocché  in  essa  non  manifesta  una  nozione 
precisa  ed  esatta  della  quantità  infinitesima,  giacché  soventi 
volte  la  confonde  con  la  grandezza  evanescente,  e  quello 
che  ancor  più  ci  sorprende  si  è,  che  parla  e  tratta  dell' in¬ 
finitesima  come  di  una  grandezza  di  natura  indeterminata, 
ed  altra  fiata  la  considera  come  di  natura  arbitraria  inde¬ 
terminata,  ed  alcun' altra,  come  una  illazione  del  metodo  dei 
limili;  cose  tutte  che  inchiudono  inconcludenti  supposizioni,  e 
se  fosse  possibile,  capaci  di  annullare  la  scoperta  del  calcolo 
differenziale. 

Egli  chiama  v.  g.  imperfette  le  equazioni  che  differi¬ 
scono  tra  di  loro  di  una  dx.  E  siccome  coll'integrazione  di 
queste  equazioni  contenenti  la  dx  si  risale  alla  funzione  od 
all’equazione  finita  cui  appartiene  la  variazione  dx,  così  a 
lui  sembra,  che  altrettanto  avvenga  per  compenso  di  errori. 
Ma  questo  pensamento  è  una  sua  gratuita  asserzione,  e  noi 
la  dichiariamo  anco  offensiva  alla  verace  filosofia  e  natura  del 
calcolo  differenziale  ed  integrale.  E  in  verità,  il  ritornare  dalla 
dx  alla  funzione  primitiva,  alla  quale  la  dx  si  è  supposta 
applicata,  io  questo  non  è  trascuranza,  nè  in  questo  avvi 
compensazione  di  errori.  Di  questa  nostra  opinione  se  ne  darà 
in  seguito  precisa  dimostrazione. 

648.  Se  il  benevole  lettore  si  richiamerà  a  memoria  i  ra¬ 
gionamenti  che  abbiamo  tenuti  sin  qui  intorno  alla  filosofia 
dell' analisi  sublime,  comprenderà  di  leggeri,  che  Carnot  non 
aveva  profondamente  meditalo  sopra  l'oggetto  del  quale  ha 
impreso  a  scrivere.  Di  fatti  egli  al  num.  22  dice:  =  Si  com¬ 
prendono  sotto  il  nome  di  quantità  infinitesimali  le  quantità 
infinite  o  infinitamente  graudi,  e  le  infinitamente  piccole  ;  tutte 
le  altre  si  chiamano  finite  —  E  nel  num.  23  prosiegue  : 
“Dunque  dire  come  si  pratica  comunemente,  che  V  infinito 
è  ciò,  che  non  ha  confini,  ciò  che  non  ha  limile,  o  di  cui 
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non  esiste  limilo,  è  darne  una  idea  semplice  e  fondala,  per¬ 
chè  in  falli  ie  quanlilà  hanno  tulle  per  limile,  le  uue  lo  zero, 
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le  altre  —  —  00  • 

0 

Ed  al  num.  40  scrive:  =  Le  quanlilà  infinitesimali, 
come  già  dissi,  non  sono  enti  chimerici,  ma  sono  semplici 
quanlilà  variabili,  caratterizzale  dalla  natura  del  loro  limile,  il 

I 

(piale  è  zero  per  le  infinitamente  piccole,  ed  è  —  per  le 

0 

infinitamente  grandi.  Si  posson  dunque  successivamente  at- 
iribuire  a  codeste  indeterminate,  come  a  tulle  le  quantità 
indefinite,  diversi  valori  arbitrami,  e  tra  questi  si  deve  te¬ 
nere  conto  dell'ultimo  che  è  zero  per  le  infinitamente  pie- 

,  \ 

cole,  ed  è  —  per  le  infinite 
0 

649.  Ommeltcndo  di  commentare  li  concetti  comuni,  e 
comunemente  espressi  nel  num.  22  di  questa  sua  opera, 
osserveremo  solamcute  che  ove  dichiara,  che  si  ha  un  idea 
semplice  e  fondala  de  IT  infinito,  quando  si  concepisca  esser 
quello  che  non  ha  limile,  egli  qui  altamente  si  illude,  per¬ 
chè  siccome  l'idea  o  il  concetto  del  finito  non  dipende  per 
verun  modo,  e  per  niuna  ragione  da  quella  del  suo  limile, 
per  simile  ragione  anco  quella  dell’  infinito  desumer  non  si 
deve  dal  proprio  limite  o  dalla  mancanza  di  esso,  perchè 
ognuno  sa,  che  l'idea  del  limite  è  quella  di  una  estrinseca 
relazione,  che  una  grandezza  qualunque  crescendo  e  de¬ 
crescendo  ha  verso  di  un'altra,  cui  crescendo  o  diminuendo  si 
avvicina,  la  qual  relazione  quanto  sia  lontana  dalla  idea  costi¬ 
tutiva  della  grandezza  ognuno  lo  intende;  anzi  il  limile,  se 
è  nolo,  non  serve  ad  altro  se  non  a  farci  conoscere  verso 
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quale  stalo  di  valore  la  grandezza  o  la  quantità  crescente 
o  decrescente  continuamente  si  accosti.  Non  fa  meraviglia 
che  Carnot,  si  perda  in  queste  magre  osservazioni  intorno 
alla  idea  dell’ infinito,  da  che  tenderebbe  a  comprovare  che 
noi  abbiamo  ina  idea  semplice^  e  fondata  dell'  infinito  desu¬ 
mendola  dalla  mancanza  del  limile. 

Imperciocché  niuna  via  esiste  (per  la  nostra  intelli¬ 
genza),  la  quale  possa  condurla  alla  cognizione  dell' infinito, 
e  le  vie  indirette  e  negative,  tra  le  quali  si  deve  annove¬ 
rare  la  mancanza  di  limile,  molto  meno  valgono  a  condur- 
vcla.  Poi  permettiamoci  apertamente  di  osservare,  che  nello 
sforzarsi  di  dedurre  la  nozione  della  grandezza  da  quella 
del  limite,  o  ciò  che  è  lo  stesso,  dedurre  la  nozione  della 
grandezza  da  una  estrinseca  relazione,  clic  essa  ha  con  un’al¬ 
tra,  è  una  maniera  quasi  sempre  antilogica,  perchè  la  gran¬ 
dezza,  non  die  la  di  lei  entità  è  intieramente  presupposta 
e  data,  in  questa  comparazione  o  relazione;  dal  che  ne  viene, 
che  in  questa  maniera  di  pensare  si  inverte  l'ordine  natu¬ 
rale  delle  cose,  pretendendo  desumere  l'idea  della  grandezza 
dal  limile  die  la  presuppone.  Poi  se  il  limite  fosse  un  dato 
capace  o  valevole  a  dare  un’  idea  della  quantità  ognuno  in¬ 
tende,  die  il  limile  essendo  aneli' esso  una  quantità,  esso 
medesimo  sotto  questo  riguardo  avrebbe  bisogno  di  derivare 
il  suo  quanto,  e  la  sua  idea  c  la  sua  nozione  da  un'altro 
limite,  e  così  via  saremmo  guidali  a  perder  di  vista  ogni 
mezzo  di  conoscere  le  grandezze,  atteso  che  collocheremmo 
tale  cognizione  come  riposta  in  fondo  ad  una  via  non  solo 
lunga  e  penosa  ma  interminabile  di  limili  determinanti  tutte 
le  grandezze. 

Nel  concetto  adunque  del  limite,  concetto  tulio  conte¬ 
nuto  e  consistente  in  questa  estrinseca  relazione  tra  due 
grandezze,  non  si  può  rinvenire  prova  alcuna,  ma  bensì  so¬ 
lamente  una  semplice  petizione  di  principio  (consideralo  tulio 
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questo  ragionamento  sotto  il  rispetto  di  voler  acquistare 
un’idea  adequala  della  grandezza,  deducendola  da  quella  del 
suo  limile). 

La  induzione  che  si  può  ricavare  dal  limite  non  si 
deve  estenderla  al  di  là  della  sua  propria  forza.  Esso  per 
questa  sua  relazione  estrinseca  non  può  manifestare  che  solo 
qualche  volta  qual  sia  il  valore  approssimativo  di  qualche 
grandezza,  che  si  avvicina  ad  esso  ma  anco  in  questo  caso 
sempre  imperfettamente  e  solo  per  approssimazione. 

Il  voler  dunque  persuaderci  che  la  mancanza  del  limite 
da  esso  lui  attribuita  all' infinito  serva  a  darci  di  questo 
un’idea  chiara  e  fondata  questo  è  pensamento  ripieno  di 
sviste;  primamente  la  mancanza  di  confine  o  di  limite  è  idea 
negativa  la  quale  non  può  somministrare  veruna  fondata  co¬ 
gnizione  positiva  dell'infinito,  tanto  più  che  tutto  questo  non 
è  relativo  che  a  noi  e  non  all' infinito  medesimo.  Forse  al¬ 
cuno  dirà  che  il  pensamento  di  conoscere  le  grandezze  de¬ 
ducendo  la  loro  misura  dal  limite  ò  metodo  giusto,  perchè 
si  assomiglia  al  metodo  di  conoscere  le  grandezze  compa¬ 
randole  ad  una  data  e  nota  misura.  Ma  osserviamo  che  questo 
non  si  verifica  riguardo  al  limite;  perchè  colla  comune  mi¬ 
sura  si  determina  bensì  una  grandezza,  venendo  a  conoscere 
quante  volle  essa  contenga  questa  comune  misura;  nel  li¬ 
mite  all' invece  la  facenda  procede  diversamente  perchè  esso 
non  manifesta  che  una  approssimativa  misura,  cioè  quando 
una  grandezza  se  gli  avvicina  indefinitamente  senza  però  mai 
adequarlo  compiutamente. 

Forse  alcun  altro  soggiungerà,  che  per  mancanza  di  limile 
il  filosofo  francese  ha  inteso  significare,  che  V  infinito  è  co¬ 
tanto  maggior  del  finito,  che  non  esiste  alcuna  grandezza 
finita  la  quale  possa  stargli  a  petto,  e  far  così  le  veci  di 
suo  limite. 

Ma  si  osserva  che  una  nozione  di  questa  natura,  ovvero 
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il  voler  considerare  a  questo  modo  l'infinito  è  la  stessa 
cosa,  che  escludere  dal  suo  concetto  ogni  senior  di  limite, 
e  quindi  è  invertere  tutto  l'ordine  delle  sue  Riflessioni,  nelle 
quali  al  contrario  vorrebbe  guidarci  all’idea  dell’infinito  de- 
duceùdola  dalla  mancanza  del  limite.  Poi  prescindendo  da 
questa  osservazione  la  quale  è  meglio  diretta  contro  la  ri¬ 
portata  opinione  che  si  vorrebbe  attribuire  a  Carnot  ,  che 
coDlro  questo  stesso  filosofo,  perciò  diremo  che  siccome  una 
sì  fatta  istanza  riducesi  a  dirci,  che  lo  infinito  supera  ogni 
grandezza,  cosi  è  perditempo  il  voler  cercare  di  averne  idea 
semplice  ed  adequata.  Al  nurn.  40  asserisce:  che  la  infini¬ 
tesima  non  è  quantità  chimerica;  ed  in  questo  conveniamo, 
che  abbia  tutta  la  ragione,  perchè  nessuno  V  ha  giammai 
qualificala  per  chimerica,  ma  solamente  quantità  ideale,  sog¬ 
gettiva.  Che  poi  le  grandezze  infinitamente  piccole  siano 
delle  semplici  quantità  variabili  caratterizzale  dalla  natura 
del  loro  limile  questa  è  una  asserzione  che  non  si  può  in¬ 
tendere  con  facilità,  e  perchè  parlando  del  carattere  della 
grandezza  infinitamente  piccola,  Tepileto  di  variabile  le  riesce 
affatto  estraneo  al  concetto  di  infinitamente  piccola,  quindi 
ella  è  questa  una  espressione  che  considerala  qual  epiteto 
qualificativo  della  infinitesima,  è  all'in  lutto  fuor  di  proposito 
ed  improprio.  In  seguito  dopo  questa  stessa  definizione  pro¬ 
sieguo  a  volerci  dare  ad  intendere  che  il  carattere  della  in¬ 
finitesima  deriva  e  dipende  dal  limite;  il  qual  limite  appunto 

1 

è  zero  per  le  infinitamente  piccole,  ed  è  —  per  le  infinite. 

0 

Qui  non  ripeteremo  ciò  che  già  ripetutamente  abbiam  detto 
della  sconvenevolezza  di  idee  che  ci  presentano  coloro  che 
hanno  voluto  ammettere  lo  zero  come  limile  delle  quantità 
diminuite  o  impiccolite.  Quello  che  qui  si  può  pensare  circa 
questa  sua  maniera  di  parlare  si  è,  che  in  queste  sue  sen- 
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lenze  non  si  rinviene  veruna  filosofia,  nè  veruna  convenienza 
di  idee.  In  falli  qual  caraitere  può  imprimere  all’infinilesima 
lo  zero?  Ogni  idea  di  limile  inchiude  la  idea  di  grandezza 
comparala  a  grandezza  o  la  idea  di  ragione  o  di  rapporto, 
idea  Ira  grandezze  costanti  e  variabili,  e  per  dir  breve  idea 
affatto  aliena  allo  zero  anzi  evidentemente  esclusa  dallo  zero. 
1 

In  oltre  dice  che  —  è  il  limile  delle  quanlilà  infinitamente 

0 

grandi;  il  che  riesce  nulla  meno,  che  a  dire,  che  l'infinito 
è  il  limite  dell*  infinito,  concetto  che  quanto  poco  sia  degno 
del  geometra  che  lo  pronuncia  non  si  dura  fatica  a  inten¬ 
derlo.  Poi  ella  è  una  bella  figura  quella  che  fa  questa  pro¬ 
posizione  con  quella  poc’  anzi  ricordata  dal  medesimo  autore* 
cioè  che  la  mancanza  di  ogni  confine  e  d’ogni  limite  som- 
ministra  un'idea  semplice  ed  adequala  dell' infinito! 

Dove  poi  in  questo  medesimo  paragrafo  si  dimostra  di 
un  modo  di  pensare  assai  singolare  si  è  quando  egli  attri¬ 
buisce  tanto  alla  quantità  infinitesima  quanto  alla  infinita  il 
carattere  di  quantità  indeterminale  ed  indefinite,  suscettibili 
perciò  di  diversi  valori  arbitrarli,  gli  ultimi  de'quali  valori 

1 

per  l'infinitesima  è  lo  zero,  e  per  l'infinita  è  — .A  dire 

0 

candidamente  quello  che  ne  appare  riteniamo,  che  questa  ma¬ 
niera  di  dire  inchiuda  tale  e  tanta  confusione  di  idee  per 
cui  non  si  ravvisa  in  essa  nemmeno  il  primo  seniore  di  fi¬ 
losofica  rettitudine,  anzi  incliniamo  a  credere,  che  questo 
geometra  quando  scriveva  tali  cose  avesse  il  suo  animo  di¬ 
stratto  e  divagalo  in  qualche  altro  pensiero;  e  in  vero  sen- 
i irsi  a  dire  che  rinfinilesima  parie  è  una  quantità  indetermi¬ 
nala  e  suscettiva  di  diversi  valori,  e  che  l'infinito  è  pari¬ 
mente  grandezza  indeterminata  e  capace  di  diversi  valori , 
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F  ultimo  solo  de"  quali  è  — ,  ella  è  lai  maniera  di  parlare, 

0 

die  se  questa  non  si  voglia  ascrivere  a  sbadalezza,  certa¬ 
mente,  che  dovremmo  confinare  questo  stato  del  suo  animo 
tra  gli  immaginarli  e  gli  impossibili  di  quel  bravo  geometra. 

Poco  dopo  accenna  ad  una  infinitesima  sensibile  poi  ad 
una  infinitesima  assoluta,  e  fa  che  Y  ultima  sia  limite  della 
prima;  finalmente  soggiunge:  —  che  bene  si  possono  rite¬ 
nere  nel  calcolo  anco  delle  quantità  che  svaniscono,  e  che 
in  certo  modo  sono  nulle,  perchè  anco  nella  geometria,  si 
ritiene  e  si  mette  in  computo  il  punto  geometrico,  il  quale 
ha  zero  dimensioni,  vale  a  dire  se  ne  parla  e  se  ne  tratta 
nelle  linee  ove  è  zero  lunghezza  e  così  via  via  — .  Bella 
figura  diciamo  noi,  che  fanno  nel  calcolo  le  quantità  nulle, 
quando  esse  vi  facciano  l'ulììeio  che  il  punto  fa  nelle  gran¬ 
dezze  geometriche!  Dove  ò  in  geometria  che  sia  posto  a 
computo  o  a  calcolo  il  punto  geometrico.  Tutti  i  geometri 
si  servono  della  parola  punto,  per  esprimere  un  sito,  un 
luogo,  e  per  questo  si  dirà  che  essi  lo  pongono  a  calcolo, 
e  che  lo  ritengano  grandezza  o  lineare,  o  superficiale,  od 
altro  ? 

Ma  non  entriamo  in  più  minuto  esame  delle  dottrine  spie¬ 
gale  da  questo  geometra  in  tale  mal  pensata  sua  ope¬ 
retta,  e  questo  si  faccia  a  fine  di  nou  sprecare  il  tempo 
inutilmente.  Basta  dire,  che  egli  procura  di  giustificare  lutti 
i  melodi  infinitesimali,  cerca  ravvicinarli,  ed  unificarli,  ma 
col  suo  dire  li  confonde  tutti,  e  li  oscura  tulli  nella  loro 
piu  importante  parte  della  filosofia. 

G50.  Collabo ,  bravo  geometra  italiano  ha  dato  alla  luce 
una  memoria  intitolala:  Identità  del  calcolo  differenziale  con 
quello  delle  serie  ovvero  il  metodo  degli  infinitamente  pic¬ 
coli  di  Leibnizio  spiegalo  e  dimostralo  colla  teorica  delle 


funzioni  di  Lagrange.  Dalle  dottrine  esposte  e  diffusamene 
in  questa  sua  operetta  si  viene  a  conoscere  facilmente,  che 
egli  non  aveva  una  giusta  e  filosofica  nozione  delle  infinite¬ 
sime  grandezze,  nè  del  calcolo  differenziale  nè  di  quello 
delle  funzioni  analitiche;  imperciocché  la  natura  del  calcolo 
differenziale  è  al  tutto  estranea  all’idea  ed  alla  nozione  delle 
serie,  e  quando  vi  fosse  identità  tra  questi  due  oggetti,  in 
allora  la  scoperta  del  calcolo  differenziale  non  sarebbe  che 
apparente;  atteso  che  le  serie  erano  note  e  pienamente  co¬ 
nosciute  anco  avanti  questa  scoperta.  E  quando  questo  geo¬ 
metra  avesse  saputo  dimostrare  questa  identilà  avrebbe  anco 
dimostrato  che  la  scoperta  del  calcolo  di  cui  trattasi  non  fu 
che  apparente.  Poi  Cobalto  doveva  ben  distinguere  la  forma 
materiale  architettonica  delle  serie,  considerata  superficial¬ 
mente,  dall’intrinseco  significato  delle  serie  medesime;  poiché 
allora  avrebbe  anco  riconosciuto,  che  quando  Leibuizio  di¬ 
scopriva  il  calcolo  differenziale  si  appoggiava  bensì  qualche 
volta  alle  serie,  ma  introduceva  nelle  serie  in  luogo  della 
variazione  finita  una  variazione  dx  infinitesima. 

In  questa  posizione  ed  in  questo  concetto  unicamente  stava 
riposta  tutta  la  sostanza  del  calcolo  differenziale;  il  che  vuol 
dire ,  che  ricercare  come  fa  quel  geometra  di  ravvisare 
una  identità  del  calcolo  differenziale,  con  quello  delle  serie, 
è  disconoscere  da  capo  a  fondo  tutta  la  dottrina  e  la  so¬ 
stanza  di  questo  calcolo. 

Parimenti  si  vede  esser  stalo  un'altro  suo  grave  equivoco 
quel  che  lo  ha  condotto  a  crederlo  identico  con  le  funzioni 
analitiche  di  Lagrange;  perchè  le  funzioni  analitiche  secondo 
la  dichiarazione  del  medesimo  Lagrange  non  contengono  e 
non  esprimono  che  grandezze  finite,  ed  il  calcolo  differen¬ 
ziale  non  risguarda  e  non  contiene  come  suo  oggetto  prin¬ 
cipale  se  non  delle  grandezze  infinitamente  piccole;  la  di¬ 
stanza  adunque  che  passa  tra  la  grandezza  finita,  e  la  iufi- 
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nitesima  è  precisamente  quella  che  indica  la  distanza,  o 
meglio  la  infinita  differenza  che  passa  tra  la  dottrina  delle 
funzioni  analitiche,  e  quella  del  calcolo  superiore  di  cui  si 
tratta;  infatti  la  variazione  j  nelle  serie  di  Lagrange  è  finita, 
nelle  serie  di  Leibnitz  la  dx  è  infinitesima,  perciò  Collabo 
tenderebbe  con  questo  suo  dire  a  provare  che  j  ~  dx,  in¬ 
tanto  che  la  prima  è  finita  e  la  seconda  infinitameule  pic¬ 
cola;  sconvenienza  di  idee  tanto  manifesta  che  nulla  più! 

Collabo  se  avesse  ben  meditalo  la  dottrina  delle  fun¬ 
zioni  analitiche  avrebbe  veduto,  che  Lagrauge  quando  ha  vo¬ 
luto  cavore  qualche  costrutto  dalle  sue  funzioni  finite,  fu 
costretto  da  necessità  a  dare  alla  sua  variazione  j  finita  un 
valore  minor  di  ogni  data;  il  che  conduceva  Lagrange  su 
la  via  della  contraddizione,  in  quanto  che  aveva  in  principio 
delle  funzioni  analitiche  dichiarato  espressamente,  che  la  sua 
teorica  era  iadipendente  da  ogni  idea  di  infinitamente  pic¬ 
coli,  di  limiti,  di  prime  ed  ultime  ragioni,  e  di  minori  di 
tutte  le  assegnabili  ecc.;  quindi  facendo  poi  la  sua  j  minor 
di  ogni  data  usciva  di  strada,  e  toglieva  alle  sue  funzioni 
il  prestigio  che  intendeva  di  dare  ad  esse.  Più  doveva  pen¬ 
sare  che  Lagrange  facendo  la  sua  variazione  j  indeterminata, 
per  poterla  poi  render  suscettibile  del  valore  di  una  minor 
di  ogni  data,  veniva  col  fatto  a  dimostrare,  che  la  sua  j  non 
poteva  esser  comparala  e  certamente  mai  riuscire  identica 
con  la  dx  di  Leibnitz  pienamente  determinala. 

651.  Quando  volessimo  indagare  in  via  al  lutto  incidentale 
quale  sia  stato  il  motivo  che  ha  indotto  Collabo  in  sì  alto 
inganno,  dovremmo  necessariamente  pensare  che  egli  fu  se¬ 
dotto  dall' identità  della  forma  materiale  delle  serie  lagran- 
giane  con  le  leibniziane;  non  badando,  che  la  forma  delle 
serie  dipende  dalle  operazioni  adoperate  nello  svolgere  le 
funzioni  in  serie  (ogni  qual  volta  però  si  tratta  di  funzioni 
comuni  ordinarie),  alla  qual  circostanza  non  avendo  posta 
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attenzione  sufficiente,  egli  s'è  dato  a  credere,  che  E  identità 
della  forma  materiale  del  calcolo  annunciasse  anco  identità 
di  principi!  ed  identità  di  significato  nelle  serie. 

Ma  die  importa  mai  questa  materiale  rassomiglianza 
intanto  che  la  stessa  serie,  che  contiene  le  differenziali  ha 
una  significazione  indefinitamente  diversa  da  qualsivoglia  altra 
di  forma  simile  ma  contenente  la  variazione  j  finita? 

Serva  a  maggiore  dilucidazione  un  piccol  esempio;  sia 
il  puro  binomio  (a -h  d)2  sviluppalo  in  serie,  cioè  espresso 
per  a* +  2  ad  -b  d2;  e  se  vogliamo  togliere  alle  lettere  che 

10  compongono  lo  sialo  indeterminato,  sia  ai=8  e  A~A> 
Noi  avremo  82  -b  2*  8*  4  ~b  42  —  444;  ove  ognuno  vede 

11  rapporto  dei  termini  sotto  ogni  riguardo.  Ora  facciamo 
che  nel  binomio  (a-bdx)2  sia  la  d  =  dx  allora  avremo 
(  a  -b  dx  )2  zz  a2  -b  2  a  dx  -b  dx2. 

Ciò  posto  chi  dicesse  che  lasciando  a  -4- d  finite  ed  in¬ 
determinate,  ehi  dicesse  che  i  termini,  ed  i  valori,  o  il  si¬ 
gnificalo  di  questi  due  piccoli  e  semplici  sviluppamene  fos¬ 
sero  identici,  non  moverebbe  a  riso  i  geometri? 

Eppure  è  cosa  cerla,  che  avendo  innalzalo  al  quadrato 
il  binomio  (  a  -b  d  ),  col  puro  mezzo  della  moltiplica,  la  forma 
del  quadrato  svolto  in  serie  considerata  materialmente  è  una 
istessa  ed  identica;  eppure  intanto  è  anco  cosa  certificala 
che  il  significalo  ed  il  valore  del  consecutivo  rapporto  dei 
termini  è  infinitamente  diverso  nei  due  sviluppamene! 

Go2.  Antonio  Conti  in  una  operetta  intitolata  :  Deila  vera 
esposizione  dei  calcolo  differenziale  saviamente  si  dimostra 
mal  soddisfatto  dei  ragionamenti  di  Carnol  da  noi  poco  fa 
ricordali.  Ma  quando  si  accinge  alla  filosofia  del  calcolo  da 
lui  dello  leibniziano,  pare  che  si  occupi  più  del  materiale 
delle  forinole  di  questo  calcolo,  che  della  filosofia  che  pre¬ 
sentano.  In  falli  si  intrattiene  a  ridurre  la  soluzione  di  al¬ 
cuni  problemi  risoluti  col  metodo  di  Lagrange  alla  sempli- 
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cita  con  la  quale  si  risolvono  col  calcolo  differenziale.  Questo 
però  non  interessa  nè  direttamente  concerne  la  filosofìa  dei 
due  melodi,  ed  i  due  metodi,  essendo  sostanzialmente  di¬ 
versi  nelle  loro  dottrine,  si  vede  bene,  che  anco  una  mede¬ 
sima  semplicità,  che  presentassero  nella  forma,  questa  non  può 
nè  unificarli,  nè  può  lare  che  abbiano  una  identica  filosofia. 

La  j  nel  calcolo  di  Lagrange,  non  può  divenire  iden¬ 
tica  con  la  dx  del  calcolo  leibniziano,  se  non  cangiando  il 
significato  di  ambedue,  ovvero  indentilìcando  ciò  che  infini¬ 
tamente  è  diverso. 

653.  Brunacci  in  una  sua  memoria  diretta  all' Accademia 
delle  scienze  di  Padova  in  risposta  al  seguente  programma  da 
essa  proposto  ai  dotti:  zz  In  che  differisca  veramente  la  me¬ 
tafisica  del  calcolo  sublime  del  Lagrange  dalla  metafisica  dei 
metodi  anteriori.  Qual  sia  il  grado  della  sua  superiorità;  se 
e  come  questa  possa  ridursi  alla  semplicità  degli  altri  me¬ 
todi,  massimamente  del  leibniziano,  tanto  nelle  applicazioni 
puramente  analitiche,  quanto  nelle  geometriche  e  meccani¬ 
che  ~  ;  Brunacci ,  diciamo,  rispondendo  a  questo  pro¬ 
gramma,  si  studia  di  esporre  questa  metafisica,  ma  lo  fa 
nel  modo  il  più  triviale  ed  inetto  che  si  potesse  adoperare. 
Il  quesito  a  primo  aspetto,  ha  un'apparenza  di  importanza, 
ma  ben  ponderalo  non  si  presenta  molto  degno  del  sapere 
dei  membri  dell' Accademia,  che  lo  hanno  proposto.  Per  ve¬ 
race  ossequio,  che  noi  portiamo  a  questa  celebre  Accademia 
ometteremo  di  farne  minuta  analisi,  e  solamente  ci  permet¬ 
teremo  di  osservare  che  i  proponenti  il  quesito  non  pote¬ 
vano  ignorare,  che  Lagrange  ridueendo  tutta  la  sua  analisi 
all'algebra  comune,  e  poscia,  contro  la  sua  dichiarazione, 
ricorrendo  al  principio  delle  minori  di  tulle  le  date,  e  ten¬ 
tando  con  queste  mal  composte,  anzi  sconnesse  nozioni,  di 
surrogare  la  metafisica  del  calcolo  differenziale,  Lagrange, 
diciamo  noi,  non  proponeva  una  nuova  metafisica  del  cal- 
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colo  sublime,  ma  esibiva  una  metafisica  antica,  anzi  la  più 
vecchia  di  tulle  le  imaginale  dai  geometri  antichi;  quindi 
non  si  può  comprendere  qual  pensamento  abbia  guidalo  i 
proponenti  il  quesito  espresso  nel  programma  citato,  di  di¬ 
mandare  cioè  in  che  differisca  la  metafisica  del  calcolo  su¬ 
blime  di  Lagrange  da  quella  dei  metodi  anteriori  ;  giacché 
lanto  facendo  uso  dell’algebra  comune,  quanto  adoperando 
il  metodo  delle  quantità  minori  di  tutte  le  date,  Lagrange 
non  usava,  nè  proponeva  alcuna  metafisica  sua  propria,  e 
molto  meno  una  metafisica  di  calcolo  sublime. 

Più,  i  membri  del  corpo  accademico  non  potevano  igno¬ 
rare,  che  nei  calcoli  di  Lagrange  la  variazione,  che  serviva 
anco  allo  sviluppamento  delle  funzioni  in  serie  era  indicata 
generalmente  dalla  sua  j,  quantità  indeterminala,  laddove 
nei  calcoli  di  Leibnilz,  si  additava  con  la  dx  pienamente 
determinala  ed  infinitesima.  Perciò  riducendo  il  quesito  al  con¬ 
creto  confronto  delle  dottrine  o  posizioni  lagrangiane  con 
quelle  leibniziane,  si  veniva  a  domandare  con  esso,  in  che 
differiva  una  variazione  semplice  indeterminala  espressa  per 
j,  da  una  variazione  pienamente  determinata  espressa  per  dx 
e  precisamente  infinitesima. 

654.  Quando  Brunacci  avesse  ben  ponderato  il  programma 
e  ciò  che  in  esso  si  domandava,  certamente  che  avrebbe 
dato  di  capo  in  queste  osservazioni,  e  sopra  di  esse  si  sa¬ 
rebbe  falla  strada  a  trattare  del  quesito  con  quella  filosofia 
della  quale  era  suscettivo.  Ma  non  curiamoci  di  ciò,  che  pure 
doveva  fare  e  non  ha  fatto;  veniamo  a  ciò  che  egli  ci  pre¬ 
senta  nella  succitata  memoria.  Egli  incomincia  a  ricordare 
i  principii  fondamentali  del  calcolo  leibniziano,  (e  per  appa¬ 
lesare  la  sua  erudizione,  che  egli  fa  comparire  sotto  il  mo¬ 
desto  pretesto  di  pienamente  corrispondere  al  quesito  )  ci  mette 
sott'  occhio  anco  il  metodo  dei  limiti  di  D’ Alembert  quello 
delle  evanescenti  di  Eulero,  e  quello  delle  flussioni  di  New- 
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tou.  Ma  dopo  aver  copiali  succinlainente  i  principi!  di  lutti 
questi  melodi  anteriori  a  quello  di  Lagrange,  venendo  a  que¬ 
sto  ultimo,  anzi  che  esporre  precisamente  la  filosofia  o  la 
metafisica  sopra  la  quale  si  regge,  nulla  dice  di  tutto  questo. 
Eppure  ognun  comprende,  che  la  metafisica  di  Lagrange 
doveva  esser  precisamente  manifestata  ed  esposta,  tanto  per 
poterla  confrontare  con  la  metafisica  degli  altri  metodi,  quanto 
per  bisogno  di  farla  conoscere  al  pubblico,  giacché  nessun 
scrittore  di  polso  aveva  fatto  ancora  altrettanto;  tuttavia  Bru- 
nacci  ci  lascia  digiuni  di  questa  esposizione,  intanto  che  que¬ 
sta  mancanza  rendeva  impossibile  un  fondalo  e  ragionato 
giudizio  concernente  il  programma. 

655.  Per  formarci  una  idea  del  modo  col  quale  egli  espone 
il  calcolo  di  Leibnitz  riportiamo  le  sue  parole  islesse,  quali 
si  leggono  nella  pag.  21  §  27  delia  Memoria  di  cui  par¬ 
liamo.  Questa  esposizione  ci  farà  conoscere  indirettamente 
con  quanta  poca  filosofia  il  sullodato  geometra  siasi  acco¬ 
stato  a  risolvere  il  quesito  deirAccademia  di  Padova.  Es¬ 
sendo  il  calcolo  differenziale  quel  calcolo  il  quale  ci  inse¬ 
gna  a  trovare  il  secondo  termine  dello  sviluppo  di  una  qua¬ 
lunque  funzione  y  zz  ^  (x)  in  serie  ordinala  secondo  le 
potenze  di  dx  aumento  indeterminato  qualunque,  quando  si 
pone  x  -f-  dx  in  vece  di  x  ;  sia  che  questa  funzione  y  sia 
data  esplicitamente  in  x,  o  lo  sia  implicitamente,  cioè  di¬ 
penda  da  una  relazione  tra  x  ,  y  ne  segue  che  il  differen- 

/<iy\ 

ziale  i  —  I  dx  esprimerà  ciò  che  realmente  è,  cioè  il  se- 

\dx/ 

condo  termine  dello  sviluppo  di  <£  (x  ~h  dx)  ordinato  per 

le  potenze  di  dx:  che  I  — ^  dx  +-  4  —  I  dy,  esprimerà 
\dx/  \dz/ 

ciò  che  è  realmente,  cioè  V  aggregato  del  secondo  termine 
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nello  sviluppo  di  i’  (x  -f-  rlx  ,  y)  c  del  secondo  (erraiue 

nello  sviluppo  di  «f»  (x  ,  y  -t-  dyj;  e  die  infine  ©  dx 

✓ 

dy  —  o  esprimerà  la  relazione  che  necessaria¬ 
mente  esser  vi  debbe  tra  questi  due  secondi  termini,  quando 
ira  le  variabili  x ,  y  vi  è  l'equazione  <P  (x.  y)  o.  In 
quella  equazione  differenziale  la  dx  esprime  l'aumento  inde¬ 
terminato  della  x,  e  dy  esprime  il  differenziale  di  y,  cioè 
j|  secondo  termine  dello  sviluppo  della  stessa  y  secondo  le 
potenze  di  dx  quando  in  essa  porremo  x  -f-  dx  per  x  — 
G56.  E  nel  num.  28  prosieguo:  ~ -.L'esposizione  da  me 
fatta  dei  principii  sopra  i  quali  è  fondalo  il  calcolo  diile¬ 
renziale,  ampiamente  risponde  alla  prima  parte  del  problema 
proposto  dall’ Accademia,  cioè:  ~  In  che  differisca  vera¬ 
mente  la  metafisica  del  calcolo  sublime  del  sig.  Lagrange 
dalla  metafisica  dei  metodi  anteriori 

G57.  Prima  di  far  parola  del  metodo  del  calcolo  diile¬ 
renziale  quale  risulta  dalla  sua  esposizione,  ci  è  necessario 
di  riportare  quaulo  esso  dice  esponendo  il  calcolo  sublime 
di  Lagrange  da  lui  d-etto  delle  funzioni  analitiche .  Egli 
dunque  scrive:  =  Indicalo  per  w  un  qualunque  aumento 
di  x  se  una  funzione  qualunque  ❖  (x  w)  si  sup¬ 
pone  sviluppata  secondo  le  potenze  di  w ,  onde  abbiasi 
(x  H-  w)  ~  cj»  (x)  +  P  w  -f-  Q  w2  -h  ecc.,  al  coeffi¬ 
ciente  P  che  è  ancora  esso  una  funzione  di  x ,  Lagrange 
dà  il  nome  di  funzione  prima.  Lagrange  poi  la  indica  con 
la  stessa  funzione  primitiva,  contrassegnata  con  un'apice  in 
questa  maniera  4>  (x)1;  cosi  P  —  (x)*. 

G58.  E  se  per  y,  z,  u  ecc.  sono  indicale  altrettante  fun¬ 
zioni  di  x,  le  loro  funzioni  prime  si  denotano  per  y‘,  z1,  u1  ecc.. 
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e  queste,  altro  non  sono,  clic  i  coeflìcienli  della  prima  po- 
lenza  di  w  negli  sviluppi  in  serie  delle  funzioni  priiniLive 

x,  7,  u,  ccc.,  quando  in  esse  la  variabile  x  che  le  compone, 

divenisse  x  -4-  \v.  Il  calcolo  delle  funzioni  analitiche  con¬ 
siste  nella  ricerca  di  queste  funzioni  prime,  cioè  nella  ri¬ 
cerca  dei  suindicati  coeflìcienli  e  delle  proprietà  di  essi. 

Se  ora  abbiasi  una  funzione  di  due  variabili  4*  (x,  y), 
c  siano  queste  indipendenti  Ira  loro,  se  considerasi  costante 
la  y  ,  la  di  lei  funzione  prima  4»  (x ,  y)1  sarà  (giusta  il 

dello)  il  coefficiente  di  w  nello  sviluppo  di  4»  (x  -f-  w,  y), 

c  se  considerasi  costante  la  x  la  funzione  prima  sarà  il 
coefficiente  di  0  nello  sviluppo  di  Q  (x ,  y  +  0)  indi¬ 
cando  per  0  l'aumento  di  y.  Questa  funzione  prima  si 
denota  con  'I*  (x ,  y)(  ponendo  l’apice  al  basso  della  fun¬ 
zione.  Dunque  una  funzione  primitiva  di  due  variabili  ha 
due  funzioni  prime  #  (x,  y)1;  4>  (x,  v),  queste  due  fun¬ 
zioni  prime  sono  i  due  coeflìcienli  P  ,  Q  nello  sviluppo  4> 
(x  H-  \v,  y  +  0)  —  (x ,  y)  -f-  P  w  -f-  Q  0  ec.  come 
è  facile  a  vedersi  zz. 

G59.  Poi  estende  queste  dottrine  alle  equazioni  tra  x  ed 

y,  ecc.  poi  lilialmente  al  num.  24  pag.  47  conchiude  coshzz 
Il  calcolo  delle  funzioni  analitiche  dà  nascila  al  calcolo 
differenziale,  col  quale  in  buona  sostanza  non  è  che  la  me¬ 
desima  cosa.  Per  vedere  tutto  questo  indichiamo  per  dx 
1’  aumento  indeterminato  w  della  variabile  x,  aumento  che 
può  indicarsi  con  qualunque  segno,  c  di  più  chiamiamo  diffe¬ 
renziale  di  una  funzione  4»  (x)  la  sua  funzione  prima  mol¬ 
tiplicata  per  quell’  aumento  indeterminato  di  x.  Questo  difl’e- 
renzialc  allora  sarà  rappresentato  per  P  dx  ovvero  per  4» 
(x)1  dx,  e  sondo  P  dx  il  secondo  termine  dello  sviluppo 
di  4>  (x  -t-  dx)  secondo  le  potenze  di  dx);  e  se  il  diffe¬ 
renziale  di  una  funzione  si  indica  al  solito  per  la  stessa  fun¬ 
zione  preceduta  dal  d,  avremo  d  *1»  (x)  zz  4»  (x)1  dx,  ovvero 

34 
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indicando  per  y  una  qualunque  funziono  di  x  ,  s*  avrà 
dy  z=  v,  dx. 

GGO.  Poi  al  num.  28  pag,  22  seguo,  =  Il  calcolo  su¬ 
blime  del  sig.  Lagrange,  cioè  il  calcolo  delle  funzioni  ana¬ 
litiche,  sopra  cui  ò  fondato  il  differenziale,  ù  un  ramo  di 
algebra  ordinaria  giacché  egli  non  considera  la  quantità  sotlo 
altro  aspetto  che  quello,  sotto  del  quale  le  riguarda  la  geo¬ 
metria  e  l’algebra;  non  le  confronta  tra  loro  in  oltre  situa¬ 
zioni  clic  in  quelle,  nelle  quali  le  confronterebbe  la  geometria; 
non  prescrive  sopra  di  esse  se  non  clic  delle  operazioni  al¬ 
gebriche  del  medesimo  genere  di  quelle  che  si  fanno  per 
clcvaro  a  potenza,  o  per  estrarre  la  radice;  in  somma  non 
abbisogna  di  niun  principio  nuovo,  ed  a  lui  bastano  quei 
principii  e  quelle  convenzioni  che  danno  nascita  all  algebra 
ordinaria.  Si  può  quindi  concludere  che  niun'allra  metafisica 
avvi  nel  calcolo  differenziale  appoggialo  al  calcolo  delle  fun¬ 
zioni,  che  quella  metafisica  dell’algebra  ordinaria,  la  quale 
esprimendo  lutti  i  rapporti  per  segni  universali,  facile  ne 
rende  il  calcolo,  nel  tempo  stesso  che  lo  generalizza.  La 
metafisica  del  calcolo  sublime  di  Lagrange  lascia  nell’animo 
una  convinzione  perfetta  della  di  lei  esattezza.  Il  calcolo  diffe¬ 
renziale  basato  sopra  gli  altri  principii  forma  una  scienza 
separala  dall’  algebra  giaccbò  in  essa  quei  principi*  non  av¬ 
viene  mai  che  si  incontrino 

661.  Ilo  voluto  riferire  alcuni  passi  concernenti  le  pre¬ 
cipue  prove  o  T  esposizione  clic  Brunacci  arreca  parlando 
della  metafisica  del  calcolo  sublime  di  Lagrange.  Ma  a  dire 
la  verità  richiamando  a  memoria  anche  solo  alla  buona 
quanto  sin'  ora  siamo  venuti  esponendo  intorno  la  filosofia 
delle  matematiche,  ed  in  particolare  dei  diversi  melodi  si- 
n'ora  esaminati  nella  parte  più  difficile  ed  elevala  di  essi,  ognu¬ 
no  con  facilità  si  può  accorgere  anzi  può  largamente  com¬ 
prendere,  che  Brunacci  sapevo  poco  innanzi  intorno  la  me- 
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iafisica  del  calcolo  sublime;  anzi  conoscerà  clic  parlava  in 
modo  da  desiare  un  sentimento  di  impazienza  in  chi  Io 
legge  con  cognizion  di  causa. 

Tocchiamo  adunque  solo  alcune  principali  sviste  che  sono 
in  questo  suo  dettato.  E  primamente  osserviamo,  che  è  una 
forzata  e  grandissima  improprietà  quella  che  adopera  cioè 
di  appellare  la  dx  un  aumento  indeterminato  qualunque 
della  x ,  mentre  che  tutti  sappiamo  che  la  nozione  della  dx 
è  per  1’  uomo  la  nozione  più  precisa  e  pienamente  determi¬ 
nala  che  esista;  giacché  la  dx  è  sempre  stata  adoperala  per 
indicare  la  differenziale  della  x,  o  la  infinitesima  parte  ideale 
della  x.  In  secondo  luogo  si  presenta  al  tutto  peregrina  la 
definizione  che  egli  dà  del  calcolo  differenziale,  quando  dice, 
e  con  serietà!:  “  essendo  il  calcolo  differenziale,  quel  cal¬ 
colo,  il  quale  ci  insegna  a  trovare  il  secondo  termine  dello 
sviluppo  di  una  qualunque  funzione  y  —  *1»  (x)  in  serie 
ordinala  secondo  de  potenze  di  dx  —  Imperciocché  a  dire 
la  verità  altrettanto  non  si  è  mai  sentilo  da  alcuno;  perchè 
la  deduzione  o  il  ritrovamento  del  secondo  termine  in  tutti 
gli  indefiniti  sviluppamene  delle  funzioni  in  serie  si  cono¬ 
sceva  prjma  ciré  nemmeno  si  prevedesse  la  scoperta  del 
calcolo  differenziale.  Più,  quando  un  geometra  voglia  consi¬ 
derare  la  famiglia  presso  che  innumerevole  delle  funzioni, 
clic  si  possono  sviluppare,  dando  alla  variazione  un  valore 
qualunque,  allora  vede  ancora  che  il  calcolo  differenziale  non 
sarebbe  buono  a  dare  lo  sviluppo  se  non  nel  solo  caso  di 
un  valor  unico  quale  è  quello  infinitesimo  della  dx.  Onde 
anzi  che  esser  il  calcolo  differenziale  quello  che  insegna  a 
rinvenire  il  secondo  termine  in  ogni  sviluppamene,  risulterebbe 
esser  quello,  che  lo  indicasse  in  un  solo  caso  unico;  seb¬ 
bene  anco  in  quest’unico  caso  è  all’ in  tutto  falso,  e  onnina¬ 
mente  falso,  che  sia  il  calcolo  differenziale,  che  insegna  a 
rinvenire  il  secondo  termine,  giacche  la  filiazione,  la  natura, 


ed  il  variare  delle  potenze,  c  insomma  lutto  quello  che  esiste 
nelle  funzioni  sviluppale,  tulio,  intieramente  tulio,  dipende 
dalla  natura  della  funzione,  e  segnatamente  dalle  operazioni 
elementari  note  impiegale  a  dar  vita  o  a  produrre  lo  svilup- 
pamento.  Così  nel  binomio  di  Newton  il  secondo  termine  dalla 
l'unzione  sviluppata  clic  è  poi  moltiplicalo  per  la  dx  lutto 
assolutamente,  è  il  prodotto  della  moltiplica  impiegata  a  pro¬ 
durre  questo  sviluppamenlo;  dal  che  ne  viene,  che  al  cal¬ 
colo  differenziale  è  affatto  estranea  la  virtù  attribuitagli  da 
Brunacci,  cioè  che  sia  quel  calcolo  che  ci  insegna  a  trovare 
il  secondo  termine;  e  ciò  è  tanto  palese  che  se  vorremmo 
domandare  a  tutti  indistintamente  i  conoscitori  degli  elementi 
d'algebra,  lutti,  nessuno  eccettuato,  ci  assegnerebbero  il  se¬ 
condo  termine  del  binomio,  e  quello  di  indefinite  altre  fun¬ 
zioni  sviluppale. 

In  quanto  all’esempio  di  calcolo,  che  arreca  in  questo 

dx 

luogo  e  che  è  — dx  mi  pare  che  meriti  di  esser  appellato 

dy 

colle  sue  proprie  parole,  che  esprìme  ciò  che  esprimono  tulli 
gli  alivi  calcoli  di  questo  genere ,  e  col  riguardo  che  sia 
la  y  funzione  della  x,  circostanza  che  in  questo  caso  non 
può  che  complicare  le  idee. 

Similmente  non  sappiamo  comprendere  perchè  nella  dif¬ 
ferenziale  della  equazione  «£  (x,y),  egli  dica  che  la  dx  esprime 
un  aumento  indeterminato  della  x,  e  parlando  della  dy  dica 
che  questo  esprime  la  differenziale  di  y,  cioè  (come  replica) 
il  secondo  termine  dello  sviluppo  della  stessa  y  secondo  le 
potenze  di  dx,  quando  iu  detta  funzione  poniamo  x  -b  dx 
in  luogo  della  x.  Di  fatti  questo  suo  discorso  c  senza  alcuno 
giusto  concetto,  c  quello  che  più  imporla  non  ha  relazione 
alla  metafisica  del  calcolo.  Dicesi  che  non  ha  alcun  giusto 
concetto,  perchè  c  cosa  nota  a  lutti  che  nella  «f»  (x,y),  che 


egli  qui  fa  variare  per  parli,  ovvero  differenzia  in  riguardo 
alla  x,  e  poi  riguardo  alla  y,  è  cosa  noia  dico  a  lutti  che 
insino  a  tanto  che  la  x  e  la  y  sono  nella  funzione  collocale 
in  una  identica  situazione,  il  dire  come  egli  ha  fallo  poc’anzi 
che  la  dx  è  un  aumento  indeterminalo  di  x  e  che  la  dy  è 
la  differenziale  di  y  è  un  parlare  sì  ripieno  di  sbadelezza, 
che  si  dura  fatica  a  credere  che  sia  stato  proferito  da  un 
geometra  per  altra  parte  coltissimo,  come  era  Brunacci.  Poi 
dopo  avere,  e  con  poca  esattezza,  espresso  il  metodo  dei 
limili,  delle  evanescenti  e  degli  infinitesimi,  soggiunge:  ~ 
L’esposizione  da  me  falla  dei  principii  dei  metodi  sopra  dei 
quali  è  fondalo  il  calcolo  differenziale  ampiamente  risponde 
alla  prima  parte  del  problema  proposto  dall’  Accademia  :  cioè  in 
che  differisca  la  metafisica  del  calcolo  sublime  di  Lagrangc  dai 
melodi  anteriori.  Poiché  una  sì  fatta  esposizione  ci  ha  schie¬ 
rate  soli’ occhio  le  metafisiche  di  questi  diversi  melodi,  le 
quali  appunto  consistono  in  questi  diversi  principii 

La  commissione  deJJ! Accademia  doveva  avere  presente 
ciò,  che  si  trova  nella  teorica  delle  funzioni  analitiche  di 
Lagrange,  vogliamo  dire,  doveva  aver  presente  all’animo,  che 
Lagrange  quando  ha  voluto  ricavare  anco  il  più  piccolo  co¬ 
strutto  dalle  -sue  formolo  puramente  algebriche  ha  dovuto 
ricorrere  al  metodo  infinitesimale  di  Euclide,  cioè  della  mi¬ 
nor  di  ogni  data,  e  così  ha  dovuto  trasmutare,  o  meglio  in¬ 
finitamente  alterare  le  sue  forinole  algebriche  introducendo 
in  esse  delle  considerazioni  superiori  e  attinenti  non  all’al¬ 
gebra  comune  e  finita,  ma  attinenti  invece  bene  o  male,  al- 
1' analisi  sublime;  ed  è  per  questo  che  la  commissione  aveva 
posto  nel  programma  in  che  differisce  i  analisi  sublime  di 
Lagrange,  dai  melodi  anteriori  cioè  dai  metodi  di  analisi 
sublime  c  non  da  quelli  di  pura  analisi  algebrica,  perciò  do¬ 
veva  anco  rigettare  e  non  premiare  questa  Memoria.  Ma  Bru¬ 
nacci  non  ha  consideralo  il  quesito  sotto  questo  riguardo, 


che  alla  fin  fine  era  l'unico  sotto  del  quale  il  metodo  di 
Lagrange  si  appalesava  sublime,  perciò  noi  nou  sapremmo 
in  qual  maniera  si  possa  ritenere,  che  Brunacci  avesse  in¬ 
teso  la  dimanda  dell' Accademia;  e  di  fatti  come  tra  poco  ci 
renderanno  convinti  le  sue  stesse  parole,  non  ha  consideralo 
le  funzioni  che  puramente  sotto  raspollo  del  lato  algebrico 
comune.  Non  ha  nemmeno  tentato  il  paragone  del  metodo 
Euclideo  cui  ricorre  Lagrange,  e  sotto  questo  aspetto  non 
ha  menomamente  risposto  al  quesito. 

062.  Nè  possiamo  darci  a  credere,  che  egli  ignorasse  le 
dottrine  d* Euclide  che  questi  ha  adoperato  quando  ha  voluto 
tentare  la  comparazione  delie  linee  rette  con  le  curve,  per¬ 
chè  alla  pag.  3  riporta  il  famoso  principio  euclideo,  del 
quale  ne  abbiamo  parlato  assai  a  lungo;  dal  qual  principio 
si  crede  indurre,  che  ogni  grandezza  finita  può  esser  ridotta 
a  diventare  minore  di  ogni  data  quantità.  Ma  egli  su  questo 
punto  presenta  un’idea  al  tutto  erronea,  cioè  che  il  principio 
di  Euclide  sia  identico,  anzi  sia  lo  stesso  principio  che  fonda 
il  metodo  delle  esauslioni!  Pigliando  poi  in  considerazione 
quanto  egli  soggiunge  resteremo  sempre  vie  maggiormente 
convinti,  che  nulla  ha  fatto  per  la  soluzione  del  problema, 
e  di  più  che  non  dà  a  divedere  di  aver  letta  ed  intesa  l'o¬ 
pera  delle  funzioni  analitiche,  imperciocché  esso  scrive:  ~  Il 
calcolo  delle  funzioni  analitiche  sopra  cui  è  fondalo  il  cal¬ 
colo  differenziale,  è  un  ramo  dell'algebra  ordinaria.  Il  che 
vuol  dire,  che  l'algebra  è  il  calcolo  sublime  di  Lagrange!  — 
Cosi  con  questo  ultimo  piccol  tratto  più  gremito  di  sviste 
die  di  parole,  chiude  il  suo  dire  al  lutto  inconcludente. 

Unicamente  osserveremo  che  così,  anzi  clic  sciogliere 
quel  nodo  che  l’Àceademia  ravvisava  nel  problema ,  esso  in¬ 
vece  dà  di  spalle  allo  stesso ,  e  fa  che  V  Accademia  abbia  pro¬ 
posto  un  quesito  senza  significazione.  Il  far  riflettere  che  la 
metafisica  del  calcolo  sublime  di  Lagrange  (cioè  la  pura 


—  555  — 

algebra  ordinaria)  lascia  nell'animo  una  convinzione  perfetta, 
questa  era  alPin  lutto  cosa  inutile;  finalmente  conchiuderomo 
pregando  la  gioventù  a  conservar  la  stima  a  questo  celebre 
scrittore  di  matematica,  ma  a  non  leggere  questa  sua  Me¬ 
moria,  nè  il  suo  Trattato  dell' Ariele  Idraulico,  perchè  onderà 
confusa  nelle  idee,  come  pure  farà  bene  a  non  studiare  la 
filosofia  del  calcolo  sublime  nel  suo  trattalo,  che  ci  dà  di 
essa  nella  sua  opera  grande. 

G63.  Ci  convien  fare  un  cenno  anco  di  un’ altro  scrittore  di 
filosofia  malematica,  cioè  del  Lafonlainc,  geometra  francese, 
il  quale  in  una  sua  opera  intitolala:  Elementi  della  geometria 
deli  infinito,  nella  seconda  sezione,  ove  parla  della  grandezza 
infinitamente  grande,  e  precisamente  nel  num.  82  scrive 
quanto  segue:  ~  Ciò  che  per  essenza  è  suscettivo  del  più 
c  del  meno,  non  perde  niente  della  suà  essenza  ricevendo 
questo  più  e  questo  meno,  del  quale  esso  è  suscettivo.  Ora 
la  grandezza  è  per  essenza  sua  suscettiva  del  più,  e  del 
meno;  dunque  la  grandezza  non  perde  della  sua  essenza  ri¬ 
cevendo  questo  più  e  questo  meno;  dunque^cssa  è  ancora 
suscettiva  egualmente  del  più  e  del  meno;  dunque  essa  è  sempre 
suscettiva  del  più  e  del  meno;  dunque  essa  lo  c  sempre 
senza  fine  o  all* infinito  =.  Ed  al  num.  83  soggiunge:  zz 
Poiché  la  grandezza  è  suscettiva  di  aumento  senza  fine,  se 
la  può  concepire  accresciuta  un’infinità  di  volle,  cioè  fino 
a  tanto  che  sarà  divenuta  infinita.  E  in  falli  egli  c  impos¬ 
sibile  elle  la  grandezza  suscettiva  di  aumento  senza  line,  sia 
nel  medesimo  caso,  confb  se  essa  non  fosse  suscettiva  senza 
line.  Ora  se  essa  non  lo  fosse  essa  resterebbe  sempre  finita. 
Dunque  essendo  suscettiva  di  aumento  senza  fine  essa  non 
può  restar  sempre  finita  o  ciò  che  c  lo  stesso  deve  divenire 
infinita  =.  E  al  num.  84  zz  Per  meglio  concepire  Io  infinito 
io  considero  la  serie  naturale  dei  numeri  dei  quali  l’  origine 
sia  zero  o  l’ unità.  Ciascun  termine  cresce  sempre  di  una 
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unità,  ed  io  vedo  clic  questo  aumento  è  senza  fine,  e  che 
per  quanto  grande  che  sia  il  numero  ove  io  sarò  arrivato, 

10  non  sono  più  vicino  alla  fine  della  serie  della  quale  il 
numero  dei  termini  sarebbe  infinito;  dunque  la  serie  natu¬ 
rale  ha  un  numero  di  termini  infinito. 

In  vano  si  direbbe  che  il  numero  dei  termini  che  la 
compongono  è  sempre  attualmente  finito,  ma  che  io  lo  posso 
sempre  accrescere.  Egli  è  ben  vero  che  il  numero  dei  ter¬ 
mini  clie  io  posso  attualmente  riandare  e  disporre  secondo 

11  loro  ordine  è  sempre  finito,  ma  il  numero  dei  termini  dei 
quali  la  serie  e  composta  in  se  stessa,  è  tuli' altra  cosa.  I 
termini  de"  quali  essa  ò  composta  in  sè  stessa  esistono  egual¬ 
mente  tulli;  e  se  io  la  concepisco  spinta  solamente  a  cento, 
io  non  do  a  questi  cento  termini  una  esistenza,  della  (piale 
siano  privali  lutti  quelli  che  sono  al  di  là  del  cento;  dun¬ 
que  lutti  i  termini  della  serie  benché  non  possano  tulli  in¬ 
sieme  essere  abbracciali  e  considerati  dal  mio  spirito,  sono 
però  egualmente  reali.  Ora  il  numero  n*è  infinito,  come  si 
è  provalo;  dunque  il  numero  infinito  esiste  tanto  realmente 
quanto  i  numeri  finiti  zz. 

G64.  I  geometri  son  tutti  consenzienti  nel  considerare  c 
definire  la  grandezza  finita  come  suscettibile  di  aumento  e  di 
diminuzione,  questo  scrittore  all’ invece,  considera  questa  ca¬ 
pacità  (inerente  alla  natura  medesima  della  grandezza  finita) 
come  essenziale ;  (piando  una  proprietà  si  dichiara  essen¬ 
ziale  in  un  ente  giusta  ogni  buona  filosofia,  esso  ente  non 
ne  può  esserne  spoglialo  mai,  ed  il  tentativo  di  spogliare  un'es¬ 
sere  de’ suoi  essenziali,  è  tentativo  distruttivo  dell’ ente.  Ora 
qual  è  la  induzione  da  esso  lui  credula  legittima,  clic  ricava 
da  questa  essenziale  proprietà  della  grandezza  finita?  Eccola: 
dunque  essa  lo  è  senza  fine  o  ali  infinito.  Ma  quest’ ultima 
illazione  è  mal  ferma  in  sulle  gambe,  c  non  può  star  in 
piedi,  perchè  senza  entrare  in  un  ragionamento  ontologico 
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e  stringentissimo  su  questo  oggetto*  ci  codicilleremo  far  pre¬ 
sente  al  lettore,  clic  tutte  le  proprietà  essenziali  sono  im¬ 
mancabili  nè  si  posson  torre  ad  un'  ente  se  non  distrug¬ 
gendolo;  ma  di  grazia  consideri  come  non  esista  ninna  neces¬ 
saria  nè  ragionevole  connessione,  coll’ esister  sempre,  e  col 
divenire  infinito.  Le  proprietà  di  tulli  gli  enti  sono  sempre 
le  stesse,  dunque  possiamo  forse  con  proposizione  logica  le¬ 
gittima  estenderle  all’ infinito  e  portarle  fuori  degli  essenziali? 

È  pan  perduto  il  pigliar  le  masse  da  queste  filosofiche 
considerazioni,  giacché  la  induzione  legittima  che  deriva  dalle 
sue  basi  è  questa:  che  è  attribuita  alla  grandezza  finita  la  es¬ 
senziale  proprietà  di  esser  sempre  suscettibile  di  aumento 
c  di  diminuzione;  dunque  diciamo  noi  è  impossibile,  che  la 
grandezza  finita  possa  giammai  per  qualsivoglia  accidente  di¬ 
venire  infinita.  Onde  quando  nel  num.  83  si  permette  asserire, 
che  esistendo  questa  suscettibilità  nella  grandezza  può  essa 
esser  accresciuta  lina  infinità  di  volle,  cioè  sino  a  tanto  clic  sarà 
divenuta  infinita,  dice  sentenza  falsa.  Questo  matematico  non 
comprende,  che  questo  stalo  quando  potesse  convenire  alla  sua 
grandezza  essenzialmente  suscettiva  di  aumento  e  di  dimi¬ 
nuzione,  questo  stato  infinito  la  distruggerebbe,  c  farebbe 
che  essa  andasse  in  fumo  insieme  coi  suoi  essenziali. 

Questo  scrittore  clic  pare  voglia  far  pompa  in  questo 
luogo  di  filosofia  comune  avrebbe  dovuto  anco  saperla  ado¬ 
perare  con  rettitudine  e  non  erratamente;  imperciocché,  sia 
che  lo  faccia  per  isbaglio,  sia  clic  abbia  voluto  regalarci  di 
un  sofisma,  egli  si  pone  a  supporre  che  questa  essenziale 
proprietà  sia  esercita  o  messa  alla  prova  un' unfinilà  di  volle; 
ma  è  essa  cosa  possibile  questa  supposizione?  Noi  abbiano 
provalo  clic  solo  in  via  di  ardita  c  incongruente  ipotesi  si 
può  ammettere;  dunque  ogni  conseguenza  che  ne  deduca 
è,  e  sarà  sempre  pura  ardila  ipotesi;  poi  dato  che  questa 
infinita  ripetizione  di  aumenti  c  di  diminuzioni  fosse  possi- 
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bile,  non  è  chiara  cosa,  che  il  suo  dire  lutto  si  riduce  ad 
una  puerile  pelizion  di  principio  o  ad  un  continuo  circolo 
vizioso?  di  falli  lenlarcbbe  provare  l’ infinito,  deducendolo 
duirinfinito,  o  dalle  infinite  volte  che  si  è  preso  1’ aumento 
che  è  poi  lo  stesso  !  La  sua  maniera  di  esprimersi  nel  num.  85 
è  al  tutto  inconcepibile,  perche  ci  viene  a  proporre  questa 
ridicola  argomentazione:  —  è  impossibile  che  la  grandezza 
suscettiva  di  aumento  senza  fine  sia  nel  medesimo  caso  come 
se  ella  non  fosse  suscettibile  senza  fine.  Ora  se  essa  non  lo 
fosse,  essa  resterebbe  sempre  finita;  dunque  essendo  suscet¬ 
tiva  di  aumento  senza  fine  essa  non  può  restar  sempre  fi¬ 
nita,  o  ciò  che  è  lo  stesso  deve  divenire  influita!  ~  Ora 
ognuno  intende  come  questa  sua  ultima  induzione  sia  lontana 
dalle  premesse  più  che  non  lo  è  il  cielo  dalla  terra. 

665.  Si  comprenderanno  ancor  meglio  gli  equivoci  nei 
quali  incappa  il  filosofo  francese  osservando,  come  egli  scrive 
nel  num.  84  qui  poc’anzi  riportalo,  cioè  che  nella  serie  dei 
numeri  naturali  4,  5,  4,  5,  6,  7,  ecc.  sia  la  stessa  cosa 

il  cominciar  questa  serie  dallo  zero  (il  che  è  assolutamente 
impossibile)  ovvero  incominciarla  dall’ unità  (cosa  possibilis¬ 
sima).  Sorpassando  però  questo  suo  erralo  modo  di  vedere 
relativo  all'origine  delle  serie,  veniamo  a  quanto  egli  dice 
ragionando  delle  serie  e  del  numero  de’  suoi  termini  :  dopo  aver 
richiamata  l’allenzione  sopra  la  differenza  dei  termini  dicendo, 
che  ogni  termine  cresce  sempre  di  una  unità,  soggiunge,  che 
questo  aumento  è  senza  fine  e  per  quanto  sia  arrivato  avanti 
nel  prender  termini  non  è  più  vicino  di  quello  che  fosse  da 
principio;  secondo  lui  questo  esige  un  numero  di  termini  infinito. 

Peregrina  illazione!!  Però  sin  qui  bene  o  male  si  è  slu- 
dialo  di  provare,  benché  sempre  inutilmente,  l’ esistenza  del 
numero  infinito  (del  quale  ne  manca  tuttora  la  prova  c  per¬ 
sino  la  sua  possibilità);  più  qui  ricorre  ad  un’ altra  maniera 
di  dimostrazione  fondandosi  sopra  alcune  nozioni  certamente 


non  migliori  delle  prime;  c  riflette  che  i  numeri  della  serie 
nalurale  sono  infiniti,  perchè  i  termini  esistono  tulli  in 
sè  stessi,  nè  più  nè  meno  di  que'  pochi,  che  possiamo  scri¬ 
vere  ed  abbracciare  col  nostro  spirilo;  se  dunque  esistessero, 
quanti  sono  poi  questi  termini?  (egli  ritiene  che  sono  infi¬ 
niti);  dunque  diremo  noi  la  faccenda  è  terminata  ed  il  nu¬ 
mero  è  infinito,  la  esistenza  deir  infinito  è  provata.  Ma  gli 
dimanderemo  per  qual  motivo  adunque  si  dà  in  braccio  alle 
illusioni  di  alcuni  idealisti,  di  supporre  cioè  resistenza  delle 
cose  in  sè  stesse;  cosa  può  significare  la  supposizione  del¬ 
l'esistenza  in  sè  stessa  di  tulli  i  termini  di  una  scric  per 
un  uomo?  Chi  è,  che  percepisce  infinita  questa  serie  pro¬ 
gressiva  dei  numeri  naturali?  È  la  intelligente  nostra  attività. 
Chi  l'ha  ideala  e  regolata?  È  la  nostra  facoltà  libera  in¬ 
tellettiva.  Ora  chi  può  uscire  dalla  nostra  sfera  delle  idee 
e  del  nostro  intendimento  per  poter  conoscere  se  esistano  o 
no  delle  cose  astratte  in  sè  stesse?  Nessuno.  Dunque  come 
si  può  asserire  che  esistono  questi  termini  in  sè  stessi,  ter¬ 
mini  costituenti  questa  serie? 

Ma  finiamo  questo  breve  ed  insieme  nauseoso  commento 
dello  scritto  di  Lafonlaine,  gaicchè  egli  di  continuo  s' aggira 
sopra  gratuite  supposizioni ,  le  quali  lo  mettono  in  una  per¬ 
petua  pelizion  di  principio,  ed  in  una  antilogia  continua. 

666.  Gabrio  Piota ,  chiarissimo  geometra  di  Milano,  nel 
tomo  97  della  Biblioteca  italiana ,  Giornale  scientifico  lette¬ 
rario  die  esciva  in  allora  alle  stampe  in  Milano,  inseriva 
un  Saggio  sulla  metafisica  dell’  analisi  pura. 

Ma  egli  si  è  posto  con  questo  scritto  in  un  campo  ai- 
fi  in  tulio  diverso  dal  nostro,  voglio  dire,  si  è  unicamente  oc¬ 
cupato  di  dare  savj  ricordi  e  bellissime  dottrine  riguardanti 
la  significazione  clic  i  geometri  intendono  dare  a  certe  for¬ 
inole  o  parli  analitiche.  Il  che  vuol  dire  che  il  suo  Saggio  ha 
per  iscopo  principale  non  la  filosofia  fondala  sovra  i  principi 


—  540  — 

ideali  matematici,  ma  sopra  le  diverse  maniere  adoperale  ad 
esprimere  dei  concelli,  delle  induzioni,  g  dei  passaggi  da  un 
genere  all' altro  delle  quantità,  secondo  i  diversi  loro  siali 
di  variazione  e  di  cangiamenti  ecc.;  cioè  risguarda  l'esplica¬ 
zione  di  tulle  le  ingegnose  forinole  ed  operazioni  analitiche 
inventale  ed  adoperale  nell'analisi  sublime;  dal  che  si  com¬ 
prende,  che  il  nostro  pensamento  filosofico  è  tulio  diverso  per¬ 
chè  si  aggira  alTinvece  sopra  il  campo  della  filosofia  delle  for¬ 
inole  considerate  nella  loro  fondazione,  e  specialmenle  nel  loro 
valore  c  significazione,  laddove  il  pensamento  filosofico  del 
Piola  risguarda  il  metodo  ed  il  formolario  usato  dai  male¬ 
malici  per  cavarne  costruito.  Questa  avvertenza  ci  è  sem¬ 
brala  necessaria  a  sdebitarci  dal  dovere  che  ci  pareva  a  noi 
attinente,  cioè  di  non  sorpassare  un  nome  celebre  ed  una 
hciropcrclta  che  conta  pochi  anni  di  vita. 

CG7.  INieuwicnliit  uno  dei  più  acerrimi  oppugnatori  del 
calcolo  dilTercnziale,  ha  stampato  un  opera  intitolala:  Analy - 
sis  in  fini  forum ,  seu  curvi  lincorum  proprielales  ex  poligo - 
norum  natura  deduclcc.  Àmslelcedami  4695. 

E  prima  di  mettere  alla  luce  questa  sua  opera  aveva 
esternalo  li  suoi  pensamenti  risguardanti  il  calcolo  differen¬ 
ziale  od  infinitesimale  in  una  altra  sua  operetta  denominata: 
Consideralioncs  circa  analyscos  ad  cjuanlilalcs  infinite  par - 
vas  applicati^  principia  et  caladi  dijfercnlialis  usum  inrcsol - 
vendis  problcmalibus  geomctricis .  Amsteloedami  4694.  Così  pa¬ 
rimenti,  in  un’altra  appellata:  Consideralioncs  seconda  circa 
calcali  differcnlialis  principia  et  responsio  ad  virum  nobi - 
lissimum  ccc.  ecc .  Leibnilium.  Àmslelcedami  4696. 

Riporteremo  in  questo  luogo  non  già  un  sunto  ragio¬ 
nato  di  tulle  queste  sue  opere,  ma  sibbene  daremo  un  saggio 
sufficiente  e  riguardante  li  principi]  sopra  dei  quali  egli  le 
Ita  fondate,  e  questo  saggio  vogliamo  sia  destinalo  a  far  co¬ 
noscere  il  principale  appoggio  che  ha  indollo  qucslo  celebre 


appugnatorc  del  calcolo  sublime  a  tentare  la  sua  analisi,  clic 
egli  appella,  rigorosissima  e  degna  d’ esser  anteposta  a  quella 
manco  esatta  di  Leibnitz. 

Questo  esame  si  fa  non  tanto  per  dare  a  divedere  con 
quali  magre  e  sparute  idee  Nieuwicnliit  abbia  tentato  sup- 
plantare  l’analisi  di  Leibnitz  quanto  per  far  sempre  più  com¬ 
prendere  ,  come  inutilmente  siasi  tentalo  e  si  possa  ancor 
tentare  di  appoggiarsi  ai  principii  antichi  in  riguardo  all'a¬ 
nalisi  sublime. 

Riportiamo  prima  le  sue  definizioni. 

Definit.  I.a  Datam  quantitalem  omnem  eam  voco, 
quoe  determinabilis  est,  cujusque  magnitudo  imaginalionis 
humanoe  limites  non  exccdit  — . 

Definit.  2,a  —  Unde  quid  per  quantitalem,  qualibel  data 
minorem  aut  majorem  intelligendum  veniat  ipso  nomine  aper- 
tum  est  =. 

Definit.  3.a  —  Quanlilatem  qualibet  data  minorem  com- 
pendii  gralia  infinitesimam;  majorem  infìnitam  appellare 
liceat  — . 

Riteniamo  bene  presente  le  sue  idee,  e  precipuamente, 
che  per  la  prima  definizione  uiuna  cosa  può  esser  conside¬ 
rala  come  grandezza  quando  vinca  la  facoltà  della  umana 
imaginaliva.  Questo  è  il  significato  preciso  della  sua  prima 
definizione.  Incominciando  poi  la  seconda  proposizione  con 
la  parola  anele  ci  farebbe  conoscere,  che  considera  la  seconda 
definizione  come  dedotta  dalla  prima,  e  con  quella  aperta 
e  spontanea  derivazione,  che  l’animo  è  costretto  compren¬ 
dere  quasi  per  forza  tra  connesse  idee.  Ma  dove  è  mai  qui, 
non  già  la  derivazione,  ma  nemmeno  la  più  lontana  possi¬ 
bilità  di  dedurre  senza  altra  considerazione,  la  nozione  di 
una  quantità  di  un’  ordine  cotanto  diverso  e  di  natura  se 
possiam  dir  cosi  infinitamente  lontana!  Chi  legge  questa  se¬ 
conda  definizione  deve  sempre  domandare  a  se  stesso,  questa 


minor  di  osili  data  supera  o  non  supera  le  forze  della  nostra 
imaginazione?  Se  le  supera,  perche  si  chiama  quantità.  Se 
non  le  supera,  a  qual  fine  dar  nomi  nuovi  a  quantità  che 
sono  tra  i  limili  della  nostra  imaginazione?  Siccome  però 
questo  scrittore  fa  uso  in  questo  luogo  di  una  nozione  an¬ 
tichissima  e  pienamente  conosciuta  ma  non  mai  appieno  com¬ 
presa  perchè  supera  V  imaginazione  umana;  direm  dunque, 
che  inizia  assai  male  il  lettore  nelle  sue  dottrine  mostran¬ 
dogli  incongruenza  di  idee  nelle  prime  definizioni  coll'esor- 
dire  la  seconda  definizione  dalla  prima,  con  la  quale  non  ha 
veruna  connessione  escogitabile.  Nella  terza  poi  egli  si  per¬ 
mette  di  appellare  in  modo  di  sinonimi  la  minor  di  ogni 
data  V  infinitesima,  e  la  maggior  di  ogni  data  V  infinita!  A 
dire  la  verità  anco  in  questa  terza  definizione  si  ravvisa  tanta 
sconvenevolezza  di  idee  con  le  due  precedenti  che  eccita  la 
meraviglia. 

Ma  vediamo  se  almen  negli  Assiomi  ci  dia  qualche  cosa 
di  manco  confuso,  c  di  manco  tramestalo  di  quello  che  ci 
ha  messo  innanzi  nelle  sue  definizioni. 

Axiomala. 

1. a  Quid  quid  toties  siimi,  hoc  est  per  tantum  numcrum 
mulliplicari  non  potest,  ut  dalam  ullam  quanlitatem  ut  ut 
exiguam  magnitudine  sua  acquare  valeat ,  quanlitas  non  est, 
sed  in  re  geometrica  veruni  niliil. 

2. °  Qucclibet  quantilas  data  iu  partes  qualibet  data  mino- 
res,  tum  cequales  intcr  se,  tuoi  inmquales  est  divisibili. 

Ecco  li  due  assiomi.  Il  primo  è  tolto  da  Waliis,  e  sotto 
apparalo  scientifico  riducesi  alla  ordinaria  sentenza,  che  ciò 
che  ha  qualche  valor^ finito,  moltiplicalo  quanto  occorra,  ar¬ 
riva  ad  avere  un  valore  finito  il  quale  può  sempre  esser 
aumentato  quanto  si  vuole,  e  se  tanto  non  si  avvera,  è  segno 
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die  ciò  che  si  è  moltiplicalo  non  ha  valor  finito,  ovvero  ciò 
che  si  è  moltiplicato  era  zero. 

À  proposito  di  questo  assioma,  io  inviterei  volentieri 
l’autore  di  esso  a  considerare  la  niuna  signilìcanza  del  me¬ 
desimo  ,  il  quale  attentamente  consideralo  si  riduce  a  dire* 
che  lo  zero  non  può  dar  prodotto  che  sia  finito  per  quanto 
moltiplicalo  sia;  e  ciò  che  è  qualche  cosa,  questo  molti¬ 
plicato,  cresce  e  cala  secondo  che  questo  numero  è  mag¬ 
giore  o  minore  dell’  unità. 

Il  secondo  assioma  se  non  è  pienamente  assurdo,  cer¬ 
tamente  che  ne  ha  tutta  la  apparenza.  Difalli  ponendo  clic 
ogni  grandezza  sia  divisibile  iu  parti  minori  di  ogni  data, 
sin  qui  è  appoggiarsi  alla  natura  del  continuo  e  ricavarne 
illazioni  se  non  legittime  almeno  in  via  ipotetica  ammissibili; 
ma  il  dire  poi  che  possono  essere  eguali  o  diseguali  tutte 
queste  minori  di  tutte  le  date,  questo  fa  apertamente  a'pugni 
colla  comune  nozione  della  quantità  minor  di  ogni  data.  La 
nozione  della  minor  di  ogni  data,  è  quella  che  non  si  possa 
più  diminuire  nò  più  dividere;  e  Tesser  una  disuguale  del¬ 
l’altra  porta  necessariamente,  che  una  sia  maggior  dell'altra, 
perciò  diminuibile  e  divisibile;  dunque  qui  c'è  tutta  la  più 
grande  sconvenienza  di  idee,  perciò  tutta  la  più  aperta  as¬ 
surdità. 

Veniamo  ai  suoi  Lemmi  per  vedere  se  in  essi  si  abbia 
più  luce  rischiarante  queste  dottrine,  che  devono  essere  ante¬ 
poste  a  quelle  di  Leibnitz. 

Le  rumata . 

L.  l.a  Omnis  quanlitas  vel  data  est,  vcl  qualibcl  data  mi¬ 
nor  aut  major. 

L.  5."  Qualibct  data  quanlitas  per  numerum  qucmlibet  csl 
divisibilis. 
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L.  G°.  Ulule  si  quanlilas  per  numerimi  quolibel  (lato  ma- 
joreni  ilividalur,  erit  quolicns  pars  ejus  quanlilatis,  qualibet 
ilala  minor. 

L.  7.°  Pars  cujuscumque  quantiialis  qualibet  data  minor 
G 

_ s  erit  cliam  olimi  alia  data  quanlilate  minor. 

m 

G 

Si  neges,  sit  designala  quanlilas  K  minor  ipsa  — ,  erit 

in 

6 

mK  minor  ipsa  6,  et  m  minor  — ;  adeoque  numerus  quo- 

K 

libel  dalo  major  m,  minor  erit  numero,  scu  quolienle  dalo  , 
quod  repuguat. 

G  G 

L.  8.°  Si  partes,  qualibet  data,  minores  —  et  —  ad  se 

m  m 

G  4-  C 

mutuo  addantur,  vel  a  se  mutuo  substraliantur,sumina - « 

m 

G  —  C 

et  differenzia - respeclive,  partes  erunt  qualibet  dala 

m 

minores  stimane  vel  dilTcrenlke  lolorum:  uli  palei. 

G 

L.  9.°  Mulliplicelur  —  per  datam  quamdam  r,  crii 
m 

G  r 

factum - rctangulum  omni  dala  mipor  (juxta  lem.  Gn.) 

m 

G 

L.  IO.0  Si  pars  qualibet  dala  minor  —  ducatur  in  se  ipsam, 

in 


-  545  — 


G  06 

vel  aliam  qualibet  data  minorem  —  erit  pToductum  — -s  seu 

m  mm 


OC 

- acquale  nihilo,  seu  non  quantum. 

min 


Demonslralio. 


Multiplicelur  cnim  quaticscumque  libuerit  hoc  productum, 
et  si  placet  per  numerurn  omni  dato  majorem  m,cmcrget 
66  6  C 

- aul - quac  singula  sunt  quantitates  qualibet  data 

in  m 

quanlilate  minores  (L.  7.um)  adeo  nullam  quanlitatem  ut  ut 

66  6  G 

exiguam  acquare  valent;  quae  juxta  (axa  4.um) - seu - 

mm  mm 

sunt  niliilo  aequalia. 

668.  Esaminiamo  brevemente  questo  apparato  di  principi!, 
e  siccome  la  maggior  parte  sono  gli  uni  agli  altri  eterogenei, 
così  possiamo  anco  incominciar  dall'ultimo.  Facciam  dunque 
parola  di  questa  dimostrazione;  essa  si  presenta  con  para¬ 
logismo  il  più  aperto  che  ci  sia  toccato  leggere,  benché  ve- 

66 

stilo  di  forme  analitiche.  L'autore  per  arrivare  alla - 

mm 

C  6 

ha  moltiplicalo  la  —  già  infinitesima,  per  una  —  infinito- 
ri  m 

sima  ;  ha  dunque  ottenuto  la  infinitesima  di  secondo  ordine 

66 

espressa  per  — — .  Per  far  questo  egli  ha  dovuto  supporre, 
mm 

e  assolutamente  supporre  possibile  ciò  che  ha  fatto;  cioè 

35 
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supporre  che  fosse  possibile  la  infinitesima  parie  della  gran¬ 
dezza  già  infinitesima,  altrimenti  la  moltiplica  riusciva  un 

60 

vero  assurdo,  ed  il  risultato - sarebbe  un  prodotto  as- 

mm 

sardo  ripugnante;  cosa  fa  questo  disavveduto  geometra?  si 
pone  a  disfare  ciò  che  ha  fallo ,  cioè  moltiplicando  per  la 

66  66m  66 

m  o  per  l'infinito  la - facendola  cioè - ~  —  ;  così 

min  mm  ni 

66 

ritornando  sopra  i  suoi  passi  ha  ridotto  —  a  quantità  infi¬ 
li! 

nitesima  di  primo  ordine;  se  aveva  la  bontà  di  ritornare 
anco  sul  primo  passo  disfacendo  ciò  che  aveva  posto,  cioè 

66  66m 

moltiplicando  —  per  m  ne  avrebbe  ottenuto - ~  66 

m  in 

quantità  finita  qualsivoglia.  Perchè  fermarsi  al  primo  passo  ? 
66 

forse  per  dire  che - era  zero  ;  in  allora  non  vede  clic 

mm 

così  ragionando  si  dà  di  martello  in  sulle  mani;  imper- 

6 

ciocché  moltiplicando  la  sua  —  per  ni  da  6;  dunque  la 

m 

6 

—  non  può  esser  mai  zero ,  perchè  moltiplicala  per  m 
m 

quantità  maggior  d'ogni  data  dà  per  prodotto  una  quantità 
finita.  È  dunque  un  assurdo  il  suo  pensiero  di  considerare 

6 

come  fa  nella  sua  opera  sopra  citata  la  — ,  come  zero  in 

ni 

comparazione  della  quantità  finita  perchè  moltiplicala  per 
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m  dà  una  quantità  finita  ,  ciò  die  non  può  essere  quando 

6 

fosse  —  -  o  per  l’assioma  primo, 
m 

6 

Anco  la  quantità  —  eoi  suo  argomento  si  proverebbe 
m 

eguale  a  zero,  perchè  filosoficamente  parlando  la  in  è  infi¬ 
nita  ,  e  lo  è  anco  per  la  sua  definizione  5.a  Ora  l’ infinito 
non  è  un  numero  nè  piccolo  nè  grande,,  come  stabilisce  nel¬ 
l’assioma  primo  ;  dunque  per  giusto  ragionamento  non  po- 

66 

leva  dedurre  alcuna  conseguenza  riguardo  alle  - - e 

mm 
6  G 

- perchè  espressioni  non  contemplate  ne’suoi  principii  ; 

mm 

poiché  con  ciò  sarebbe  per  esso  lui  precisamente  cscirc 
dai  proprii  principii  ;  e  poi  credere  di  riversare  sopra  di 
essi  le  estranee  induzioni. 

669.  Poi  ommetlendo  ogni  parlicolar  dettaglio,  osserviamo 
che  egli  ammette  nè  più  nè  meno  finfinitesimo  c  l’infinito. 
Ed  in  ciò  fare  si  scosta  da  tutti  gli  antichi,  ai  principii  dei 
quali  sembrerebbe  voler  ridurre  tulle  le  sue  dottrine.  Ora 
gli  antichi  evitavano  l’infinito  ed  egli  lo  adopera  per  dividere 
il  finito  1  Eglino  evitavano  di  adoperar  la  minor  di  ogni  data 
per  divider  le  grandezze  finite  ed  egli  se  ne  permette  que¬ 
st’uso!  Essi  la  derivavano  dall’infinita  diminuzione,  ed  egli 
la  deduce  dalla  nozione  del  finito,  come  cosa  la  più  sem¬ 
plice  del  mondo! 

Dopo  tulle  queste  larghezze,  c  con  tante  escludenlisi 
ipotesi,  è  arrivato  a  crearsi  un  pasticcio  di  principii  quale 
qui  sopra  si  leggono. 

E  quello  che  eccitar  deve  in  lutti  i  geometri  le  meravi¬ 
glie,  è  il  considerare,  che  dopo  aver  apertamente  ricono- 
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sciutc  cd  ammesse  le  nozioni  della  infinitesima  parte  e  del- 
T  infinito  (  nozioni  tulle  lolle  dall'  analisi  leibniziana  )  egli 
pretende  sopra  di  queste  fondare  le  basi  di  una  prova  ,  e 
prova  perentoria  contro  l'analisi  infinitesimale  di  Leibnilz! 
Non  faremo  altri  commenti  a  questo  strano  miscuglio  di 
principi^  per  la  maggior  parte  anco  svisali  ed  a  queste  ancor 
più  inesatte  sue  illazioni.  Chiunque  abbia  letto  il  sin  qui 
dello  in  questa  filosofia  sarà  al  caso  di  ponderarli  meglio 
di  noi,  e  di  ravvisarne  la  inconcludenza  loro  pienissima. 

G70.  Unicamente  ci  limiteremo  a  far  una  parola  delle 
principali  accuse ,  che  questo  autore  fa  al  calcolo  differen¬ 
ziale ,  che  riduconsi  a  Ire  capi  principali:  la  prima  consi¬ 
ste  che  nel  calcolo  differenziale  si  trascura  la  infinitesima; 
la  seconda  perchè  dalle  dottrine  del  calcolo  leibniziano  ne  ver¬ 
rebbe  che  la  tangente  e  soltangente  sarebbero  eguali,  il  che 
ripugna  ;  la  terza  perchè  le  differenziali  di  secondo  ordine  rie- 
scirebbero  impossibili  od  assurde  come  lenta  mostrare  nelle 
sue  osservazioni. 

Per  quanto  concerne  la  prima,  pare  incredibile  che  tale 
difficoltà  sia  uscita  dalla  bocca  di  chi  dichiara  nel  corso  di 
tutta  la  penosa  sua  opera  di  trascurare  la  minor  di  ogni 
data,  e  che  effettivamente  trascura,  e  trascura  di  fallo  per 
aver  campo  di  condurre  a  fine  una  quantità  delle  sue  di¬ 
mostrazioni. 

Per  la  seconda,  cioè  che  la  tangente  nel  triangolo  dif¬ 
ferenziale  sarebbe  eguale  alla  soltangente,  essa  è  falsa  per 
due  ragioni  ;  una  perchè  altrettanto  si  avvera  pienamente 
anco  nel  suo  metodo ,  delle  minori  di  tutte  le  date  non  che 
in  quello  dei  limiti,  delle  evanescenti,  delle  prime  ed  ulti¬ 
me  ragioni,  e  persino  delle  derivale;  la  seconda  ragione 
si  è,  che  fautore  si  appoggia  ad  un  falso  supposto,  perchè 
non  è  mai  fattibile  e  molto  meno  vero  che  i  lati  del  detto 
triangolo  differenziale  si  riducono  ad  essere  tutti  identici 
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per  aver  diritto,  per  la  somiglianza  dei  triangoli ,  a  consi¬ 
derare  identici  i  lati  del  triangolo  finito  a  formar  li  quali 
vi  entrano  la  tangente  e  sotto  langeule,  ed  il  calcolo  diffe¬ 
renziale  non  identifica  mai  la  curva  con  la  retta;  nè  giova 
credere  che  ciò  avvenga  nel  momento  che  il  triangolo  dif¬ 
ferenziale  svanisce ,  perchè  lo  svanimento  è  escluso  del 
calcolo  differenziale  ,  e  poi  perchè  in  allora  mancherebbe 
all'  in  tutto  questo  triangolo  infinitesimo ,  e  quando  sia  ri* 
dotto  ad  un  sol  punto  il  triangolo  non  esiste  più,  ed  anzi 
che  esser  riuscito  di  uguali  lati,  è  ridotto  ad  esser  zero;  e 
zero  è  la  tangente,  e  zero  è  la  sollaugcnle,  la  secante  ecc. 

Finalmente  ,  il  dire  che  sono  assurde  le  differenziali 
seconde,  è  cosa  che  fa  a' pugni  con  le  dottrine  dell'autore, 

6  G 

perchè  nel  uum.  6G8  ha  egli  moltiplicalo  la  —  per  — 

ni  ni 

c  quindi  ha  ammesso  una  differenziale  del  secondo  ordine 
o  un  infinitesimo  di  secondo  ordine?  Poi  riguardando  anco 
al  triangolo  differenziale  di  secondo  ordine,  questo  è  sem¬ 
pre  simile  a  quello  del  primo,  perciò  ha  sempre  la  possi¬ 
bilità  del  primo  ed  il  significalo  del  primo,  onde  la  possi¬ 
bilità  del  primo  deve  esser  comune  anco  al  secondo;  finalmente 
quando  la  difìereuziale  seconda  fosse  impossibile,  in  allora 
dichiarerebbe  impossibile  anco  le  espressioni  analitiche  del  suo 
lemma  decimo  più  sopra  ricordalo  con  la  sua  dimostrazione. 

G71.  Noi  conchiuderemo  adunque  che  questo  valente  geo¬ 
metra  merita  compatimento  della  avversione  che  provava 
inverso  al  calcolo  differenziale,  perchè  quest’ullimo  capitava 
inopportuno  meulre  stava  redigendo  e  pubblicando  la  sua 
analisi  degli  infiniti,  sulla  quale  aveva  consumali  molti  anni 
di  fatica,  e  per  la  quale  sperava  gloria  ed  onore;  mentre  la 
comparsa  del  nuovo  calcolo  dava  il  tracollo  alla  sua  analisi 
e  la  condannava  a  quel  silenzio  io  cui  fino  ad  ora  è  rima- 
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sta 3  e  nel  quale  secondo  ogni  verosimiglianza  continuerà  a 
giacere  perpetuamente. 

G72.  Ci  conviene  far  parola  anco  di  un'altro  scrittore  di 
filosofia  del  calcolo  sublime.  Questi  è  il  chiarissimo  colon¬ 
nello  Caccianiuo.  Egli  ha  messo  alle  stampe  un’operetta  inti¬ 
tolata; —  Meditazioni  sul  calcolo  differenziale 3  e  ciò  nel  1833. 

Questo  bravissimo  geometra  fino  dall’anno  1825,  aveva 
pubblicato  una  esposizione  di  un  principio  puramente  geo¬ 
metrico  del  calcolo  differenziale  c  questo  era  diretto  a  toglie¬ 
re  ed  a  sopprimere  le  oscurità  che  erano  inerenti  al  calcolo 
suddetto.  Ma  per  poca  salute  non  polendo  dare  la  dimostra¬ 
zione  accennala,  in  delta  esposizione,  cercò  in  seguilo  nel 
1853  di  adempiere  alla  sua  promessa  con  le  succitate  medi¬ 
tazioni. 

Egli  in  esse  appoggia  la  nozione  delle  differenziali  al¬ 
l'idea  o  nozione  che  presentano  le  grandezze  appropinquan- 
lesi  al  limite,  e  considerate  insino  al  punto  che  esse  lo  abbiano 
raggiunto ,  circostanza  nella  quale  hanno  luogo  i  massimi 
ed  i  minimi  valori  delle  grandezze  e  I'  annientamento  delle 
grandezze  appropinqnanlisi  al  limile.  Con  questa  sua  maniera 
di  vedere  veniva  ad  ammettere  dx  zz  o,  e  dy  zz  o,  e  ciò 
jn  modo  veramente  assoluto,  onde  considerava  la  dx  zz  o 
anzi  vero  zero  come  la  dy  zz  o. 

A  questa  sua  manieradi  pensare  appare  che  sia  stalo  in¬ 
dotto  dallo  studio  delle  dottrine  dei  limili,  e  specialmente  da 
da  quello  delle  evanescenti  di  Eulero.  Non  ripeteremo  ciò 
che  si  è  dello  di  questi  metodi  tra  di  loro  mollo  alimi,  in¬ 
vece  unicamente  osserveremo  che  lo  stato  di  verace  zero, 
differenza  tra  la  grandezza  ed  il  limite ,  par  che  si  scosti 
troppo  dalla  verace  nozione  del  limile  ;  c  pare  anco  che  sia 
in  grande  disarmonia  con  la  pratica  costante  dei  geometri  di 
mettere  a  calcolo  le  ragioni  della  dx  con  la  dy,  perchè  que¬ 
ste  ragioni  non  si  possono  più  concepire  quando  le  gran- 


clezze  comparale  non  hanno  più  valore,  ma  sono  invece 
lami  zeri.  E  colanlo  è  vero,,  che  Cacciatilo  considerava  le 
differenziali  quali  veraci  zeri,  che  procura  di  insegnare, 
che  i  geometri  trascurando  le  differeuziali  o  le  infinitesime, 
che  esse  rappresentano,  non  trascurano,  diceva  egli,  niente, 
perchè  trascurano  dei  veraci  zeri. 

Riguardo  al  giustificare  il  suo  concetto  che  dx  sia  zero, 
lo  appoggia  anco  alTopiuioue  di  Eulero,  dicendo:  —  Il  nome 
solo  di  Eulero  basterebbe  a  far  riputare  simile  obbiezione 
speciosa  soltanto  ed  insussistente ,  e  1  obbiezione  è  che  non 
si  possa  considerare  dx  —  o.  In  altro  luogo  della  sullodalu 
opera  soggiunge,  che  zz  le  differenziali  non  potrebbero  con¬ 
cepirsi  diverse  dallo  zero  finche  paragonate  fra  di  loro 
a  due  a  due  non  costituiscono  che  dei  simboli  di  rapporto 

o 

sotto  espressioni  tutte  equivalenti  a  quella  di  zz;  espres¬ 
si 

sione  che  esclude  assolutamente  Videa  di  differenza  fra  loro. 
Questo  modo  di  esprimersi  commune  ad  Eulero ,  ed  auco 
a  D’Alembert  non  regge  per  le  dottrine  tutte  sin  ora  espo¬ 
ste,  nel  discorso  fatto  da  noi  riguardante  li  due  melodi.  Noi 
non  troviamo  parimenti  corrispondente  a  verità,  die  il  trian¬ 
golo  differenziale  nolo  a  lutti  i  geometri ,  il  qual  triangolo 
appunto  Ila  vita  dai  lati  espressi  dalla  dx  e  dalla  dy  che 
sono  le  variazioni  delle  coordinate,  questo  triangolo,  dicia¬ 
mo  ,  possa  rappresentare  colle  variazioni  delle  coordinate 
alcun  rapporto  quando  esse  sono  veramente  zero.  Similmente 
non  sapremmo  fare  buon  viso  a  quanto  soggiunge,  che  esi¬ 
stano  cioè  espressioni  geometriche  decrescenti ,  delle  quali 
è  pur  forza  convenire  che  V  ultimo  termine  é  zero  ;  seb¬ 
bene  per  operazioni  successive  non  possa  mai  raggiungersi , 
per  cui  chiamasi  zero  limite  a  differenza  di  quello  che  si 
ottiene  nelle  progressioni  aritmetiche.  In  questo  luogo  in 
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falli  pare  che  si  appoggi  a  quell'equivoco  c|ie  |a  legge  geo_ 
metrica  delle  diminuzioni  possa  in  massima  od  in  astratto 
condurre  allo  zero,  legge  della  quale  parimenti  ne  abbiamo 
abbastanza  parlato. 

Queste  a  parer  nostro  sono  le  principali  opnioni  del 
prefato  geometra  che  meritano  di  esser  ben  considerate,  per¬ 
chè  contengono  ed  esprimono  le  sue  idee  e  lutto  V  appog¬ 
gio  sul  quale  egli  fonda  ed  innalza  le  sue  dottrine. 

Queste  dottrine  benché  non  contengano  veruna  sostan¬ 
ziale  novità ,  danno  però  a  divedere  che  il  geometra  Cac- 
cianino  era  versatissimo  nelle  parti  più  elevale  della  scienza, 
e  profondamente  al  possesso  di  tutte  le  parli  più  intime  e  recon¬ 
dite  di  essa  e  che  errando,  errava  col  grande  Eulero.  In  que¬ 
ste  meditazioni  s’ incontrano  ancora  molti  altri  lumi  qua  e 
là  sparsi  li  quali ,  se  la  saluLe  glielo  avesse  acconsentilo  , 
avrebbero  sparsa  molta  luce  sopra  la  scienza,  e  rischiarate 
molle  parti  principali  del  calcolo  e  avrebbero  servilo  a  con¬ 
solidar  meglio  le  sue  opinioni,  ed  a  purificare  le  sue  idee. 

G73.  La  Biblioteca  italiana,  giornale  che  si  stampava 
allora  in  Milano,  riferendo  quest’  opera,  dichiara  apertamente: 
=  Non  volendo  noi  entrare  in  discussioni,  ci  limiteremo  a 
riportare  letteralmente  quale  sia  il  principio  in  discorso  =. 

Ma  questa  maniera  di  parlare  tenuta  dall'  autore  del- 
1’ articolo  riesce  di  sorpresa]  perchè  collocala  in  un  gior¬ 
nale  periodico  il  quale  erasi  assunto  V  obbligo  preciso  di 
dare  un  sunto  ed  una  idea  chiara  ed  imparziale  di  ogni  opera 
che  vedesse  la  luce  e  specialmente  in  Italia. 

Il  non  voler  dunque  entrare  in  esame,  o  nell’ esposi¬ 
zioni  dell’opera,  è  mancare  al  dovere  assunto  dal  giornale; 
tuttavia  qual  ne  sia  la  cagione  di  questo  contegno ,  a  noi 
non  importa  di  indagare. 

Solamente  osserveremo,  che  trattandosi  di  giornali  sareb¬ 
be  bene  che  le  loro  direzioni  si  attenessero  ineMio  r.  - 


blighi  che  assumono,  e  che  dessero  (quando  sieno  al  caso) 
un'idea  dell' opere  che  riferiscono,  ma  nè  di  critica,  nè  di 
lode ,  anzi  invece  facessero  puntualmente  nolo  al  pubblico 
tutto  ciò  che  nelle  opere  è  contenuto.  E  non  si  continuasse 
più  il  brutto  contegno  di  riempire  i  giornali  di  articoli,  e 
quasi  tulli  di  critica,  anzi  che  di  lode,  e  nei  quali  si  vede 
dominare  più  la  smania  per  parte  dell'autore  di  comparire  col 
suo  articolo,  piuttosto  che  dimostrare  tutta  la  buona  fede, 
e  si  fa  vedere  più  la  voglia  di  sciorinare  qualche  sua  pro¬ 
pria  sentenza  che  altro. 

I  dotti  amano  sapere  tutto  quello  che  esce  alla  luce  per 
regolarsi  nei  loro  studii,  ma  non  si  curano,  nè  si  cureranno 
mai  dei  giudizii  contenuti  negli  articoli  dei  giornali,  i  quali, 
non  è  cosa  infrequente,  che  siano  imperfetti,  fallaci,  e  per¬ 
fino  compri,  o  avvelenali  da  spirito  di  parte. 

Poco  diversamente  andò  la  faccenda  riguardo  all'arti¬ 
colo  riferito  e  di  cui  si  tratta,  all’  apparire  dell'opera  del 
Caccianino.  L‘  autore  dell'  articolo  spiega  poca  persuasione 
circa  le  opere  che  parlano  della  filosofia  del  calcolo  sublime, 
facendo  apertamente  conoscere  essere  nella  natura  del  cal¬ 
colo  sublime  delle  oscurila  irremovibili ,  e  intendendo  cosi 
indirettamente  dichiarare  inutili  tutti  i  nobili  tentativi  del¬ 
l'uomo  per  chiarire  queste  oscurità.  Opinione  che  dopo  tulio 
quello  sin  qui  detto,  ognuno  può  conoscere  quanto  poca  sti¬ 
ma  essa  meriti,  e  quanto  sia  erronea;  solamente  osserve¬ 
remo  che  1’  auior  dell’  articolo  succitato  si  permette  di  far 
voli ,  perchè  abbandonate  le  ricerche  circa  la  filosofia  del 
calcolo  sublime,  si  attenda  da  ognuno  a  promovere  1' ana¬ 
lisi  delle  funzioni  analitiche  di  Lagrange,  giuocando  sempre 
sull’equivoco,  che  queste  funzioni  contengono  piena  evidenza, 
perchè  contenenti  pura  scienza  algebrica,  mentre  si  sa,  che 
per  ricavare  da  queste  dottrine  lagrangiane  qualche  costrutto, 
o  per  renderle  alle  alla  soluzione  di  qualche  problema ,  è 


sempre  slato  giocoforza  fecondare  queste  analisi  algebriche 
col  principio  antico  della  minor  di  ogni  data,  principio  in¬ 
comparabilmente  piu  oscuro  di  quello  della  infinitesima.  Per 
la  qual  cosa  si  vede,  che  l'autor  dell’  articolo  non  sapendo 
a  fondo  bene  quello  che  scriveva,  riusciva  a  venderci  a  prezzi 
discreti  le  sue  sconvenienze  di  idee. 

Difatti,  che  sia  così,  ne  abbiamo  prova  parlante  nel 
vedere  l’autor  dell’ articolo  copiando  Brunacci  e  Lagrange, 
dirci,  che  le  funzioni  analitiche  considerale  come  algebra  pura, 
convincono  l’animo  e  soggiungendo  die  l’evidenza  algebrica, 
accompagna  tutti  i  ragionamenti  dell’analisi  lagrangiana  e 
tutte  le  sue  applicazioni  risguardanli  i  problemi  dell’analisi 
infinitesimale;  asserzioni  fallaci,  come  è  provalo  diffusamente 
in  questa  filosofia.  Ma  intralasciamo  di  più  innanzi  prose¬ 
guire  questo  nostro  cenno  riguardante  tale  strano  arti¬ 
colo,  chiudendo  il  nostro  dire:  insino  che  altro  che  parole 
non  appariscono,  lasciamo  Y  autore  con  la  sua  opinione, 
seguitando  la  nostra,  di  lui  dicendo  quello  che  esso  di  noi 
dirà  ;  dando  di  spalle  a  questo  vanto,  e  lasciando!  soffiare, 
come  vento  che  vario  spira  e  manco  nuoce  alla  verace  filo¬ 
sofia  delle  matematiche. 

G74.  Per  non  riuscire  prolissi  finiremo  il  nostro  esame 
intorno  agli  scrittori  che  han  parlalo  della  metafisica  del 
calcolo  sublime.  Confessiamo  di  conoscerne  ancora  molli  altri, 
ma  però  tali  che  non  sono  riusciti  bene  nello  spiegare  le  alle 
dottrine  di  questo  calcolo.  Tutti  però  a  parer  nostro  meri¬ 
tano  molta  lode  perchè  si  sono  occupati  della  filosofia  mate¬ 
matica  la  quale  è  la  parte  più  nobile  e  più  degna  dell'uomo 
e  la  parte  più  capace  di  promovere  la  scienza  in  quelle  parli 
nelle  quali  essa  ne  ha  maggior  bisogno. 

Diremo  solo  che  V  equivoco  di  molli,  che  non  abbiam 
qui  ricordati,  generalmente  consiste  nel  confondere  la  forma 
esteriore  o  meccanica  del  calcolo  contenente  le  differenziali, 
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con  le  formolo  contenenti  variazioni  indeterminate  o  finite, 
equivoco  che  dal  fin  qui  detto  si  riduce  a  confondere  i  rap¬ 
porti  finiti  dei  termini  delle  serie  con  li  rapporti  infinita¬ 
mente  grandi,  che  presentano  i  termini  contenenti  infinitesime 
grandezze. 

675.  Dal  finito  non  si  fa  trapasso  all’infinito,  nè  dall’in- 
finilo  si  fa  ritorno  al  finito  con  mezzi  finiti;  è  dunque  sem¬ 
pre  un  illusione  il  credere  che  vi  sia  passaggio  dalle  forme 
finite  alle  infinite,  ed  al  contrario. 

E  se  nella  forinola  dello  sviluppamelo  della  funzione 
Fxn  tanto  quando  si  pone  F  (x  4*  a),n  quanto  allora  che  si 
pone  F  (x  4-  dx),n  se  esiste  diciamo  nella  formola  tutta  la 
rassomiglianza  del  calcolo,  questo  non  è  motivo  sufficiente, 
e  mollo  manco  fondato  in  filosofia  per  darci  a  credere  che 
queste  forinole  si  trasmutino  una  nell'altra,  quando  per  pura 
ipotesi  non  si  supponga  distrutta  nei  propri  valori  e  rela¬ 
tivi  rapporti  dei  termini,  o  l'una  o  l’altra.  In  ogni  forma  di 
sviluppamelo  devesi  sempre  ben  distiuguere  la  materiale 
espressione,  dal  significato  e  dal  valore  che  esprime.  Nell’or¬ 
dine  del  finito  quale  che  sia  la  forma,  i  termini  si  reggono 
con  rapporti  finiti;  e  nell'ordine  degli  infinitesimi,  tulli  si 
reggono  con  rapporto  di  valor  infinito.  Sotto  l’aspetto  della 
forma  o  della  costituzione  estoriore  del  calcolo  sembrano 
identici,  i  termini  intanto  che  nei  loro  valori  souo  infinita¬ 
mente  diversi. 

n  n 

Li  due  binomii  (x  4-  a)n  =r  x"  4 - xn~‘  a  4 - 

4  1 

n  —  1 

- xn  1  a2ecc. 

2 

iì  n  n  —  1 

(x  ~b  dx)n  =  xn  4 - -  *n  ~  1  dx  4 - ■ - x"  “2  dx2 

4  4 


2 
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-4-  cc.  ec.,  sembrano  l’uno  nell’  allro  convertibile,  ma  per 
far  questo  veramente  imporla  di  distrugger  nel  primo  lo 
stato  finito  per  serbare  solamente  1’  allro  stalo  infinitesimo. 
Questo  basti  per  tutta  prova,  che  una  di  questa  serie  non 
si  può  far  rientrare  nell'altra  se  non  spropositando. 

G76.  La  filosofia  non  si  prende  cura  della  forma  materiale 
del  calcolo,  ma  tiene  unicamente  di  vista  il  tipo  mentale 
rappresentalo  dalla  forma  sensibile  del  calcolo;  non  ha  ri¬ 
guardo  alle  somiglianze  sensibili  del  formato  dei  termini,  le 
quali  sono  tutte  dipendenti  e  figlie  delle  operazioni  da  noi 
impiegate  ad  ottenerli,  ma  solamente  ha  riguardo  al  valore, 
che  noi  intendiamo  di  far  rappresentare  alla  cifra  destinala 
ad  esprimere  ed  a  servire  di  variazione,  la  quale  qui  fa  le 
veci  del  secondo  monomio  del  binomio.  Per  questo  non  pos¬ 
siamo  convenire  col  signor  Wronski  quando,  parlando  egli 
delle  serie  a  differenze  finite,  ove  cioè  la  variazione  è  indi¬ 
cata  dalla  usuale  caratteristica  x ,  pretende  cangiarla  in 
dx ,  supponendo  V  ultima  un  caso  particolare  della  prima  ; 
ritenendo  le  forinole  delle  serie  finite  si  trasmulino  in 
quelle  del  calcolo  differenziale;  ma  il  geometra  di  Polonia 
non  vede  che  Tinfinilcsimo  non  è  un  valore  che  possa  esser 
consideralo  come  un  valor  particolare  tra  quelli  che  presen¬ 
tar  possono  le  differenze  finite;  e  perciò,  anziché  dichiarare 
possibile  il  passaggio  dalle  serie  a  differenze  finite,  in  quelle 
delle  differenze  infinitesime,  trovar  doveva  in  queste  consi¬ 
derazioni  un  giusto  filosofico  motivo  di  dichiarare  incompati¬ 
bile  al  tutto  questa  transizione,  anzi  sotto  questo  riguardo 
impossibile. 

677.  Per  la  stessa  ragione  vanno  illusi  quelli  che  bau  cre¬ 
duto  assegnare  l'origine  e  l'andamento  del  calcolo  differen¬ 
ziale  deducendolo  dalle  formole  a  coefficienti  indeterminati, 
perchè  con  questi  ed  altri  consimili  pensamenti  si  viene  a 
far  palese,  clic  da  essi  si  disconosce  tutta  la  filosofia  del 
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calcolo  di  cui  trattano;  atteso,  che  con  tali  pretensioni  si 
vengono  con  troppo  scapito  della  verace  filosofia  a  confon¬ 
dere  il  materiale  formato  delle  serie ,  coi  veraci  principii 
die  servono  di  base  al  calcolo  differenziale  o  al  calcolo  in¬ 
finitesimale. 

Questi  ultimi  pare  che  ignorino  come  j  coefficienti  tanto 
determinali  quanto  quelli  che  sono  indeterminali,  che  altro 
poi  non  sono  che  le  combinazioni  cui  vanno  sottoposti  gli 
elementi  della  funzione,  e  segnatamente  quelli  che  dipen¬ 
dono  dall’  esponente,  nulla  hanno  a  che  fare  coi  valori  fi¬ 
niti  o  infiniti  ,  ovvero  infinitesimi  tanto  della  funzione  clic 
della  variazione.  Quindi  siccome  il  calcolo  differenziale 
non  differisce,  in  riguardo  alle  forinole  cui  si  appoggia,  se 
non  nel  valore  infinitesimo  attribuito  alla  variazione  la  quale 
entra  come  parte  coslituiliva  nella  funzione  variata  ,  perciò 
lo  aggirarsi  attorno  alle  forinole  del  calcolo,  in  ciò  che  con¬ 
cerne  il  generale  andamento  delle  sue  forinole  islesse  è  pro¬ 
prio  perdere  di  vista  tutta  la  filosofia  su  cui  si  appoggia  e 
si  innalza  il  calcolo  differenziale,  è  un  disconoscerlo  da  cima 
a  fondo ,  è  un  illudersi  nella  maniera  più  grossolana ,  che 
si  sappia  immaginare. 

678.  Insino  ad  ora  co]  nostro  dire  ci  siamo  studiali  di 
schiarire  e  di  spiegare  le  dottrine  sopra  delle  quali  si  fon¬ 
dano  e  si  reggono  le  matematiche,  e  segnatamente  il  calcolo 
differenziale;  procuriamo  ora  di  fare  un  cenno  della  sorpren¬ 
dente  utilità  di  questo  famoso  calcolo,  considerala  succin¬ 
tamente  nei  soli  principii  che  servono  alle  applicazioni ,  o 
alla  soluzione  dei  problemi  di  ogni  maniera  e  dei  problemi 
i  quali  ai  melodi  anteriori  riuscivano  in  parte  inaccessibili 
od  almeno  intralciatissimi. 

E  primamente  vuoisi  considerare  la  facilità  con  la 
quale  data  e  conosciuta  che  sia  una  funzione  o  equazione 
a  qualunque  curva,  questa  funzione  o  equazione  differenziata 
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che  sia ,  diviene  una  funzione  od  una  espressione  analitica 
mista  di  grandezze  finite  ed  infinitesime. 

Col  mezzo  della  differenziazione  (la  quale  consiste  poi  nel 
sostituire  alla  x  la  x  •+•  dx,  estendendo  secondo  vuole  l’espo- 
nente  la  funzione  della  x) ,  I’  equazione  o  la  funzione  data 
per  la  differenziazione  viene  dilatata  ed  ampliata  nel  campo 
delle  posizioni  e  delle  espressioni  analitiche,  le  quali  ser¬ 
vono  poi  a  determniare  l’equazione  o  la  funzione  di  cui  trat¬ 
tasi. 

Imperciocché,  un’equazione  v.  g.  ad  una  curva,  essa 
rimane  sviluppata  per  la  differenziazione  e  le  quantità  infi¬ 
nitesime  incorporate  ed  accomodale  alla  natura  e  proprietà 
della  equazione  ne  assumono  tutte  le  proprietà  di  essa.  Con 
ciò  l’equazione  contiene  dei  nuovi  termini  e  delle  nuove  gran¬ 
dezze  infinitesime  che  si  prestano  ad  esser  tra  di  loro  com¬ 
parale,  e  per  esse  divengono  comparabili  ancora  le  gran¬ 
dezze  finite  dell'equazione,  e  nella  maniera,  la  più  certa, 
desiderabile,  per  la  identità  dei  rapporti  tra  le  infinitesime, 
con  i  rapporti  delle  grandezze  finite. 

Così  in  tutte  le  equazioni  alle  curve,  il  triangolo  finito 
che  serve  a  determinare  le  tangenti,  le  sottotangenti,  ec,  è 
sempre  perfettamente  simile  al  triangolo  delle  differenziali, 
detto  per  questo  anco  triangolo  differenziale,  nel  qual  ultimo 
risultante  dalle  variazioni,  stanno  i  termini  di  comparazione 
anche  del  primo. 

Si  deve  però  notare,  che  qui  con  la  espressione  di  com¬ 
parare  non  s’intende  indicare  direttamente  la  comparazione 
che  concerne  le  grandezze  finite  poste  a  petto  delle  infini¬ 
tesime,  ma  invece  di  comparare  direttamente  il  rapporto  finito 
delle  differenziali  con  quello  finito  delle  grandezze  finite, 
e  più  particolarmente  il  rapporto  delle  differenziali ,  delle 
coordinate,  coll'  usuale  rapporto  finito  delle  medesime  ordi¬ 
nale;  imperciocché  sebbene  si  tratti  di  grandezze  finite  ed 
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infinitesime,  essendo  le  line  e  le  altre  incorporate  nella  me¬ 
desima  funzione,  e  trattate  come  fossero  variazioni  d' ogni 
maniera  aneli'  esse  finite ,  ne  viene  che  presentino  rapporti 
identici  tanto  le  infinitesime  tra  di  loro  comparale,  quanto 
le  finite  tra  di  loro  parimenti  comparale,  perchè  nel  variare 
delle  coordinate,  si  hanno  figure  infinitesime  bensì,  ma  simili 
alle  figure  finite. 

Questa  identità  di  figure  e  di  consecutivi  rapporti  è 
facile  a  rinvenirsi  in  tutte  le  funzioni  analitiche  o  algoritmi¬ 
che  differenziate,  ed  è  apertissima  nelle  equazioni  alle  curve, 
quando  colui  che  ve  la  cerca  sia  discretamente  informato 
ed  esercitato  nel  calcolo  e  nella  proprietà  delle  curve. 

C79.  La  ricerca  delle  tangenti  e  sottotangenti,  normali  ec. 
alle  curve,  quella  dei  massimi  e  dei  minimi  valori  delle  gran¬ 
dezze  tanto  delle  funzioni,  che  delle  grandezze  costituenti  le 
equazioni  divenne  facilissima  per  mezzo  delle  differenziazioni, 
anzi  la  ricerca  di  queste  cose  si  appalesò  cotanto  facile,  sem¬ 
plice  e  cotanto  spedila,  che  destò  fino  la  meraviglia.  11  cal¬ 
colo  degli  infinitesimi  aperse  uua  nuova  strada,  sparse  una 
nuova  luce  la  quale  rischiarò  e  rese  famigliare  la  determi¬ 
nazione  di  tutte  queste  grandezze. 

Girolamo  Saladino,  assai  valente  geometra,  conferma  pie¬ 
namente  questa  nostra  maniera  di  esprimere  questi  vantaggi 
del  calcolo  differenziale,  perchè  nelle  sue  sostituzioni  anali¬ 
tiche,  opera  assai  pregiata  e  per  dottrina  matematica  e  per 
pratiche  operazioni,  egli  scrive:  —  Hine  orla  est  methodus 
directa  tangenlium,  maximorum  et  minimorum,  et  ejus  ge¬ 
neris  pluresrz;  ed  in  questo  luogo  parla  precisamente  del¬ 
l’analisi  infinitesimale,  e  del  calcolo  differenziale,  ed  adom¬ 
bra  la  facilità  e  semplicità  che  esso  presenta  in  tutte  que¬ 
ste  ricerche. 

C80.  Il  calcolo  differenziale  applicalo  alle  funzioni  anali¬ 
tiche  riesce  a  meraviglia  non  già  per  isvolgerc  in  serie  le 
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funzioni,  perche  allrettanlo  si  ottiene  con  qualsivoglia  altra 
variazione  di  valor  finito ,  ma  per  dare  allo  sviluppamelo 
in  serie  delle  funzioni,  un  carattere  al  tutto  nuovo,  per  cui 
senza  errore  si  può  troncare  e  semplificare  lo  sviluppamene 
medesimo,  quando  ciò  torni  utile  al  fine,  che  ci  proponiamo. 
E  quello  che  più  ancora  imporla  si  è,  che  le  differenzia¬ 
zioni  presentano  un  tipo  e  una  regola  fissa  per  ritornare 
dalla  funzione  variata  o  dalla  variazione  alla  funzione  inva¬ 
riata  o  funzione  primitiva.  Queste  particolarità  sono  utilissime 
perchè  feconde  di  nuove  risorse  e  d'importantissimi  trovali. 

Tutto  questo  s' intende  di  leggeri  quando  portiamo  at¬ 
tenzione  alla  circostanza,  che  la  variazione  incorporata  alla 
funzione  o  all’ equazione,  la  variazione  diciamo,  ne  assume 
fedelmente  tutto  il  carattere  e  le  proprietà  contenute  dalla 
funzione,  e  rendendole  così  replicale,  onde  poi  queste  som¬ 
ministrano  anco  un  dato  per  determinare  la  proprietà  della 
funzione  che  viene  differenziata. 

681.  Qui  è  d’  uopo  ricordare  che  in  questo  genere  di 
ricerche,  le  quali  dipendono  dalle  funzioni  variate  per  mezzo 
del  valore  infinitesimo  si  appalesa  in  una  maniera  manifesta 
la  indefinita  utilità  dal  calcolo  differenziale,  perchè  negli  svi¬ 
luppamene  delle  funzioni  in  serie  esprimenti  le  parti  delle 
funzioni ,  o  i  termini  tutti,  che  le  costituiscono ,  riescono 
successivamente  gli  uni  infinitamente  maggiori  dei  succes¬ 
sivi  ;  e  questo  gran  fatto  filosofico  fà ,  che  dove  piaccia  al 
geometra,  egli  può  fermarsi  nella  serie  a  quel  termine,  che 
più  gli  aggrada,  trascurando  tutti  i  successivi.  E  siccome 
in  ogni  ricerca  ciascuno  ama  appigliarsi  alla  maggior  sem¬ 
plicità  possibile,  così  il  geometra  nel  calcolo  differenziale  è 
solilo  limitarsi  al  solo  secondo  termine  che  contiene  la  infi¬ 
nitesima  del  primo  ordine  quando  il  bisogno  della  partico¬ 
lare  ricerca,  che  sta  facendo,  non  lo  obblighi  ad  aver  ri¬ 
guardo  al  secondo  od  al  terzo  termine. 


Noi  non  entreremo  in  minuti  dettagli  ne  in  particolari 
osservazioni  circa  questo  metodo  del  calcolo  differenziale  intor¬ 
no  le  dottrine  cui  si  appoggia,  perchè  saremmo  costretti  rife¬ 
rire  lunghi  e  penosi  calcoli,  e  per  altra  parte  faremmo  cosa 
inutile ,  giacché  si  rinvengono  in  tutti  i  libri  geometrici  o 
analitici,  che  parlano  e  trattano  espressamente  del  calcolo 
differenziale  cd  integrale. 

682.  L'Hòpilal  nella  sua  opera  denominata:  Analisi  degli 
infinitamente  piccoli  esprime  nel  seguente  modo  i  servigi , 
che  ci  procaccia  il  calcolo  differenziale  appoggialo  al  rela¬ 
tivo  suo  principio.  —  1/  analisi  ordinaria  non  tratta  ,  che 
delle  grandezze  finite,  1’  analisi  presente  penetra  sino  nello 
stesso  infinito.  Essa  si  pone  a  comparare  tra  di  loro  le  dif¬ 
ferenze  infinitamente  piccole  delle  grandezze  finite;  essa  sco¬ 
pre  i  rapporti  di  queste  differenze,  e  per  mezzo  di  questi, 
essa  fa  conoscere  quelli  delle  grandezze  finite,  che  poste  a 
petto  di  queste  infinitamente  piccole  si  possono  avere  come 
altrettanti  infiniti.  Si  può  anco  dire  che  questa  analisi  si  c- 
stende  al  di  là  dell'  infinito,  perchè  essa  non  si  limita 
alle  differenze  infinitamente  piccole,  ma  scopre  i  rapporti 
delle  differenze  di  queste  differenze,  e  quelli  ancora  delle 
differenze  terze,  quarte,  ec.  ec,  di  modo,  che  questa  analisi 
non  solo  abbraccia  l'infinito,  ma  l'infinito  deH’infinito,  o  una 
infinità  di  infiniti. 

Un’analisi  di  questa  natura  poteva  solo  condurci  ai  veri 
principii  delle  linee  curve.  Perchè  le  linee  curve  non  essendo 
che  dei  poligoni  di  infiniti  lati,  e  non  differendo  tra  di  loro, 
che  per  la  differenza  degli  angoli,  che  questi  lati  infinita¬ 
mente  piccoli  fanno  tra  di  loro,  non  appartiene  che  all’ana¬ 
lisi  degli  infinitamente  piccoli  il  determinare  la  posizione  di 
questi  lati  per  avere  la  curvatura  che  essi  formano,  cioè  a 
dire  le  tangenti  di  queste  curve,  le  loro  perpendicolari,  i 
loro  punti  di  in  flessione  o  di  rigonfiamento ,  i  raggi  clic  vi 

oi 
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si  rillellono ,  quell»  che  vi  si  rompono,  cc.  ec.  1  poligoni 
inscritti  c  circoscritti  alle  curve  i  quali  per  la  loro  molti¬ 
plicazione  infinita  dei  lati  si  confondono  alla  fine  con  esse 
curve,  sono  stati  considerati  e  tenuti  in  ogni  tempo  in  luogo 
delle  stesse  curve.  Ma  gli  antichi  geometri  si  fermarono  a 
questo  punto:  non  fu,  che  dopo  la  scoperta  della  analisi  della 
quale  parliamo,  che  si  è  conosciuta  e  sentila  tutta  la  esten¬ 
sione  e  la  fecondità  di  questa  idea. 

683.  Quello  che  noi  abbiamo  degli  antichi  geometri  sopra 
queste  materie,  c  principalmente  di  Archimede,  è  certamente 
degno  di  ammirazione.  Ma  oltre,  che  essi  non  hanno  avuto 
riguardo,  che  ad  assai  poche  curve,  ed  a  queste  pure  leg¬ 
germente ,  tutto  il  loro  sapere  si  riduce  a  poche  proposi¬ 
zioni  particolari  ed  a  dottrine  senza  ordine.  Questo  pertanto 
non  forma  per  essi  titolo  di  accusa,  che  anzi  essi  hanno 
avuto  bisogno  di  una  straordinaria  forza  di  ingegno  per  discer¬ 
nere  alcune  verità  in  mezzo  ad  una  grande  oscurità,  e  per 
penetrare  in  paesi  all'in  tutto  ignoti  e  sconosciuti.  Se  essi  non 
sono  andati  molto  innanzi,  se  hanno  percorso  lunghi  circuiti, 
ossi  però  non  si  sono  smarriti,  e  quanto  più  le  vie  da  essi 
battute  riuscivano  difficili  e  spinose,  più  essi  sono  divenuti 
ammirabili  di  averle  percorse  senza  perdersi. 

Perciò  non  deve  far  sorpresa  che  gli  antichi  non  siano 
andati  più  in  là,  ma  non  sapremmo  abbastanza  far  le  me¬ 
raviglie  su  la  loro  condotta ,  cioè  che  uomini  così  grandi , 
come  furono  gli  antichi,  siano  per  sì  lungo  tempo  rimasti 
in  questo  stalo,  e  che  quelli  venuti  dopo,  compresi  da  una 
ammirazione  quasi  superstiziosa  per  le  loro  opere,  siansi, 
dico,  contentali  di  leggerle  e  di  commentarle,  senza  far  altro 
uso  dei  loro  lumi,  senza  permettersi  di  pensare  da  sè,  c 
senza  portare  le  loro  indagini  a!  di  là  di  ciò  che  gli  antichi 

avevano  discoperto _ Descartes,  Paschal,  Fermai  e  sopra 

tutti  Barrow  coltivarono  e  promossero  la  dottrina  delle  curve, 


e  delle  equazioni  e  quella  dei  calcoli  ad  esse  applica^  — 
Alla  mancanza  del  calcolo  di  Barrow,  dice  Pascimi,  evenuto 
opportuno  il  calcolo  di  Leibnilz.  Questo  sapiente  geometra 
ha  incomincialo  ove  Barrow  e  gli  altri  avevano  finito.  Il  suo 
calcolo  lo  ha  condotto  in  paesi  sconosciuti  per  lo  avanti,  e 
vi  ha  fatto  scoperte  che  desiarono  la  sorpresa  dei  matematici 
più  abili  dell’Europa.  I  signori  Bernoulli  sono  siati  li  primi 
che  si  sono  avveduti  della  bellezza  di  questo  calcolo;  essi  lo 
hanno  perfezionalo  ad  un  punto  da  vincere  delle  difficoltà 
che  nessuno  aveva  mai  avuto  il  coraggio  di  tentare  per  lo  avanti. 

L’estensione  di  questo  calcolo  è  immensa;  egli  conviene 
alle  curve  meccaniche  come  alle  geometriche  ;  i  segni  radi¬ 
cali  sono  indifferenti  a  questi  calcoli,  e  sono  soventi  volte 
comodi  ai  calcoli  istessi.  Essi  si  estendono  a  tante  indeter¬ 
minate  quante  si  vogliono.  La  comparazione  delle  grandezze 
infinitamente  piccole  di  tutti  i  generi  è  egualmente  facile. 
Di  qua  nacque  una  infinità  sorprendente  di  scoperte  impor¬ 
tantissime,  riguardo  alle  tangenti,  tanto  delle  curve,  che  delle 
rette,  alle  quistioni  dei  massimi  e  dei  minimi  valori,  ai  punti 
di  inflessione  di  gonfiatura,  alle  sviluppale,  alle  caustiche, 
per  riflessione,  o  per  rifrazione  zz. 

G8L  Pascimi  ricordalo  dallTIòpilal  nel  passo  qui  arrecato. 
Pascimi  diciamo,  era  uomo  di  sommo  ingegno,  e  quasi  sem¬ 
pre  profondo  pensatore,  ma  alcuna  volta  troppo  superficiale 
e  soverchiamente  sentenzioso ,  come  lo  si  vede  in  questo; 
imperciocché,  come  poteva  mai  dire  che  Leibnilz  incomin¬ 
ciò  là  dove  Barrow  avea  finito  ?  Barrow  aveva  ammesso  il  prin¬ 
cipio  del  calcolo  differenziale,  cioè  che  una  quantità  infiniiamenle 
piccola  considerala  in  comparazione  ad  una  quanlilà  finita  non 
aveva  alcun  peso  ,  ed  era  come  se  essa  fosse  zero  comparativa¬ 
mente;  Barrow  ne  aveva  fallo  uso  felice  nclTapplicazionc 
alla  ricerca  delle  proprietà  delle  curve,  e  Leibnilz  non  fece 
die  altrettanto  per  quanto  spetta  alla  dottrina  dr  queste  geo- 


metriche  speculazioni,  dunque  non  è  vero  quanto  asserisce 
Paschal  nel  succilalo  passo.  Egli  è  bensì  vero  che  le  dot¬ 
trine  di  Barrow  nelle  mani  di  Leibnitz  sono  divenute  più 
estese,  più  generali,  anzi  vi  hanno  acquistata  una  indonnita 
estensione,  ma  ciò  nonostante  non  si  può  giammai  avere  per 
veritiera  la  larga  asserzione  di  Paschal ,  clic  Leibnitz  cioè 
avesse  incominciato  ove  altri  aveva  finito.  Poi  la  dottrina  di 
Barrow  era  forse  una  scoperta  sua  propria ,  onde  poterlo 
considerare,  come  fa  Paschal,  quasi  un'inventore  di  essa? 
Certamente  che  la  dottrina  non  era  sua  ;  perchè  adunque 
considerare  in  questo  suo  confronto  il  solo  Barrow,  quando 
egli  non  riferiva  e  non  ricordava  che  la  pura  dottrina  di 
Galilei ,  dottrina  che  poi  avevano  abbracciala  e  Eermat  e 
Wallis  ed  altri,  e  lo  stesso  Barrow? 

Ritornando  però  alla  mirabile  utilità  del  calcolo  diffe¬ 
renziale,  questa  non  si  può  qui  pienamente  riferire  senza 
entrare  in  dettaglio  delle  indefinite  applicazioni  fatte  alle  gran¬ 
dezze  geometriche,  meccaniche,  alle  forze  mondiali,  idrau¬ 
liche,  ec.  ec.  Quando  ci  volessimo  internare  in  queste  alte 
contemplazioni  del  potere  ammirabile  della  nuova  analisi  in¬ 
finitesimale,  noi  vedremmo  come  tulli  questi  rami  del  sapere 
siano  per  forza  delli  nuovi  calcoli  ili  certo  modo  tratti  dal- 
l’ infanzia  in  cui  giacevano  da  secoli  e  secoli ,  c  portali  a 
sì  allo  grado  di  perfezione  da  eccitare  la  meraviglia.  Questi 
sono  i  falli  gloriosi  dell'  analisi  sublime.  Ma  il  fare  altret¬ 
tanto  ci  devierebbe  dallo  scopo  che  ci  siamo  prefissi  in  que¬ 
sta  filosofia;  perciò  ci  basti  solo  questo  cenno;  acconlente- 
remoci  di  invitare  i  geometri  che  conoscono  e  posseggono 
tulli  questi  meravigliosi  trovati,  a  riandare  col  loro  pensiero 
alle  poche  verità  meccaniche  che  si  potevano  rinvenire  colla 
sola  analisi  finita  e  porre  questo  stato  primitivo  in  compa- 
zione  della  indefinita  massa  delle  verità  nuove,  discoperte  e 
dimostrate  col  mezzo  della  nuova  analisi  sublime,  e  questo 


salo  confronto  basterà  a  renderli  convinti  al  paro  di  qual¬ 
sivoglia  dimostrazione  rigorosa. 

Glie  se  più  addentro  conoscer  vogliamo  la  sorprend4^ 
utilità  del  calcolo  differenziale,  basta  osservare,  clic  il  cal- 
colo  finito  abbraccia  le  sole  leggi  finite  e  costanti,  o  quelle 
sole,  che  variano  per  salti  finiti  e  costanti ,  le  quali  leggi 
tutte,  comparale  con  quelle  che  abbracciano  tutta  la  infinita 
varietà  dì  lutti  gli  altri  mutamenti  o  variazioni  cd  in  qual¬ 
sivoglia  modo  combinate,  e  su  qualsi vogiia  legge  di  valori 
c  di  variabilità  d’ ogni  maniera,  ed  allora  di  leggeri  com¬ 
prenderemo  che  ranalisi  finita  benché  mezzo  in  sé  stesso  po¬ 
tentissimo  ad  estendere  assai  lontane  le  nostre  speculazioni, 
tuttavia  è  un  mezzo  ristrettissimo  c  aggiranlesi  in  un  campo 
finito,  assai  limitalo,  laddove  la  nuova  analisi  comprende  un 
campo  di  una  vastità  e  dimensione  quasi  senza  confini. 

685.  Ci  resterebbe  a  fare  una  parola  del  calcolo  integrale, 
il  quale  è  1*  inverso  del  differenziale,  e  forma  la  parte  più 
vasta  e  la  piu  utile  dell  analisi  sublime,  ma  questa  parte 
principalissima,  altissima  ed  utilissima  dell'analisi  supcriore, 
non  contiene  però  veruna  nuova  filosofia,  la  quale  diretta- 
inette  o  indirettamente  non  derivi  dal  calcolo  differenziale. 
Imperciocché  ognuno  sa,  che  il  calcolo  differenziale  consi¬ 
deralo  nel  suo  modo  di  pratica  operazione  consiste  in  que¬ 
sto  ,  che  data  una  qualsivoglia  funzione  geometrica ,  anali¬ 
tica,  algoritmica,  o  data  qualsivoglia  funzione  iu  equazione, 
trascendente,  !' algoritmica,  o  circolare,  il  calcolo  di  cui  si 
tratta,  insegna  a  ritrovarne  le  variazioni  infinitesime  di  tulle 
queste  funzioni,  le  variazioni  di  lutti  gli  ordini,  ed  insegna 
a  sceverare  tutte  le  suddette  funzioni  dalle  variazioni,  o  dif¬ 
ferenziali  loro. 

Il  calcolo  integrale  all’  opposto  iusegna  a  risalire  dalle 
variazioni,  siano  poi  pure  o  frammiste  a  quantità  finite  (c 
ciò  in  qualsivoglia  modo ,  ordiuc  c  combinazione  quale  si 


addice  alla  costituzione  o  stato  primitivo  della  funzione)  in¬ 
segna  ,  diciamo,  a  risalire  da  queste  variazioni  infinitesime 
alle  funzioni  dalie  quali  sono  derivale  per  mezzo  del  calcolo 
differenziale;  perciò  il  calcolo  integrale  ci  presenta  due  di¬ 
stinti  aspetti  di  intellettuale  veduta;  uno  è  quello  che  appog¬ 
giandosi  alle  sole  variazioni,  le  considera  come  le  sole  valu¬ 
ti 

labili  e  significanti,  e  allora  si  appoggia  intieramente  alle 
leggi  ed  alle  dottrine  del  principio  del  calcolo  differenziale  ; 
T  altro  si  è  quello  che  considera  il  calcolo  integrale  come 
sommalore  di  tutti  gli  elementi  infinitesimi  nei  quali  si  sup¬ 
pone  come  idealmente  risoluta  e  quindi  composta  ogni  fun¬ 
zione  di  qualsivoglia  natura,  e  sotto  questo  secondo  riguardo, 
esso  si  fonda  nella  doppia  idea  deirinfinitesimo  e  della  infi¬ 
nità  dell’ infinito  numero,  ovvero  si  appoggia  all’infinito  ed 
airinfinitesimo. 

Considerato  poi  il  calcolo  integrale  in  riguardo  alla  di 
lui  utilità,  o  in  riguardo  alle  sue  pratiche  ricerche  di  finale 
risullamenlo,  queste  ricerche  possono  esser  prese  parimenti 
sotto  due  diversi  aspetti;  uno  e  quello  comunemente  inteso 
dai  primi  inventori  e  cultori  di  questo  calcolo,  i  quali  cre¬ 
dettero,  che  nel  risalire  dalla  differenziale  alla  quantità  finita, 
si  sommassero,  e  in  certo  qual  modo  si  riunissero  insieme 
le  infinite  sue  infinitesime  particelle,  tutte  omogenee,  e  delle 
quali  la  differenziale  appunto  ne  esprimeva  una  distinta  :  e 
supponevano  che  tutte  queste  differenziali  o  infinitesime  par¬ 
ticelle  concorressero  così  riunite  a  riprodurre  bella  e  rifatta 
la  grandezza  finita,  che  idealmente  si  era  supposta  risoluta 
in  infinitesime  parti  espresse  dal  calcolo  differenziale  appli¬ 
calo  alle  funzioni.  Questa  maniera  di  considerare  il  calcolo 
integrale,  di  cui  parliamo  lo  ha  fatto  denominare  dai  primi 
inventori  calcolo  sommalore,  e  con  vocabolo  proprio  calcolo 
sommatorio ,  o  integrale . 

Sotto  I*  altro  aspetto  considerato  il  calcolo  integrale  , 
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come  un  semplice  artificiale  metodo  dirello  a  guidarci  dalie 
infinitesime  o  dalle  variazioni  infinitesime  alla  cognizione  della 
funzione  finita  della  quale  mentalmente  si  suppone  derivala 
la  differenziale,  e  sotto  questo  riguardo  si  presenta  un  sem¬ 
plice  artificio  di  calcolo,  comune  anco  ad  altri  rami  dell'ana¬ 
lisi  ;  perciò  si  può  considerare  come  calcolo  analitico.  Tut¬ 
tavia,  preso  anco  sotto  quesl’ullimi  aspetto  fu  sempre  e  lo 
è  tuttora  denominato  calcolo  integrale  ,  e  V  operazione  con 
cui  si  risale  dalla  differenziale  alla  funzione  primitiva  finita 
si  è  sempre  appellata  ,  e  si  chiama  tuttora  integrazione  o 
calcolo  sommalorio . 

686.  Tanto  considerato  sotto  il  primo  aspetto,  quanto 
preso  di  veduta  sotto  del  secondo,  il  calcolo  è  sempre  uno, 
c  tutte  le  operazioni  impiegate  dai  geometri  per  risalire  dalla 
differenziale  alla  sua  funzione  finita  sono  sempre  le  stesse 
identiche. 

Per  procurare  di  formarsi  e  in  un  modo  generale  una  chia¬ 
ra  idea  della  operazione  analitica  appellata  integrazione  cicou- 
vien  notare,  che  i  geometri  la  desumono  e  la  fondano  sopra 
l'operazione  inversa  di  quella  chiamala  differenziazióne, ; 
c  per  parlare  con  più  di  precisione  e  di  esattezza,  la  inle- 
grazioue  è  una  operazione,  che  si  appoggia  sopra  la  attenta 
considerazione  di  ciò  che  è  avvenuto  alla  funzione  in  causa 
della  differenziazione  cui  è  stala  sottoposta,  e  ciò  per  pro¬ 
cacciarsi  in  questa  considerazione  i  dati  o  i  mezzi  per  risa¬ 
lire  dalle  differenziali  alle  funzioni  variabili  finite.  Dalla  con¬ 
templazione  adunque  della  funzione  differenziala  e  di  quella 
delle  consecutive  sue  differenziali  o  variazioni  desumono 
questa  maniera  di  calcolo  integrale,  la  quale  ha  sempre  per 
iscopo  di  guidare  il  geometra  dalla  differenziale  alla  funzione, 
dalla  quale  la  differenziale  è  derivala.  Di  falli ,  ogni  data 
e  concreta  funzione  finita  di  qualsivoglia  denominazione  essa 
sia,  non  può  avere  che  una  determinata  forma  od  espres- 
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sionc  di  differenziale  luUa  propria  e  rispondente  alla  sua 
forma  o  modo  di  essere  aiteso  che  nella  differenziazione 
la  infinitesima  che  ne  esprime  la  sua  variazione,  si  incor¬ 
pora  nella  funzione  e  partecipa  pienamente  alle  proprietà  di 
questa,  ovvero  si  adatta  compiutamente  alla  natura,  sialo 
e  condizione  della  funziono,  e  ne  esprime  perciò  fedelmente 
le  sue  particolari  proprietà. 

C87.  Quesla  maniera  di  considerazione,  che  i  geometri 
si  procacciano  sopra  queste  basi,  onde  aver  in  mano  un  mezzo 
positivo  e  sicuro  di  risalire  dalla  variazione  o  dalla  differen¬ 
ziazione  alla  grandezza  da  cui  è  derivata,  è  una  inaura  di 
considerazione  affatto  simile  a  quella  che  si  preparano  gli 
algebristi  quando  attentamente  studiano  i  tipi  delle  potenze 
delle  grandezze  finite  per  rinvenire  o  ritrovare  in  essi  le 
regole  della  decomposizione  delle  potenze  medesime,  o  ciò 
che  è  lo'slcsso,  per  istruirsi  del  modo  di  ritornare  dalle  po¬ 
tenze  alle  quantità  prime,  che  furono  innalzate  a  potenza 
con  una  operazione  da  essi  chiamala  estrazione  di  radice. 

I  geometri  algebristi  pigliano  in  considerazione  le  fun¬ 
zioni  algebriche  finite ,  tanto  elevale  ad  esponente  intiero 
quanto  ad  esponente  fratto ,  e  per  dir  breve  si  pongono  a 
considerare  le  funzioni  tutte  algebriche  di  ogni  maniera,  ed 
anco  trascendentali,  circolari,  logaritmiche,  ee.  ec. 

I  geometri  alTinvece  che  si  appigliano  alle  integrazioni 
delle  differenziali  fanno  presso  a  poco  lo  stesso  degli  alge¬ 
bristi  ,  cioè  si  collocano  innanzi  come  in  diverse  categorie 
distinte  tutte  le  funzioni  monomie,  binomie,  poligonomie,  ec. 
ec.  tanto  semplici  che  composte ,  e  combinale  in  tutte  le 
possibili  maniere,  e  per  riguardo  alla  natura  loro  ed  al  loro 
stalo,  ec.  ec;  e  di  queste  funzioni  ne  pigliano  le  differen¬ 
ziazioni,  indi  le  differenziali  pure  o  miste,  e  da  quesla  ben 
ordinala  disposizione  di  funzioni  e  dalle  corrispondenti  loro 
differenziali  ne  desumono,  per  quanto  è  concesso  all’ uomo 


od  all’  ingegno  umano,  le  regole  di  relrocessione ,  cioè  le 
regole  per  ritornare  dalla  variazione,  alla  grandezza  varia¬ 
bile  finita  da  cui  è  derivala  la  variazione.  Osservazioni  sono 
queste  che  somministrano  dati  importantissimi  e  prototipi 
di  integrazioni  esatte.  Queste  osservazioni  contengono  lutto 
quello  che  sappiamo  intorno  alle  intergrazioni. 

Un'  altra  particolarità  importantissima  deve  qui  essere 
notala,  cioè  quella  che  nel  differenziare,  che  noi  facciamo  di 
tutte  le  uole  funzioni  (onde  averne  le  loro  differenziali)  noi 
ci  procuriamo  sempre  delle  differenziali  compiute  ed  esatte 
di  queste  funzioni;  come  quando  noi  eleviamo  una  quantità 
a  potenza,  noi  ne  otteniamo  una  potenza  esalta  e  compiuta 
della  grandezza  propostaci;  cosi  avviene  sempre  delle  no¬ 
stre  differenziali;  ora  siccome  queste  sono  gli  unici  dati  o 
prototipi  che  abbiamo  in  mano  per  risalire  dalle  differen¬ 
ziali  alle  grandezze  da  cui  derivano,  ne  viene  che  avendo 
noi  in  questi  dati  solamente  delle  differenziali  esatte  e  com¬ 
piute,  per  prototipi,  per  ciò  noi  non  abbiamo  in  mano  che 
delle  differenziali  esatte  per  venire  in  cognizione  delle  gran¬ 
dezze  finite  dalle  quali  esse  sono  derivale  ;  quindi  ne  viene, 
che  solamente  allora  possiamo  integrare,  quando  le  differen¬ 
ziali  sono  esatte  e  compiute.  Circostanza  di  una  suprema  im¬ 
portanza  ,  la  quale  ci  manifesta  quali  e  quanti  siano  i  dati 
che  noi  possiamo  avere  in  mano  per  integrare. 

La  comparazione  delle  differenziali ,  che  abbiamo  in 
mano,  considerate  tanto  nella  loro  forma,  quanto  nella  loro 
proprietà,  costituiscono  adunque  il  dato  per  conoscere  se  le 
funzioni  differenziali  contengano  quanto  abbisogna  per  inte¬ 
grarle,  o  ciò  che  è  lo  stesso  quanto  occorre  per  potere  effet¬ 
tuarne  la  loro  integrazione.  Queste  dottrine  comparative  sono 
dai  geometri  indicate  sotto  il  nome  di  criterii  di  integrabilità. 

Quando  noi  ritorniamo  dalla  differenziale  esatta  alla  fun¬ 
zione  primitiva,  noi  daH  infinilesimo  argomentiamo  c  riloruia- 
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mo  al  finito,  c  così  adoperando,  noi  in  ultimo  risultuniento 
veniamo  ad  aver  in  mano  la  somma  infinita  di  tutte  le  par¬ 
ticelle  infinitesime,  somma  rigorosamente  rappresentala  sem¬ 
pre  dalla  funzione  finita,  che  siamo  arrivali  a  conoscere. 
Tuttavia  per  fare  questa  analitica  operazione  ,  noi  non  ab¬ 
biamo  nessun  bisogno  di  tener  dietro  col  nostro  pensiero 
alla  infinita  delle  particelle  infinitesime  infinite,  contenute  nella 
grandezza  finita,  il  calcolo  istesso  che  adoperiamo  non  s’ap¬ 
poggia  per  verun  conto  sopra  questa  infinità,  ma  unicamente 
si  fonda  sopra  la  considerazione  deirelfello  che  la  variazione 
infinitesima  ha  prodotto  sopra  la  funzione  finita  differenziata  ; 
poiché  tolto  di  mezzo  questo  effetto,  si  torna  a  riavere  in¬ 
tiera  la  grandezza  finita.  Sebbene  adunque  implicitamente  si 
riabbia  la  infinità  degli  elementi  ideali  infinitesimi  ,  tuttavia 
non  si  ha  riguardo  alcuno  esplicito  ad  essi.  Quindi  nel  cal¬ 
colo  integrale  nou  si  trascura  cosa  veruna,  nè  dell’ordine 
finito,  nò  dell’ordine  infinitesimo;  onde  ne  viene  che  quelli 
i  quali  credono  clic  nel  calcolo  vi  sia  compenso  di  errori, 
vanno  assai  lungi  dal  vero. 

Noi  vediamo  i  fautori  delle  funzioni  analitiche  menar 
rumore  della  loro  maniera  di  integrare,  maniera  indipendente 
da  ogni  considerazione  delle  infinitesime  particelle,  ma  il  loro 
trionfo  perde  ogni  pregio  di  novità  seattentamenle  vorranno  con¬ 
siderare  che  essi  cosi  adoperando,  non  fanno  nè  più  nè 
meno  di  quello  che  fanno  lutti  i  seguaci  ed  i  fautori  del 
calcolo  differenziale.  Didatti  ponendo  occhio  ad  una  funzione 
di  Axra  +  B  ,  si  vede  che  la  sua  differenziale  è  m  A  x 
,u'1  dx,  ed  il  suo  integrale  ritorna  Axm  4-  B.  Così  se 

axD  +  1 

fosse  la  funzione  finita - B ,  differenziata  saia 

n  H-  \ 

an+l 

axndx  da  cui  se  nc  deriva  di  nuovo - ;  onde  i  geo- 


n  -+-  4 


metri  stabiliscono  per  regola  analitica  che  :  per  integrare 
ia  differenziale  astratta  monomia  axndx,  fa  duopo\accre- 
scere  l'esponente  della  variabile,  contenuta  nella  funzione , 
di  una  unità ,  poi  dividerla  pel  nuovo  esponente ,  e 
per  dx.  In  fatti  applicando  materialmente  questa  regola 
al  caso  propostoci  si  ha  appunto  l' integrale  della  differen¬ 
ziale  proposta  ax"dx;  di  vero  accresciuto  l’esponente  della 
x  unica  variabile  contenuta  in  questa  differenziale  diviene 
a  xn  +  1  dx;  poi  dividendola  pel  nuovo  esponente  n  -b  4,  si 

an  +  1  a  xn  1 

ha - dx,  e  finalmente  dividendola  per  dx  si  ha - , 

n  +  4  n  +  4 

come  prima,  cioè  la  funzione  finita  propostaci. 

628.  Non  proseguiremo  più  innanzi  questi  pochi  cenni 
intorno  alla  natura  ed  al  fondamento  del  calcolo  integrale , 
quale  calcolo  inverso  del  differenziale;  perchè  lutti  i  libri 
che  trattano  del  calcolo  integrale  ne  espongono  con  chiarezza 
e  bell’ordine,  non  che  con  sufficiente  corredo  di  dottrine  c 
di  pratici  esempii  tutto  ciò  che  si  può  desiderare  in  proposito. 

Diremo  solamente  ed  anco  solo  in  modo  generale  astratto, 
che  ogni  grandezza  di  sua  natura  variabile  4  o  per  alto  di 
nostro  volontario  pensamento  considerata  come  tale ,  può 
sempre  e  con  tutta  facilità  esser  differenziala,  e  ritornando 
sui  propri  passi  può  anco  in  massima  esser  integrata.  Ma 
queste  cose  che  in  generale  sono  subito  dette  e  prestamente 
intese,  quante  difficoltà  non  presentano  nella  pratica,  per 
parte  specialmente  dell’integrare  ?  Così,  chi  dice  v.  g.  che 
ogni  funzioue  o  grandezza  può  esser  elevala  a  qualsivoglia 
potenza  nell’ordine  finito,  dice  una  cosa  che  qualunqne  geo¬ 
metra  anco  poco  versato  nell’analisi  è  al  caso  di  eseguire  , 
eppure  quante  difficoltà  non  si  incontrano  per  estranio  la 
radice  ?  Persino  nella  stessa  analisi  finita ,  chi  è  capace  di 
ritornare  da  qualsivoglia  grandezza  considerata  come  potenza 


alla  sua  radice  prima?  Tulli  gli  sforzi  dei  geometri  non  giudi 
gono  ad  eslrarre  clic  le  radici  delle  equazioni  clic  arrivano 
al  quarto  grado.  Ad  eslrarre  le  radici  delle  equazioni  de¬ 
gradi  superiori  al  quarto,  ninno  può  ancora  arrivare.  Olire 
a  questa  difficoltà  nascente  e  derivante  e  dalla  complicazione 
delle  radici  e  loro  funzioni,  se  quella  anco  si  aggiunge  del- 
T  esser  le  potenze  non  perfette  e  non  compiute,  in  allora 
ognuno  intende  come  le  difficoltà  si  accrescano  senza  misura. 
E  tutto  questo,  benché  già  mollo,  non  basta  a  dare  una  ade¬ 
quata  idea  della  limitazione  delle  forze  delfingegno  umano, 
imperciocché  persino  incominciando  dalle  equazioni  del  secondo 
grado  nelT  algebra  comune,  noi  non  siamo  capaci  di  darne 
rigorosa  soluzione,  ma  si  ottiene  radice  indeterminata  ri¬ 
guardo  la  seconda  potenza  costruente  la  radice  di  secondo 
grado.  Quando  poi  la  potenza  seconda  non  è  perfetta,  allora 
non  si  può  estrarre  la  radice  se  non  si  compie  il  quadralo. 
Nell’analisi  finita  ordinaria,  l’alto  grado  delle  potenze,  egual¬ 
mente  che  la  imperfetta  potenza  sono  due  ostacoli  insupa- 
rabili  per  risolvere  le  equazioni  ;  così  nell'  analisi  sublime 
le  differenziali  imperfette,  o  l’alto  ordine  di  esse  divengono 
e  possono  sempre  diventare  difficoltà  insuperabili  per  la 
integrazione. 

Esiste  pure  nel  calcolo  integrale  un'altra  difficoltà,  cd 
è  quella  che  proviene  dalle  grandezze  costanti,  aggiunte  o 
sottratte  alle  funzioni  variabili,  perchè  queste  costanti  dispa- 
jjono  quando  prendiamo  la  sola  differenziale  della  funzione. 
E  perchè  qui  noq  si  alluda  ad  un  genere  di  quantità  dette 
costanti,  delle  quali  fin' ora  in  questa  filosofia  non  fu  fallo 
alcun  cenno ,  diremo  clic  i  geometri  nel  calcolo  superiore 
distinguono  le  quantità,  in  variabili  cd  in  costanti ,  le  varia¬ 
bili  sono  da  essi  indicale  con  le  ultime  lettere  deH’alfabetlo, 
cioè  segnano  le  quantità  variabili ,  con  qnelle  stesse  lettere 
con  le  quali  gli  algebristi  indicano  le  quantità  incognite,  e 


con  le  altre  lettere  dell'  alfabeto  soglio»  esprimere  delle  quan¬ 
tità  costanti,  cioè  non  sottoposte  per  convenzione  a  veruna 
variazione. 

«|  Ora,  siccome  la  differenziazione  si  appoggia  per  ncccs- 

là  di  posizione  alla  variazione  infinitamente  piccola  delle 
grandezze  variabili,  ne  viene  per  conseguenza,  clic  in  ogni 
operazione  analitica  di  differenziazione  le  quantità  costanti 
non  mutano  menomamente  stato,  ma  rimangono  nel  primi¬ 
tivo  stato  loro  ;  onde  si  vede,  che  quando  vogliano  sapere 
a  che  si  riduca  la  pura  differenziale  di  una  data  funzione, 
allora  si  usa  levare  dalla  funzione  differenziata  la  funzione 
primitiva,  e  quindi  non  resta  di  essa  che  la  differenziale 
pura  ;  dal  che  ne  viene  che  le  costanti  aggiunte  o  sottratte 
spariscono  dalla  differenziale. 

Queste  cose  si  intenderanno  meglio  arrecando  un  esem¬ 
pio:  sia  v.  g.  proposta  la  F  (x  ±  a),  questa  funzione  dif¬ 
ferenziala  diviene  F  (x  ±  a  +  d  x).  Ora,  pigliando  la  sola 
differenziale,  avremo  F  (x  ±  a  -h  dx)  —  F  (x  ±  a)  — 
dx.  Si  osservi  che  lo  stesso  risullamenlo  si  sarebbe  ottenuto 
quando  la  funzione  fosse  stata  solamente  F  (x);  poiché  dif¬ 
ferenziata  avrebbe  dato  F  (x  -h  dx),  e  la  sola  differenziale 
sarebbe  stala  F  (x  -f-  dx)  —  F  (x)  ~  dx. 

Tulli  gli  scrittori  di  calcolo  integrale  parlano  dicliiara- 
mcuLc  di  questa  particolarità,  la  quale  non  può  esser  sor¬ 
passata  in  nessun  discorso  riguardante  il  calcolo  integrale, 
e  mollo  meno  poi  in  chi  sarebbe  in  dovere  di  farne  cono¬ 
scere  la  filosofia. 

Questa  particolarità  importa  che  pel  geometra  cui  viene 
proposto  di  trovare  l'integrale  di  una  differenziale  data  dx 
egli  non  può  mai  sapere  ne  stabilire  se  la  funzione  primi¬ 
tiva  fosse  x  ovvero  x  +*  a  c  oc. 

Di  qua  ne  viene,  che  sebbene  il  geometra  sguardando 
attentamente  la  dx  possa  conchiudernc  con  certezza  che  essa 
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indica  la  variazione  della  x,  e  perciò  integrando  possa  e 
debba  avere  la  x,  tuttavia  pensando,  che  la  sua  dx  può  deri¬ 
vare  tanto  da  x  ±  a  ±  6  ±  c  ec.  ec.  quanto  dalla  sola 
x,  senza  nessuna  costante  ;  perciò  non  può,  stando  alla  sola 
differenziale,  sapere  se  la  funzione  primitiva  fosse  x  ovvero 
x  ±  aec.  quindi  è,  che  nel  presentare  Tintegrazione,  ovvero 
Tinlcgrale  d  quale  si  suole  indicare  ancora  col  segno  f\  o 
segno  somma  si  usa  scrivere  ^  dx  —  x  ±  C  ,  indicando 
per  C  una  o  più  costanti  che  potevano  esser  aggiunte  o  sot¬ 
tratte  dalla  funzione  primitiva  x. 

Questa  costante  C  rimane  in  istato  indeterminato  tanto 
circa  la  sua  esistenza,  quanto  riguardo  al  suo  valore,  come 
pure  circa  lo  stato  positivo  o  negativo.  Le  condizioni  della 
funzione,  il  di  lei  stalo,  non  che  le  condizioni  delle  questioni 
analitiche,  sono  altrettanti  dati,  che  sono  in  mano  del  geo¬ 
metra  per  determinare,  quando  si  possa,  la  C.  Però  nelle 
astratte  espressioni  di  calcolo  integrale  questa  G  rimane 
sempre  appieno  indeterminata. 

Siccome  però  tanto  i  mezzi  che  sono  in  mano  del  geo¬ 
metra,  sia  per  ammettere  la  G,  sia  per  determinare  il  valore 
o  il  segno  più  o  meno,  non  inchiudono  veruna  nuova  filo¬ 
sofia  ,  ma  all*  invece  si  riducono  lutti  questi  mezzi  a  inge¬ 
gnosi  arlificii  analitici,  così  noi  ci  dispenseremo  dal  parlarne 
di  più  in  questa  filosofia. 

690.  Una  delle  più  grandi  difficoltà  nelle  quali  si  abbatte 
il  geometra  che  imprende  una  integrazione  è  quella  dello 
stato  incompleto  delle  differenziali,  poiché  da  questo  non  si 
sa  come  si  possa  risalire  alla  verace  primitiva  funzione  od 
al  verace  integrale.  Quindi  è  che  i  geometri  ricorrono  in  questi 
casi  a  mille  diverse  ingegnose  speculazioni,  le  quali  tutte  hanno 
per  iscopo  o  per  fine  di  ridurre  le  differenziali  incomplete  allo 
stalo  di  differenziali  esatte  o  compiute,  nel  quale  stato  sommini¬ 
strano  anco  il  dato  od  il  mezzo  di  ottenerne  il  loro  integrale. 
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In  queste  ricerche  dilicalc  noi  vediamo  i  geometri  ten¬ 
tare  tutte  le  vie  più  recondite,  appigliarsi  alle  più  sagaci 
invenzioni  che  siano  possibili  all'ingegno  umano  ;  quindi  ora 
hanno  ricorso  alle  semplificazioni  delle  differenziali,  o  delle 
funzioni  differenziali,  ora  allo  sparlimento  di  esse,  ora  allo  svi- 
luppamenlo  in  serie;  quando  si  fanno  a  separare  le  funzioni 
composte,  cercando  ridurle  alla  semplicità  maggiore  che  pos¬ 
sono;  e  per  dir  breve,  essi  non  hanno  lasciala  intentala  ogni 
analitica  risorsa ,  ogni  più  ingegnosa  e  perspicace  maniera 
per  arrivare  al  bramalo  fine  di  rendere  integrabili  le  pro¬ 
poste  funzioni  differenziali. 

690.  Tulle  queste  ingegnosissime  ed  arlificiatc  investiga¬ 
zioni  dirette  a  rendere  integrabili  le  funzioni  differenziali  si 
trovano  diffusamente  esposte  nelle  opere  di  Leibnitz ,  de' 
fratelli  Bernoulli,  di  Bourgenville,  di  Eulero,  Lafonlaine, 
Riccali,  Saladini,  d’Alembert,  Condorcet,  Lagrange,  Laplace, 
Lacroix,  Paoli,  les  sieur  Jacquier,  Ghauchy  ed  altri.  Siccome 
però  lutto  questo  gran  cumulo  di  risorse  e  di  preparazioni 
si  riducono  ad  analitici  trovati ,  ed  a  perspicaci  invenzioni 
ed  a  risorse  di  calcolo ,  senza  che  presentino  un  corredo 
di  particolari  e  separale  filosofiche  dottrine,  perciò  non  pos¬ 
sono  avere  nella  filosofia  che  andiamo  esponendo,  un  posto 
diretto  ed  importante. 

In  questo  genere  di  ricerche  dell’analisi  sublime,  le  più 
importanti  di  quante  ne  possegga  la  geometria  e  le  più  utili 
nella  soluzione  dei  problemi,  i  matematici  che  trattano  del 
calcolo  integrale  si  rilrovano  in  una  circostanza  e  posizione 
mollo  simile  a  quella  nella  quale  sono  gli  algebristi ,  quando  si 
accingono  alla  soluzione  dei  problemi  algebrici  complicatissimi, 
difficilissimi  e  soventi  volte  di  impossibile  risoluzione:  come 
appunto  sono  alcune  equazioni  indeterminate,  o  quelle  comuni 
di  grado  superiore  al  quarto,  ec.  ec. 

Non  ignoriamo  che  Wronski  in  una  sua  operetta  stam- 
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pala  nel  4812  in  Parigi,  c  dedicala  alla  Polonia,  sua  pa¬ 
tria  ,  asserisce  di  aver  rinvenuto  la  generale  soluzione 
delle  equazioni  di  tulli  i  gradi;  siccome  però  il  voler 
tentare  un  esame  di  queslo  scritto  per  approvarlo  o  per 
conlradirlo  esigerebbe  una  seria  discussione  sopra  le  dot¬ 
trine  delle  equazioni  algebriche,  e  questa  ci  forvierebbe 
dalla  nostra  filosofia,  perciò  ci  asterremo  dal  farne  parola.  Di¬ 
remo  invece  che  i  geometri,  che  tentano  delle  difiicili  inte¬ 
grazioni  hanno  pochi  tipi  e  pochi  dati  certi  per  risalire  dalle 
differenziali  alle  primitive  loro  funzioni.  Tulle  queste  diffi¬ 
coltà  si  aumentano  allorché  le  differenziali  sono  quelle  di 
molte  variabili  riunite  in  una  sola  funzione,  o  contenute  in 
una  funzione  od  in  una  sola  equazione. 

Gli  è  per  questo,  che  secondo  i  diversi  casi  noi  li 
vediamo,  come  è  detto,  ora  separare  le  differenziali  !c  unc 
dalle  altre,  ora  tentare  tutti  i  mezzi  per  renderle  complete 
quando  siano  imperfette,  quando  trasmutarle,  quando  molti¬ 
plicarle  con  opportuni  fattori,  quando  spezzarle  in  parli,  e 
quando  ridurle  in  serie,  od  introdurvi  nuove  variabili  inde¬ 
terminale,  ec.  cc.  Ed  in  queste  sottilissime  ingegnose  inda¬ 
gini  ,  niuno  forse  ha  pareggialo  c  molto  meno  superalo  il 
grande  geometra  Eulero  ed  i  sommi  geometri  Lagrangc  e 
Laplace,  cc,  i  quali  nelle  loro  opere  ci  presentano  tante  c 
sì  importanti  risorse,  e  tante  e  sì  nuove  vedute  da  destare 
veramente  la  ammirazione  dei  dotti. 

692.  Il  calcolo  integrale  per  ciò  che  riguarda  le  sue  fon¬ 
damentali  dottrine,  pare  che  non  possa  cangiare  d’aspetto; 
in  quanto  poi  concerne  la  di  lui  perfezione,  lascia  aperto 
ancora  ai  geometri  un  vastissimo  campo ,  ove  essi  possono 
cogliere  nuove  palme  c  nuovi  allori.  Dall’  epoca  della  sua 
nascila  insino  ai  nostri  giorni  ha  fatto  passi  da  gigante,  ma 
non  c,  c  forse  non  sarà  mai  compiuto. 

Le  opere  dei  geometri  ricordali  nel  paragrafo  prece- 
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dente  tanno  conoscere  il  campo  percorso  nel  calcolo  inte¬ 
grale,  additano  in  quali  parli  sia  ancora  imperfetto,  e  se  a 
tutti  i  lumi  dati  da  essi,  potessimo  aggiungere  ancora  quanto 
resta  da  farsi  e  determinarsi  nel  medesimo  calcolo ,  c  ciò 
circa  le  parli  riguardanti  le  forze  mondiali,  meccaniche, 
idrauliche,  calorifiche,  elastiche,  ec.  ec.  cioè  circa  la  soluzione 
dei  grandiosi  problemi  naturali  ancora  insoluti,  noi  verremmo 
a  comprendere  quanto  manchi  ancora  al  pieno  perfeziona¬ 
mento  del  calcolo  integrale. 

693.  Prima  di  abbandonare  questo  ragionamento  filosofico 
intorno  ai  principii  sopra  dei  quali  si  fondano  le  matema¬ 
tiche  ,  dobbiamo  far  parola  di  una  dimanda  la  quale  natu¬ 
ralmente  nasce  in  animo  di  ehi  legge,  e  la  dimanda  è  que¬ 
sta  :  perchè  nell'  esporre  la  filosofia  delle  matematiche  non 
abbiamo  parlalo  clic  dei  principii  e  non  delle  singole  parti 
di  esse  ? 

Alla  qual  domanda,  noi  intendiamo  dare  soddisfazione, 
dicendo:  che  noi  nell' esporre  la  filosofia  delle  matematiche 
abbiam  credulo  di  non  attenerci  che  a  quella  filosofia  che 
si  contiene  e  domina  nelle  basi  o  nei  principii  delle  stesse  ; 
perchè  questa  sola  è  la  vera  filosofia  di  tutta  la  scienza , 
laddove  i  dettagli  delle  singole  parti  di  essa  non  hanno,  che 
una  filosofia  derivata  dalle  basi  assunte,  e  sopra  delle  quali 
si  aggirano.  Quindi  tornato  sarebbe  a  ripetizione  ed  a  vizioso 
ragionamento  questo  particolare  minuto  esame. 

Più  riandando  parte  a  parte  li  singoli  rami  delle  mate¬ 
matiche  avremmo  dovuto  riferire  tutti  i  principali  calcoli, 
tutte  almeno  le  fondamentali  forinole,  e  così  condurre  per  le 
lunghe  il  ragionamento  senza  nuovo  profitto  di  sapere,  anzi 
soventi  volle  cou  digressioni  all’in  tutto  estranee  alla  ‘filoso¬ 
fia  principale  delle  matematiche ,  come  pure  ci  saremmo  ^ 
soventi  volte  trovali  nel  bisogno  di  ripetere  spesse  fiate  le 
stesse  dottrine  e  usare  degli  stessi  ragionamenti. 
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Una  cosa  sola  ci  pennelliamo  adunque  ancora  di  aggiun¬ 
gere  ed  è,  clic  alcuni  leggendo  quest'opera  un  poco  alla  buona 
potranno  facilmente  darsi  a  credere  che  vi  siano  in  essa  alcune 
ripeiizioni  le  quali  si  sarebbero  dovuto  schivare,  ma  a  nostra 
giustificazione  diremo,  che  leggendo  attentamente  quelle  poche 
parli  ove  sono  di  queste  apparenti  ripeiizioni ,  comprende¬ 
ranno,  che  le  dottrine  medesime  sono  bensì  più  volte  riprese 
ma  però  sempre  con  nuovi  ed  interessanti  sviluppamenli , 
e  questo  ci  ha  servito  a  maggior  chiarezza  e  semplicità  di 
ragionamento;  atteso  che  adoperando  diversamente  ci  sarebbe 
stato  giuocoforza  affastellare  ed  accumulare  delle  idee  che  me¬ 
ritavano  un  posto  separalo  per  ottenere  e  dispiegare  la  im¬ 
portanza  che  meritano. 
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Tipi  fondamentali  tolti  dalla  geometria  e  dal¬ 
l’algebra  per  l’estrazione  delle  radici  qua¬ 
dre  .  .  .  • . »  194,  195 

Mancanza  di  filosofia  che  si  ravvisa  nella  for¬ 
mazione  del  quadralo  delle  Iiuce,  quale  co- 
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muncmentc  si  espone  nei  trattali  di  geo¬ 
metria  comune . ,  «  496 

Mancanza  consimile  della  formazione  del  cubo 

geometrico . »  197,  498 

Se  possa  esistere  potenza  di  numero  concreto 
esprimente  oggetti  reali? . «  200,  201 

Algebra. 

Cifre  algebriche,  loro  stato  indeterminato.]  »  202,  204 
Segni  adoperali  in  algebra,  delti  anco  lingua 
algebrica.  Verace  filosofia  dei  segni  -he  — 
nelle  operazioni  di  calcolo  ....  »  205al208,212 

Tale  filosofia  non  è  mai  stata  ben  intesa 

dagli  scrittori  di  algebra . »  244  al  246 

Origine  delle  quantità  immaginarie  e  difficoltà 
che  si  incontrano  nel  trattarle  come  quan¬ 
tità  reali . »  217  248 

Differenza  sostanziale  e  poco  avvertita  dagli 
scrittori  di  algebra  che  passa  tra  la  po¬ 
tenza  quadrata  e  la  equazione  di  secondo 

grado  .  .  . . »  220,221,  227 

Natura  delle  linee  rette  e  delle  curve  .  »  227  al  231 

Come  non  esista  verace  rigore  dimostrativo, 
nel  mezzo  impiegato  dai  geometri  nella 
misura  delle  curve  . »  232,  240 

CAPITOLO  SESTO. 

Riepilogo  delle  idee  che  precedettero  la  sco¬ 
perta  del  calcolo  sublime . »  241,  258 

Pensamenti  di  Newton  da  lui  usali  ncl- 
rinlroduzionc  alla  quadratura  delle  curve 
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dove  confronta  il  suo  metodo  con  quello 

degli  indivisibili . »  27t. 

Poscia  egli  si  prevale  nello  stesso  opuscolo  del 
principio  del  calcolo  differenziale,  come  ave¬ 
vano  fatto  Galilei,  Fermai  e  Barrow  .  »  274 
Lemma  fondamentale  premesso  alla  sua  fa¬ 
mosa  opera:  Della  filosofia  naturale ,  prin- 

cipiì  matematici . »  275 

Secondo  Lemma  della  stessa  opera. 

Osservazioni  critiche  sopra  tali  lemmi  con  cui 
si  prova  esistere  nel  ragionamento  di  Newton 

pelizion  di  principio . »  276,  277,280 

Altro  passo  di  Newton  esposto  nella  me¬ 
desima  opera  :  Della  filosofia ,  ec.  tale 
passo  è  rimarcabile  per  le  dottrine  che 

contiene . »  altro  277 

Esame  critico  di  questo  ultimo  passo  di 
Newton  ove  si  dimostra  che  il  ricorso  al- 
l’ argomento  dedotto  dall'  assurdo,  si  ri¬ 
solve  in  petizione  di  principio  ...»  278  al  282 
Continuazione  deH'esame  delle  dottrine  newto¬ 
niane  . ; . »  283 

Come  il  concetto  di  limile  applicato  allo  zero 

sia  concetto  anlifilosofico  ....  »  284,285,286 

Scoperta  di  Leibnitz  del  calcolo  sublime.  »  289  al  290 
Come  Leibnitz  abbia  disconosciuto  la  sublimità 
della  sua  scoperta  293,  294 

Concetto  fondamentale  della  dottrina  leibni- 

ziana . »  295,  296 

Successo  di  questa  sua  dottrina.  .  .  ,  »  297 

D’  Alembert,  per  evitare  le  difficoltà  promosse 
contro  la  dottrina  leibniziana,  abbraccia  il 
metodo  dei  limiti . ;  »  298 


» 
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Dottrine  ili  questo  metodo . » 

Esame  delle  dottrine  del  metodo  dei  li¬ 
miti . » 

Leonardo  Eulero  abbraccia  il  metodo  delle 
quantità  evanescenti  per  evitare  le  difficoltà 
promosse  contro  la  dottrina  di  Leibnitz.  » 
Àrbogast  lenta  inutilmente  dimostrare,  che  il 
calcolo  differenziale  sia  un  caso  particolare, 
del  calcolo  delle  sue  derivazioni.  .  .  » 

Lagrange  cerca  inutilmente  di  sostituire  la 

dottrina  delle  sue  derivate  a  quella  del  cal- 

• 

colo  differenziale  di  Leibnitz ,  di  D  Alem¬ 
bert,  di  Eulero,  e  di  tutti  i  melodi  infini¬ 
tesimali  antichi . » 


CAPITOLO  SETTIMO. 

Questo  capitolo  contiene  il  riassunto  compa¬ 
rativo  e  ragionato  di  tutte  le  opinioni  an¬ 
teriormente  esposte . » 

Nuovi  pensamenti  di  Wronski  concernenti 
la  natura  del  calcolo  differenziale  .  » 

Esame  critico  di  questi  pensamenti;  ove  si 
toccano  c  si  discutono  importantissimi  og¬ 
getti  di  filosofia  matematica  .  .  .  .  » 

Nuova  forma  sotto  della  quale  Wrbnski  pro¬ 
pone  e  tenia  dimostrare  in  modo  assoluto, 
il  principio  del  calcolo  differenziale.  .  » 

Si  dimostra  errata  la  nuova  forma  del  prin¬ 
cipio  del  calcolo  differenziale  ed  errata  la 
dimostrazione  dataci  da  Wronski.  .  .  » 

Vera  idea  della  differenziale  o  della  varia¬ 
zione  infinitesima . » 


299  al  501 
502  al  510 

511  al  529 

550  al  557 

558  al  55G 

9 

537  al  592 

V 

593  al  399 

400,404, 428 

229,  232 

435,  448 
h 
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11  modo  piu  filosofico  di  adoperare  e  di  ra¬ 
gionare  intorno  la  sfuggevole  grandezza  in¬ 
finitesima  essere  ancor  quello  usato  da 

Galilei . »  452 

Altro  comparativo  riassunto  di  lutti  i  metodi 

infinitesimali  e  preciso  loro  valor  filosofico  »  453,  4C8 
La  maniera  tenuta  dai  geometri  nel  conside¬ 
rare  le  grandezze  geometriche,  disvela  un 
nuovo  abbaglio  di  Wronski.  .  .  ,  .  «  469,  475 
Insussistenza  delle  difficoltà  che  si  promo¬ 
vono  contro  la  dimostrazione  del  principio 
del  calcolo  diflerenziale  data  da  Galilei.  »  476,  478 
Classificazione  e  comparativo  giudizio  che 
Wronski  ci  dà  di  tutti  i  metodi  infinitesimali  »  479,  496 
Nuove  dottrine  riguardanti  le  serie  .  .  »  497,  523 
In  quante  inesatezze  ed  assurdità  sia  tradotto 
T  animo  quando  si  permette  sostituire  in¬ 
distintamente  nelle  variazioni  delle  funzioni 
e  nelle  consecutive  loro  serie ,  dei  valori , 

infiniti,  ed  infinitesimi . »  524,  529 

Distinzione  che  passa  Ira  la  forma  ed  il  si¬ 
gnificalo  dei  termini  delle  serie.  .  .  «  530,  556 

Quali  e  quante  siano  le  operazioni  da  noi  im¬ 
piegale  a  svolgere  le  funzioni  in  serie.  »  535 
Natura  filosofica  di  queste  operazioni,  ed  equi¬ 
voci  di  Wronski  circa  queste  operazioni 

medesime . »  556,  544 

Conferma  dedolla  dal  calcolo,  che  le  opinioni 

di  Wronski  sono  erronee . «  545,  558 

Nuove  considerazioni  intorno  lo  stalo  della 
quantità  infinitesima,  dirette  a  porre  in 
piena  luce  il  principio  del  calcolo  differen¬ 
ziale  c  la  natura  di  esso . »  558,  561 
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Le  prime  traccio,  anzi  i  primi  passi  effettivi 
del  calcolo  differenziale  ,  come  pure  di 
quello  integrale  del  risalire,  cioè  dalle  diffe¬ 
renziali  alle  funzioni  finite  le  abbiamo  dagli 
italiani  Galilei  e  Cavalieri.  .  ,  ,  .  »  502,  206 
Nuove  considerazioni  sopra  le  serie  e  sopra 

1‘  ultima  significazione  dei  loro  termini.  »  567,  582 
Quale  sia  il  valore  filosofico  dell*  eguaglianza 
che  i  geometri  stabiliscono  Ira  la  funzione 
variata  ed  il  suo  sviluppamelo  in  serie 

infinita . » 

Niuna  serie  può  spingere  i  termini  fuori  del- 

T  ordine  finito . »  590,  609 

Induzioni  che  si  ricavano  dairimpotenza  della 
serie  di  condurre  fuori  dell'  ordine  finito 
relative  alle  dottrine  dei  metodi  antichi  »  610,  619 
Nuovo  cenno  del  metodo  di  Esaustione  datoci 
dall'abate  de  la  Chapelle,  nell' Enciclope¬ 
dia  Metodica  e  nuove  considerazioni  sopra 

di  questo  metodo . »  622,  624 

Le  serie  geometriche  non  riducono  mai  le 
grandezze  approssimanlesi  al  limite  ad  es¬ 
sere  rigorosamente  eguali  ad  esso.  Equivoci 
presi  da  alcuni  sopra  questa  dottrina  .  »  625,  631 
La  nuova  analisi  infinitesimale  non  confonde 
la  nozione  della  retta  con  la  curva  come 
si  mira  a  fare  nell'  analisi  infinitesimale 

antica . »  633,  640 

Il  vero  punto  di  veduta  intellettuale  sotto  del 
quale  convien  considerare  il  calcolo  diffe¬ 
renziale,  per  averne  quella  miglior  dimo¬ 
strazione  possibile  di  cui  è  suscettivo,  è 
quello  sotto  del  quale  ce  lo  porge  Galilei  »  641,  645 


A 
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Esame  delle  dollriiic  relative  al  calcolo  in¬ 
finitesimale,  dateci  da  Garnot  nella  sua 
opera  :  inflessioni  sopra  la  metafisica  del 


calcolo  infinitesimale 


» 


647,  G49 


Esame  delle  dottrine  di  Collabo  esposte  nella 
sua  opera  che  ha  per  titolo:  Identità  dei 
calcolo  differenziale  con  quello  delle  serie 
ovvero  il  metodo  degli  infinitamente  pic¬ 
coli  di  Leibnitz  spiegalo  e  dimostrato  colla 
teorica  delle  funzioni  di  Lagrange  .  »  650,  65  i 

Esame  deir  opera  del  Conti  intitolata  :  Vera 
esposizione  del  calcolo  differenziale  .  »  652 

Esame  di  una  memoria  di  Brunacci  in  rispo¬ 
sta  al  seguente  programma  dell’accademia 
delle  scienze  di  Padova:  In  che  differisca 
veramente  la  metafisica  del  calcolo  sublime 
del  Lagrange  dalla  metafisica  dei  metodi 

anteriori,  ec . »  655,  662 

Esame  delle  opinioni  del  Lafontaine  esposte 
nella  sua  opera:  Elementi  della  geometria 

dell’infinito . »  663,  666 

Esame  delle  opere  di  Nieuwienlut  considerate 

nei  principii  sopra  dei  quali  le  fonda.  »  667,  671 
Esame  delle:  Meditazioni  sul  calcolo  diffe¬ 
renziale  del  geometra  Caccianino  .  .  »  672,  673 

Cenno  ulteriore  sopra  il  distinguere  bene  il 
significalo  dei  termini  delle  serie  dalla  loro 
forma  esterna  appropriata  sempre  alle  ope¬ 
razioni  impiegate  ad  ottenerle  ...»  675,676,677 
Utilità  sul  calcolo  differenziale  ....  »  678,  684 
Cenno  sul  calcolo  integrale . »  685,  693 
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CORRIGE. 


ERRATA. 


Por.  43 

lin. 

22  supporre  cose  clic  , 

.  ,  suppore  che 

QO  - 1 

00  1  OO  — 1  X 

M  G3 

n 

4  1  = - +.  i  = 

; - q—  — - - *  - - 

00 

co  co 2  ac 

QO  —  1 

QO  - 1 

- He... 

-H  .  .  .  .  H - 

co  4 

oc  00 

1 

1 

»  67 

ii 

3  1  =  — 

1 - 

00 

00 

«  8G 

n 

53  Pteraque . 

Pleraquc 

«  94 

ii 

50  vi  sono  messa  slanci. 

vi  sono  in  essa  slanci 

«  97 

ii 

8  anasisi . 

analisi 

«  109 

» 

22  con  le"  grandezze  fi- 

nitc  ..... 

le  grandezze  finite. 

125 

ii 

5  diminuì  possiut  .  .  . 

diminuì  possili t. 

m  125 

ii 

20  exloctatam  .... 

exoptatam 

ii  12G 

ii 

7  fatheri ...... 

fateri 

ii  150 

« 

12  poi  poiché  .... 

poiché 

n  151 

ii 

19  ogni  uno  conosce  .  . 

ognuno  conosce 

ii  153 

« 

4  si  introduca  .... 

introducono 

«  159 

ii 

23  Ogni  qual  che  .  .  . 

ogni  qual  volta  clic 

n  1G0 

ti 

22  dalla . 

della 

«  182 

ii 

14  desumerlo  .... 

desumerla 

n  183 

ii 

8  e  denunciate .... 

cd  enonciatc 

1»  197 

ii 

9  possa . 

passa 

200 

n 

18  vigore . 

rigore 

n  285 

ii 

17  cercare  . 

cerca 

ii  297 

ii 

11  si  vuol . 

ci  vuol 

.»  299 

u 

13  ancienne . 

aneiennes 

o  313 

» 

28  jx  —  Fx  =  o .  .  . 

fx  —  Fx  =  o 

ii  320 

ii 

52  stirati . 

stipati 

n  545 

ii 

29  neiraggcttivo  '  .  .  . 

nell5  oggettivo 

.1  375 

n 

24  al . 

il 

ii  412 

ii 

27  dai . 

dei 

ii  428 

ti 

17  X“”n  . 

xn  -  1 

n  n — 1  n — 2 

n  n — 1  n — 2 

ti  450 

ip 

51  — . - .Fw  .  . 

— • - •  Fqg 

1  2 

1  2 

ii  458 

ii 

19  A,  P,  . 

A,  Q, 

H  464 

M 

29  della . 

dalla 

ii  407 

11 

25  propongono  .... 

propongano 

